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Rozdzial 1

Wprowadzenie

1.1 Cel rozprawy

Celem niniejszej pracy jest przedstawienie nowych metod rozwigzywania pro-
blemow globalnej i lokalnej sily nieregularnosci. Powyzsze dwa zagadnienia
rozpatrzymy zaroéwno dla graféow wazonych jak i totalnie wazonych. Tym sa-
mym powstaja dwa problemy lokalnego rozrézniania wierzchotkéw i dwa pro-
blemy globalnego rozrézniania wierzchotkow. Wszystkie przedstawione me-
tody i dowody beda miaty charakter algorytmoéw wyznaczajacych wartosci
funkcji wazacych.

Dla kazdego z omawianych problemow zostaly sformulowane hipotezy
dotyczace gbérnego ograniczenia na warto$¢ sily. Najciekawsza i najszerzej
omoéwiong jest hipoteza 1-2-3 dla problemu lokalnej sity nirergularnosci, dla
ktorej zaprezentujemy trzy wyniki, kazdy poprawiajacy goérne ograniczenie
inng metoda.

Pomimo, ze problem globalnej nieregularnosci grafu zostal sformutowany
prawie 15 lat przed wersja lokalng, ze wzgledu na kolejno$é i konsekwencje
powstawania wynikoéw przedstawionych w niniejszej pracy, rozpoczniemy od
wprowadzenia lokalnej wersji dla totalnego wazenia.

Rozdzial drugi dotyczy lokalnego rozrozniania wierzchotkow i sktada sie
z dwoch czesci. W pierwszej omowimy problem lokalnej sity nieregularnosci
dla totalnego wazenia. Wprowadzimy podstawowe zagadanienia oraz przyto-
czymy dotychczasowe wyniki w tej dziedzinie, w tym najlepszy: 11-totalne-
wazenie. Nastepnie udowodnimy dwa nowe twierdzenia poprawiajace roz-
nymi metodami wczesniejsze osiggniecia w tej dziedzinie. Pierwsze z nich
pokazuje konstrukcje lokalnie nieregularnego 5-totalnego-wazenia i wykorzy-
stuje metode podziatu zbioru wierzchotkéw na trzy podzbiory w celu nadania
odpowiednich wag modulo 4. Drugie zastuguje na szczeg6lng uwage, gdyz do-
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wodzi faktu istnienia lokalnie nieregularnego 3-totalnego-wazenia, a metoda
w nim wykorzystana, posiadajaca pewna ceche zachtanna, otworzyta droge
do powstania serii wynikow dla wszystkich czterech probleméw nieregular-
nosci grafow.
W drugiej czesci rozdziatu oméwimy problem lokalnej sity nieregularnosci
dla wazenia krawedzi grafu. Przytoczymy dotychczasowe rezultaty, z kto-
rych najlepszy dowodzi, ze istnieje lokalnie nieregularne 13-wazenie, oraz,
jak juz wspomnieliSmy, zaprezentujemy trzy twierdzenia, ktére dowodzg ist-
nienia lokalnie nieregularnego 10-wazenia, 6-wazenia i 5-wazenia. Kazde z
tych twierdzen korzysta z innej metody konstrukcji wazenia.

W rozdziale trzecim przejdziemy do globalnej sity nieregularnosci grafu.
W pierwszej czesci rozpatrzymy to zagadanienie dla wazenia krawedzi. Omo-
wimy najwazniejsze wyniki, w tym twierdzenie, ktore rozréznia wierzchotki
wykorzystujac wagi mniejsze od 112% + 28. Poprawimy ten rezultat, dowo-
dzac istnienia 6 (%1 -wazenia, ktore rozréznia wszystkie wierzchotki w grafie.
W drugiej czesci rozpatrzymy zagadnienie globalnego rozrozniania wierzchol-
kow, korzystajac z totalnego wazenia grafu. Przedstawimy w niej dotychcza-
sowe rezultaty. Najlepszy z nich pokazuje konstrukcje (32% + 8)-wazenia roz-
rozniajacego wszystkie wierzchotki w grafie. Udowodnimy twierdzenie, ktore
poprawi ten rezultat i ograniczy najwieksza wage krawedzi do 3[%] 4+ 1.

W ostatnim rozdziale zaprezentujemy dwie pokrewne dziedziny rozroz-
niania wierzchotkow, w ktorych stosujac metody wprowadzone w niniejszej
pracy udalo sie uzyska¢ nowe wyniki.

1.2 Podstawowe definicje

Przedmiotem naszych badan beda grafy proste, rozumiane jako uporzad-
kowane pary G = (V, E), dla ktorych przez V lub V(G) oznaczamy zbior
wierzchotkow, a przez E lub E(G) zbior krawedzi e = {u,v}, takich, ze
u,v € V. Dla uproszczenia krawedz e = {v,u} czesto oznaczamy przez uv
lub vu. Moc zbioru wierzchotkéw zapisujemy jako [V (G)| lub |V, a zbioru
krawedzi |FE(G)| lub ||G]|. Moc zbioru wierzchotkow zazwyczaj oznaczamy
literg n.

Mowimy, ze wierzchotek v € V' jest incydentny z krawedzig e € F w
przypadku gdy v € e. Dwa wierzchotki vy, vo € V' sa sasiadujace, jesli istnieje
krawedz e € E, taka, ze e = uv. Dwie krawedzie e;,e; € F sa sasiadujace,
jesli istnieje taki wierzcholek v € V., ze v € e; i v € es.

Zbior sasiadow wierzchotka v w grafie G oznaczamy przez Ng(V') lub
po prostu N(v), gdy kontekst nie wymaga wskazania grafu G. W kolejnych
wprowadzanych definicjach stosujemy podobne uproszczenie, jesli nie jest
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konieczne wskazanie grafu, ktorego grafu dotyczy dane oznaczenie.

Stopniem wierzchotka v € V' w grafie G nazywamy liczbe krawedzi z nim
incydentnych. Jesli wierzchotek zawiera petle, wowczas jego stopieri wzrasta
o 2. Stopieri wierzchotka oznaczamy przez dg(v) lub tez d(v). Minimalny
stopien wierzchotka w grafie G oznaczamy przez § = min{dg(v):v € V}.
Analogicznie maksymalny stopien wierzchotka w grafie GG, definiujemy jako
A =maz {dg(v) :v eV}

Graf G' = (V' E’) nazywamy podgrafem grafu G i zapiszemy to jako
G' C G, gdy V! CVoraz E' C E. W przypadku, gdy E’ zawiera wszystkie
krawedzie e = uv € FE, takie ze u,v € V', mowimy ze podgraf G’ jest
podgrafem indukowanym grafu G i oznaczamy to przez G[V'].

Moéwimy, ze graf jest k-regularny (lub tez jest grafem regularnym stopnia
k), jesli wszystkie jego wierzcholki sa stopnia k. W przypadku gdy wszystkie
wierzcholki grafu sg ze soba sasiadujace, tzn. G jest (n—1)-regularny, wowczas
moéwimy, ze jest grafem pelnym i oznaczamy przez K,,. Grafem dwudzielnym
nazywamy graf ktorego, ktorego zbior wierzchotkéw mozna podzieli¢ na dwa
zbiory Vi i Va, tak, ze ViNVy = (), Vi UV, = V oraz nie istnieje krawedz
e = (u,v), taka, ze u,v € Vi lub u,v € V5. Grafem pelnym dwudzielnym
nazywamy taki graf dwudzielny o podziale V = V; U V5, ze wszystkie wierz-
chotki u, v, takie ze u € V; oraz v € V5 sg polaczone krawedzig. Pelny graf
dwudzielny oznaczamy K, ,,, gdzie ny = |Vi| oraz ny = |V4|

Sciezka nazywamy graf G = (V, E) zawierajacy co najmniej trzy wierz-
chotki, V' = {vy,va,...,v,}, 0 zbiorze krawedzi nastepujacej postaci: £ =
{vov1, V109, ..., Vy_10, }. Mozemy zatem zauwazy¢, ze Sciezka jest grafem za-

wierajacym uporzadkowane n wierzchotkow, z czego pierwszy i ostatni sa
stopnia 1, a pozostale stopnia 2. Taka $ciezke oznaczamy przez P,. Zbior jej
krawedzi ma n—1 elementow. Jesli do zbioru krawedzi Sciezki P, zdefiniowa-
nej w sposob jak powyzej, dodamy jedng krawedz v,vy, wowczas uzyskamy
graf o n krawedziach i n wierzchotkach stopnia 2. Taki graf nazywamy cyklem
i oznaczamy C,,.

Grafem spoOjnym, nazywamy taki graf, w ktorym miedzy kazda para
wierzchotkéw istnieje Sciezka. W przypadku gdy G nie posiada tej wtasno-
$ci, wowczas mozemy powiedzie¢ ze ma co najmniej dwie sktadowe spdjno-
sci. Przez sktadowa spojnosci grafu G rozumiemy, taki podgraf indukowany
G' = (V' E') gratu G = (V, E), ktory jest spojny i nie istnieje wierzcholek
nalezacy do zbioru V' \ V' potaczony $ciezka w G z dowolnym wierzchotkiem
nalezacym do V.

Drzewem nazywamy graf G, w ktéorym dowolne dwa wierzchotki sa po-
laczone doktadnie jedna $ciezky. Podgrafem rozpietym grafu G = (V) E)
nazywamy taki G' = (V, E'), gdzie E’ jest podzbiorem FE.

Grafem zawierajacym izolowana krawedz nazywamy niespOjny graf G,
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ktory zawiera K jako jedna ze sktadowych spéjnosci. Grafem zawierajacym
dwa wierzchotki izolowane nazywamy niespojny graf G, ktory zawiera co
najmniej dwa wierzchotki stopnia 0.

Grafem wazonym nazywamy graf G, ktorego krawedzie maja dodatkowo
przyporzadkowane liczby naturalne wieksze od zera, zwane wagami. Funkcja
w, zwana wazeniem, okresla to przyporzadkowanie:

wiE—{1,... .k} (1.1)

Przez w(e) oznaczamy wage krawedzi e, a cale wazenie w nazywamy k-
wazeniem.

Stopniem wazonym wierzchotka v w grafie wazonym nazywamy sume wag
krawedzi z nim incydentnych, co zapisujemy w nastepujacy sposob:

Y() = 3 wle) (12)

E=VU

Grafem totalnie wazonym nazywamy graf wazony, ktérego wierzchotki
maja dodatkowo przyporzadkowang liczbe naturalna wieksza od zera. Przy-
porzadkowanie dla tego grafu okresla funkcja w zwana totalnym wazeniem:

W BUV = {1,... k) (1.3)

Takie totalne wazenie grafu G, nazywamy k-totalnym-wazeniem. Stopniem
totalnie wazonym wierzchotka v nazywamy w tym przypadku sume jego wagi
i wag krawedzi z nim incydentnych:

Yv) = wle) +w(v). (1.4)

e=vu

W dalszej czedci pracy, omawiajac algorytmy totalnego wazenia, dla uprosz-
czenia czesto pomijamy stowo "totalne". Jednakze w przypadku, gdy w kon-
tekscie danego paragrafu lub dowodu moéwimy zaréwno o wazeniu zwyklym
jak i totalnym, wowczas nie stosujemy tego uproszczenia. Ponadto, zamiast
nazwy ,stopien wazony” lub ,stopien totalnie wazony”, czesto uzywamy na-
zwy ,kolor” lub ,totalny kolor”.

Moéwimy, ze graf G jest nieregularny w przypadku, gdy wszystkie lub
tylko sasiadujace wierzcholki sa roznego stopnia (zalezy to od rodzaju nie-
regularnosci, ktore omoéwimy ponizej). Zauwazmy, ze kazdy graf zawiera co
najmniej dwa wierzchotki tego samego stopnia. Sytuacja zmienia sie, kiedy
rozpatrzymy grafy wazone i totalnie wazone (rys. 1.1) oraz uzyskane kolory
wierzchotkow.

W niniejszej pracy rozwazamy dwa rodzaje nieregularnosci. Lokalng niere-
gularno$¢, zwang tez w odniesieniu do klasycznej teorii graféw kolorowaniem
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W(v)=4 W(v)=5 W(v)=3 W(v)
3 1
1 2 1 2
W(v)=3 W(v)=5

Rysunek 1.1: Graf prosty, graf wazony i graf totalnie wazony

wlasciwym, oraz globalng nieregularnos¢, zwana dalej po prostu nieregular-
noscia.

Lokalna nieregularnosé grafu polega na takim ustaleniu koloréw w gra-
fie G, by kazde dwa wierzcholki potaczone krawedzia miaty rézne kolory. W
odniesieniu do interpretacji stopnia wazonego jako koloru wierzchotka, zna-
lezienie lokalnej nieregularnosci polega na znalezieniu takiego wazenia (total-
nego wazenia) grafu, by stopnie wazone (totalne stopnie wazone) dowolnych
dwoch potaczonych wierzchotkéow byty rézne.

Definicja 1.1. Mowimy, zZe graf G jest lokalnie niereqularny, gdy dla kaz-
dej krawedzi e = uv stopien wazony wierzchotkéw z niq incydentnych jest
rOZNY.

Ve—unt)(u) # (v) (1.5)

Globalna nieregularnos¢ grafu polega na takim ustaleniu koloréw w grafie
G, ze dowolne dwa wierzchotki maja rézne kolory. W przypadku koloru wierz-
chotka, rozumianego jako jego stopienn wazony, znalezienie globalnej nieregu-
larnosci grafu polega na wyznaczeniu takiego wazenia (totalnego wazenia)
grafu, by kolory (totalne kolory) wszystkich wierzchotkow byty rozne.

Definicja 1.2. Mowimy, ze graf G jest niereqularny, gdy dla kazdej pary
wierzchotkow w G ich stopien wazony jest rozny.

vv,uGVw(u) 7é w(v) (16)

Grafy wazone maja swoja prosta graficzng interpretacje jako multigrafy,
w ktorych kazda krawedz e jest reprezentowana przez jej w(e) kopii. Wow-
czas stopien wierzchotka w multigrafie rowny jest stopniowi wazonemu w
grafie wazonym. Reprezentacja graficzna graféw totalnie wazonych poprzez
multigrafy jest niemozliwa ze wzgledu na brak mozliwos$ci skonstruowania
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krawedzi, ktora nada wierzchotkowi nieparzysty kolor (petla zwieksza kolor
o 2). Dlatego tez w obu przypadkach w niniejszej pracy, w celu oznaczenia
wazenia i totalnego wazenia korzystamy z liczb naturalnych umieszczonych
wewnatrz wierzchotka lub obok jej krawedzi.

Przez site grafu wazonego G rozumiemy najwieksza wage sposrod jego
krawedzi. Tym samym lokalng sitq niereqularnosci, sl(G), nazywamy naj-
mniejsza mozliwa site G, taka by graf byl lokalnie nieregularny. Globalng
sitq nieregularnosci, s(G), nazywamy najmniejsza mozliwa site G, taka by
graf byl globalnie nieregularny. Analogicznie dla wazen totalnych, definiu-
jemy lokalng totalng site nieregularnosci, sly(G), oraz globalng totalng site
niereqularnosdci, s;(Q).

Latwo mozna wykazac, ze w przypadku zwyktego wazenia, uzyskanie nie-
regularnego wazenia moze by¢ niemozliwe. Na przyktad, gdy G zawiera izo-
lowana krawedz lub dwa izolowane wierzchotki. W takim przypadku przyj-
mujemy, ze sita nieregularnosci wynosi oo.

Algorytmem wazenia grafu G nazywamy ciag operacji, ktore wyzanaczaja
wartosci funkcji w. Algorytm moze posiada¢ informacje o wartosci sity nie-
regularnos$ci w G, jak rowniez dziala¢ niezaleznie od niej.

Ztozonoscia obliczeniowg algorytmu lub tez jego zlozono$cia czasowa na-
zywamy liczbe wykonanych elementarnych operacji. Ztozono$¢ obliczeniowa
jest najczesciej zalezna od rozmiaru danych wejsciowych. W niniejszej pracy
przez rozmiar danych wejsciowych rozumiemy liczbe wierzchotkow grafu G.
Okreslajac szacowang ztozonosé obliczeniowa algorytmu korzystamy z zapisu
mowigcego o asymptotycznym zachowaniu sie funkcji. Piszac, ze algorytm P
o zlozonosci obliczeniowej f(n) ma zlozonosé¢ obliczeniowa O(g(n)), rozu-
miemy, ze istnieje taka stata C' oraz taka warto$é¢ ny, ze:

Vnsnof(n) < Cg(n) (1.7)

Algorytmem zachlannym nazywamy taki sposob dzialania algorytmu,
ktory w kazdym kroku dokonuje zachtannego wyboru, tzn. najlepszego w
danej chwili wyboru rozwigzania czesSciowego.

W klasycznej teorii grafow, problem kolorowania wlasciwego sprowadza
sie do wykorzystania jak najmniejszej liczby kolorow nadanych wierzchotkom.
W przypadku nieregularnoéci graféw wazonych parametrem, ktory jest gtow-
nym przedmiotem badan, jest sita nieregularnosci grafu. Oczywiscie liczba
kolorow nadanych w grafie lokalnie nieregularnym jest co najmniej tak duza,
jak liczba koloréw w rozumieniu klasycznym.



Rozdzial 2

Lokalne rozréznianie
wierzchotkow

2.1 Rozroéznianie totalnymi sumami

Problem lokalnej sity nieregularnosci totalnego wazenia grafu zostat sformu-
lowany przez Przybyto i Wozniaka w 2007 roku w pracy [36]. Pomimo, ze
zostal on sformutowany jako ostatni z czterech gtownych zagadnienn omawia-
nych w niniejszej pracy, rozpoczynamy od niego, gdyz metodologia wykorzy-
stana w przeprowadzonych dowodach, miala kluczowy wptyw na powstanie
wynikow zaprezentowanych w dalszej czesci pracy. Problem ten wywodzi sie z
dwoch rozpatrywanych wezesniej zagadanien: totalnego wazenia grafu, wpro-
wadzonego przez Bace, Jendrola, Millera i Ryana w 2002 roku w pracy [7]
(rozdzial 3.2) oraz lokalnego rozrézniania grafu sumami wag krawedzi, wpro-
wadzonego w tym samym roku przez Karonskiego, Luczaka i Thomasona w
pracy |27] (rozdzial 2.2).

Problem lokalnej sity nieregularnosci grafu dla totalnego wazenia polega
na znalezieniu takiego totalnego wazenia grafu, ktorego stopnie wazone sasia-
dujacych wierzchotkow sa rozne oraz silta grafu jest minimalna (tzn. maksy-
malna nadana waga jest mozliwie najmniejsza). Kierunki badan beda zatem
zmierzaly do znalezienia ograniczeni na wartosé¢ sl;(G) oraz algorytmow wa-
zenia o jak najmniejszej sile.

Wskazanie ograniczenia dolnego dla dowolnego grafu sprowadza sie do
konstrukcji grafu, ktorego sita nie moze by¢ mniejsza niz zadana wartosc.
Oczywiste jest istnienie grafow, ktorych stopnie (rozumiane w sposob zwy-
kly) sasiadujacych wierzchotkow sa rézne i tym samym sl;(G) = 1. Naleza
do nich np. gwiazda lub petne grafy dwudzielne K,, ,,, takie, ze n; # no.
Konstrukcja tych grafow przedstawiona jest na rysunku 2.1. Dla formalnosci
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W(v)=2 WY(v)=2

Rysunek 2.1: Graf peilny dwudzielny K53, gwiazda K 5

mozemy zatem powiedzie¢, ze totalna lokalna sita nieregularnosci dowolnego
grafu prostego jest na pewno wieksza lub rowna 1. Mozliwe jest rowniez wy-
kazanie istnienia grafow o sl;(G) = 2. Naleza do nich zaréwno znane grafy
rzadkie o zadanej strukturze np. cykle, Sciezki, jak i grafy geste - pelne.
Zauwazmy, ze w przypadku grafu pelnego wartosé totalnej lokalnej sity nie-
regularnodci jest rowna wartos$ci globalnej totalnej sity nieregularnosci, to
znaczy, sl;(G) = si(G).

Twierdzenie 2.1 (Przybylo, Wozniak [36]). Totalna lokalna sita nieregu-
larnosci grafu petnego wynosi 2.

Dowdod tego twierdzenia ma konstrukcje indukcyjna i opiera sie na dowo-
dzie znanego wcze$niej twierdzenia, mowiacego ze lokalna sita nieregularnosci
dla zwyklego wazenia wynosi 3 (patrz Twierdzenie 2.9).

W prosty sposéb mozna wykazaé¢ prawdziwosé ponizszych dwoch oszaco-
war.

Twierdzenie 2.2. Dla dowolnego grafu G:
sli(G) <n < oo (2.1)
sly(G) < sl(G) (2.2)

Dowdd. Zalozmy ze mamy dany graf G = (V| F). Nadajemy wszystkim
krawedziom grafu wagi 1, a wierzchotkom tymczasowo 0. Nastepnie usta-
wiamy wierzchotki w kolejno$ci od najmniejszego do najwiekszego stopnia
(v1,...,0,), tak, ze P(vy) < ... <1(v,). W ustalonej przed kolejnosci nada-
jemy wierzchotkom wagi kolejno z uporzadkowanego zbioru (1,...,n). Tym



2.1 Rozroznianie totalnymi sumami 11

samym uzyskujemy ostatecznie ¥(v;) < ... < ©(v,). Maksymalna waga
krawedzi w grafie wynosi 1, a maksymalna waga wierzchotka wynosi n, co
dowodzi poprawno$¢ oszacowania (2.1).

W celu udowodnienia oszacowania (2.2), skorzystamy z zalozenia, ze istnieje
nieregularne zwykle wazenie w : E — {1,...,k} grafu G = (V| E) o sile
sl(G). Nastepnie, nadajac wagi 1 wszystkim wierzchotkom, oraz pozosta-
wiajac wagi w bez zmian, uzyskujemy nieregularne wazenie o’ : EUV —
{1,...,k} o sile nieregularnosci sl;(G) < sl(G). O

Dotychczas nie udalo sie wykazaé istnienia grafow, dla ktorych sl (G) > 2.
Pozwala to przypuszczaé, ze totalna lokalna sita nieregularnosé¢ wynosi 2. W
pracy [36], Przybyto i Wozniak sformutowali tak zwana hipoteze 1-2:

Hipoteza 2.3 (Przybylo, Wozniak, [36]). Dla dowolnego grafu G istnieje
2-totalne-wazenie bedgce kolorowaniem wtasciwym.

Hipoteza pozostala dotychczas nieudowodniona, a najlepszym znanym
oszacowaniem warto$ci sl;(G) jest wynik zaprezentowany w dalszej czesci
rozdziatu.

Autorami wiekszosci znanych ograniczen na totalna lokalna silte niere-
gularnoéci sa Przybylo i Wozniak. Uzyskali oni bardzo dobre ograniczenia,
przeksztalcajac metody, ktore powstaly wczesniej dla lokalnej sity nieregu-
larnosci.

Twierdzenie 2.4 (Przybyto, Wozniak, |36]). Dla dowolnego grafu G =
(V, E) istnieje 11-totalne-wazenie bedgce kolorowaniem wtasciwym, podczas
gdy dla grafow 3-kolorowalnych, 4-regularnych oraz dwudzielnych istnieje 2-
totalne-wazenie bedgce kolorowaniem wta$ciwym.

Zauwazmy, ze dowod twierdzenia dla grafu dwudzielnego ma bardzo pro-
sta konstrukcje. Zalozmy, ze mamy dany dwudzielny graf G = (V, E) o po-
dziale zbioru wierzchotkéow V = V) U V5. Nadajemy wszystkim krawedziom
w grafie wagi 1. Nastepnie kazdemu wierzchotkowi ze zbioru Vi nadajemy
wage 1 w przypadku, gdy suma wag jego krawedzi jest nieparzysta, a 2 w
przeciwnym przypadku. Analogicznie kazdemu wierzchotkowi ze zbioru V;
nadajemy wage 1 w przypadku, gdy suma wag jego krawedzi jest parzysta,
a 2 w przeciwnym przypadku. Uzyskujemy tym samym parzyste kolory dla
wierzchotkéw ze zbioru V) oraz nieparzyste kolory dla wierzchotkéw ze zbioru
V3. Jednocze$nie maksymalna waga wynosi 2.

Wkrotce po opublikowaniu pracy [36], Przybyto udowodnil w notce [32]
nastepujace twierdzenie, ktore do czasu powstania wynikéw zaprezentowa-
nych w niniejszej rozprawie, byto najlepszym oszacowaniem dla grafow regu-
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larnych:

Twierdzenie 2.5 (Przybylo, [32]|). Dla dowolnego regularnego grafu G =
(V, E) istnieje 7-totalne-wazenie bedgce kolorowaniem wtasciwym.

W dalszej czesci rozdzialu udowodnimy dwa twierdzenia dotyczace to-
talnej lokalnej sily nieregularnosci dla dowolnego grafu. Pierwsze, pokazuje
konstrukcje 5-totalnego-wazenia bedacego kolorowaniem wtasciwym. Wynik
ten nie doczekal sie publikacji, gdyz kilka tygodni po powstaniu zostat po-
prawiony. Jednakze ze wzgledu na metode, z ktorej korzysta w dowodzie, jest
uzyteczny z punktu widzenia dalszych badan. W szczego6lnosci, idea dowodu
moze sie okaza¢ uzyteczna przy poprawianiu ograniczen dla pokrewnych pro-
bleméw rozrozniania wierzchotkow.

Twierdzenie 2.6 (Kalkowski, |22|). Dla dowolnego grafu G istnieje -
totalne-wazenie bedgce kolorowaniem wtasciwym.

W dowodzie tego twierdzenia skorzystamy z lematu udowodnionego w
pracy [1] przez Addario-Berry’ego, Aldreda, Dalala i Reeda :

Lemat 2.7 (Addario-Berry, Aldred, Dalal, Reed, [1]). Dla dowolnego spdj-
nego grafu G = (V, E), ktory nie jest 3-kolorowalny, istnieje taki podzial
zbioru wierzchotkow na roztgezne zbiory Vo, Vi, Va, Ze (dla i liczonego modulo

3):
1. Vueyi [ N(v) N Vi 2 [N(v) N Vi,

Dowdd Twierdzenia 2.6. Zalozmy, ze G jest grafem spojnym. W przypadku
gdy G jest grafem niespéjnym, mozemy przeprowadzi¢ dowdd osobno nie-
zaleznie dla kazdej sktadowej spdjnosci. Dodatkowo zaldzmy, ze G nie jest
3-kolorowalny. W przeciwnym przypadku skorzystamy z Twierdzenia 2.4 udo-
wodnionego w pracy [36].

Dzielimy zbior wierzchotkow tak, by spelnial zalozenia Lematu 2.7. Na-
stepnie nadajemy wszystkim krawedziom w grafie wage 3, a wierzchotkom
wage 1. Tym samym, w celu uzyskania 5-totalnego-wazenia, mamy mozliwos¢
zwickszenia lub zmniejszenia wag krawedzi o wartosci {0, 1,2} oraz zwieksze-
nia wag wierzcholtkow o wartosé¢ ze zbioru {0,1,2,3,4}. Naszym celem jest
taka modyfikacja wag w grafie, by po zakonczeniu dzialania procedury kolory
sasiadujacych wierzchotkéw byly rozne oraz:

e dla kazdego v € Vp, ¥(v) = 1 mod 4,
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e dla kazdego v € Vi, ¢¥(v) = 3 mod 4,
e dla kazdego v € V5, ¢(v) = 0,2 mod 4.

Wierzchotki przetwarzamy w ustalonej kolejnosci, najpierw analizujac zbior
Vb, nastepnie Vi, a jako ostatni V5. W trakcie przetwarzania wierzchotka v wy-
bieramy dla niego jego docelowy kolor, tj. taki, ktéry otrzyma po zakonczeniu
dzialania calej procedury. Kolor ten oznaczamy przez ¢(v). Kolor wierzchotka
moze si¢ zmienia¢ w trakcie przetwarzania sasiadow wystepujacych w ustalo-
nej kolejnosci po v. Tzn. moze wystapic taka sytuacja ze ¢ (v) # ¢(v). Dbamy
jednak o to, by v mial mozliwosé¢ takiego zmodyfikowania swojej wagi, by w
ostatnim kroku algorytmu uzyskal ¢ (v) = ¢(v).

Rozpoczynamy od wierzchotkoéw ze zbioru V. Ustalamy ich kolejno$é
{v1,..., v} oraz przypisujemy warto$¢ 1 do licznika i, ktéry oznacza numer
wierzchotka przetwarzanego w biezacym kroku.

W trakcie przetwarzania wierzchotka v; sprawdzamy czy jego obecny ko-
lor przystaje do 1 mod 4, oraz czy jest r6zny od koloréw docelowych wierz-
chotkow ze zbioru N (v;) N{vy,...,v;_1}. Jedli spetnia oba warunki, przecho-
dzimy do nastepnego wierzchotka w kolejnosci, ustawiajac ¢(v;) = ¥ (v;) oraz
t=1+ 1.

W przeciwnym przypadku kolor wierzchotka nie przystaje do 1 mod 4 lub
powoduje konflikt z ktoryms ze swoich sasiadow ze zbioru N (v;)N{vy, ..., v;_1}.
W celu ustalenia koloru docelowego dla v; modyfikujemy wagi krawedzi ze
zbioru E,, = {e = vv; 1 v; € N(v;) N V1 }.

Do wagi kazdej takiej krawedzi mozemy doda¢ lub odja¢ wartos¢ ze zbioru
{0,1,2}. Dzieki temu, kolor wierzchotka v; moze przyja¢ jedna z wartosci ze
zbioru {—2|E,,| + ¥(v;),...,2|Ey| + ¥(v;)}. W zbiorze tym jest 4|E,. | + 1
kolejnych wartos$ci. Dodatkowo pozwolimy na dodanie do wagi wierzchotka
wartosci ze zbioru {0, 1,2,3}. W ten sposob uzyskaliémy zbior mozliwych ko-
lorow dla v; zawierajacy 4|E,,|+4 kolejnych wartosci. Jest w nim co najmniej
|E,,| + 1 wartosci przystajacych do 1 mod 4.

Opierajac sie na podziale zbioru V', wynikajacym z Lematu 2.7, wiemy,
ze |Ey,,| > |N(v;) N {v1,...,v;_1}|. Zatem, modyfikujac odpowiednio wagi
krawedzi E,, 1 wage wierzchotka v;, mozemy wybra¢ nowy kolor dla v;, ktory
przystaje do 1 mod 4 i nie powoduje konfliktéw z kolorami wierzchotkow
ze zbioru N(v;) N {vy,...,v;_1}. Dokonujemy odpowiednich modyfikacji i
ustalamy warto$¢ ¢(v;). Przechodzimy do kolejnego wierzchotka ustawiajac
t=1+ 1.

W przypadku gdy wartosé¢ licznika ¢ przekroczyta k przechodzimy do prze-
twarzania wierzchotkéw ze zbioru V;. Ustalamy w nim kolejno$¢ wierzchotkow
{Vk+1, ..., v} 1 postepujemy zgodnie z ponizszym opisem.
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W trakcie przetwarzania wierzchotka v; sprawdzamy, czy jego obecny ko-
lor przystaje do 3 mod 4 oraz czy jest rozny od koloréw docelowych wierz-
chotkow z N (v;) N {vks1,...,v;i—1}. Jesli spelnia oba warunki, przechodzimy
do nastepnego wierzchotka w kolejnosci, ustawiajac ¢(v;) = 1(v;) oraz i =
v+ 1.

W przeciwnym przypadku kolor wierzchotka nie przystaje do 3 mod 4
lub powoduje konflikt z ktoryms ze swoich sasiadow N (v;) N {vki1, ..., vi1}-
W celu ustalenia koloru docelowego dla v; modyfikujemy wagi krawedzi ze
zbioru E,, = {e = vv; 1 v; € N(v;) N Va}.

Do wagi kazdej takiej krawedzi mozemy doda¢ lub odja¢ wartos¢ ze zbioru

{0,1,2}. Tym samym, kolor wierzchotka v; moze przyja¢ jedng z wartosci ze
zbioru {—2|E,,| + ¥ (v;), ..., 2|E,,| + ¥ (v;)}. W zbiorze tym jest 4|E,,| + 1
kolejnych warto$ci. Dodatkowo pozwolimy na dodanie do wagi wierzchotka
wartosci ze zbioru {0,1,2,3}. W ten sposob uzyskamy zbior mozliwych kolo-
row dla v; zawierajacy 4|E,,| + 4 kolejnych wartosci. Jest w nim co najmniej
|E,,| + 1 wartosci przystajacych do 3 mod 4.
Zatem, na podstawie podziatu zbioru V', wynikajacym z Lematu 2.7, wiemy,
ze |Ey,| > |N(v;) 0 {vgg1, ..., vi—1}]. Tym samym modyfikujac odpowied-
nio wagi krawedzi E,, i wage wierzcholka v; wyznaczamy nowy kolor dla v,
ktory przystaje do 3 mod 4 i nie powoduje konfliktéw z kolorami wierzchot-
kow ze zbioru N(v;) N {vgi1,...,vi1}. Warto$¢ ta oznaczamy przez ¢(v;).
Przechodzimy do kolejnego wierzchotka ustawiajac ¢ =1 + 1.

W przypadku gdy wartosé¢ licznika ¢ przekroczyta [ przechodzimy do
przetwarzania wierzchotkow ze zbioru V;. Ustalamy kolejnos¢ wierzchotkow
{UlJrl’ c. ,Un}.

W trakcie przetwarzania wierzchotka v; sprawdzamy czy jego obecny ko-
lor przystaje do 0,2 mod 4 oraz czy jest r6zny od koloréw docelowych wierz-
chotkéow ze zbioru N(v;) N {viy1,...,v;-1}. Jesli spetnia oba warunki, prze-
chodzimy do sprawdzania nastepnego wierzchotka w kolejnosci, ustawiajac
t=1+1.

W przeciwnym przypadku wiemy, ze kolor wierzchotka nie przystaje do
0,2 mod 4 lub powoduje konflikt z ktéryms ze swoich sgsiadow ze zbioru
N(v)) N {vig1, ..., vi—1}. W celu ustalenia koloru docelowego dla v; modyfi-
kujemy wagi krawedzi ze zbioru E,, = {e = vv; : v; € N(v;) N Vp}. W tym
przypadku rozpatrzymy kazda krawedz indywidualnie, gdyz musimy uwa-
zaé, by kolory wierzchotkéw z V nie oddalily sie ,za bardzo” od swojego
docelowego koloru. Rozpatrujemy zatem krawedzie postaci e = v;v;, gdzie
1 < j < k. Zauwazmy, ze wszystkie te krawedzie maja wage 3, a wierzchotki
v; moga mie¢ wage ze zbioru {1, 2, 3,4}. Dodatkowo przed rozpoczeciem prze-
twarzania v; wszystkie wierzcholki ze zbioru Vy maja ¢(v) = ¢ (v).

Rozpatrzmy zatem krawedz e = v;v;, 1 < j < k. Jesli w(v;) > 3, wowczas
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mozemy doda¢ do w(e) wartosci {0, 1,2}, jednoczesnie odpowiednio zmniej-
szajac wartos¢ w(v;) i tym samym pozostawiajac ¢(v;) bez zmian. W przy-
padku gdy w(v;) < 2, wowczas sprawdzamy warto$é ¢(v;). Jesli:

o (v;) = ¢(v;) wowezas mozemy odja¢ od wagi w(e) wartosci {0, 1,2},

o Y(v;) = ¢(v;) — 1 wowezas mozemy dodaé lub odja¢ od wagi w(e)
wartosci {0, 1},

o Y(v;) = ¢(v;) — 2 wowczas mozemy dodaé¢ do wagi w(e) wartosci
{0,1,2}.

Spowoduje to, ze kolor 1 (v;) bedzie rozny od koloru docelowego ¢(v;), ktory
zapewnial nam poprawne kolorowanie. Jednakze tatwo mozemy zauwazyc,
ze taka sytuacja ma miejsce tylko w przypadku, gdy w(v;) < 2. Ponadto
biezacy koloru nie bedzie sie r6znil o wiecej niz 2 od koloru docelowego (tj.
o(v;) —¥(v;) < 2).

Powyzszy krok dla kazdej krawedzi e = v;v; umozliwia nam modyfikacje
jej wagi o dwie wartosci (uzyskujac 3 kolejne potencjalne wartosci dla ¢ (v;)).
Zatem kolor ¢ (v;) moze przyja¢ wartodci ze zbioru {—2m + ¢ (v;),...,2p +
¥(v;)}, gdzie p+m = |E,,|. Fakt ten, w potaczeniu z mozliwoscia modyfikacji
wagi wierzcholka v; o {0, +1, +2}, pozwala na uzyskanie 2|E,, | + 2 kolejnych
wartosci dla koloru v;. Jest wérod nich co najmniej |E,, |+ 1 roznych kolorow,
przystajacych do 0,2 mod 4.

Zatem na podstawie podzialu zbioru V', wynikajacym z Lematu 2.7,
wiemy, ze |E,,| > |N(v;) N {vi1, ..., vi—1}|. Modyfikujac odpowiednio wagi
krawedzi E,, i wage wierzchotka v; wyznaczamy nowy kolor dla v;, ktory
przystaje do 0,2 mod 4 i nie powoduje konfliktéow z kolorami docelowymi
wierzchotkow ze zbioru N(v;) N {vg1,...,v;_1}. Warto$¢ taka oznaczymy
przez ¢(v;).

W finalnym kroku, pozostaje ponowne przetworzenie wierzchotkow ze
zbioru Vp. Jesli dla wierzchotka v; (1 < i < k) kolor docelowy rézni sie
od koloru biezacego ¢(v;) # ¥ (v;), wowezas dodajemy do w(v;) wartosé
o(v;) — ¥(v;), uzyskujac tym samym ¢(v;) = ¢ (v;), co koriczy dowod. O

Drugie twierdzenie, ktore udowodnimy, poprawia wynik zaprezentowany
powyzej i jest obecnie najlepszym ograniczeniem goérnym. Jednoczesnie jest
to mozliwie najblizsze nieoptymalne ograniczenie gérne w odniesieniu do Hi-
potezy 2.3.

Twierdzenie 2.8 (Kalkowski, [20]). Dla dowolnego grafu G = (V, E) ist-
nieje 3-totalne-wazenie w bedgce kolorowaniem wtasciwym. Wazenie w nadaje
krawedziom wagi ze zbioru {1,2,3}, a wierzchotkom wagi ze zbioru {1,2}.



2.1 Rozroznianie totalnymi sumami 16

Dowdd. Zalozmy, ze mamy dany spojny graf G = (V, E). W przypadku gdy
G jest grafem niespojnym, mozemy przeprowadzi¢ dowod osobno niezaleznie
dla kazdej sktadowej spojnosci.

Przez 1(v) oznaczamy kolor wierzcholka, ktory za kazdym razem jest ob-
liczany w spos6b zdefiniowany w réwnaniu (1.4). Dla kazdego wierzchotka
w trakcie dzialania algorytmu przypiszemy jego kolor docelowy, oznaczany
przez ¢(v). Kolor ten nie ulega pozniejszej zmianie i chcemy, by po zakor-
czeniu procedury kazdy wierzcholek mial i(v) = ¢(v). Niech |V(G)| = n.
W przypadku, gdy n = 1 nie ma nic do wykazania. Jesli n = 2, wowczas
nadajemy wage 1 jedynej krawedzi w GG, a dwom wierzchotkom odpowiednio
wage 11 2. Zaldézmy zatem, ze n > 3.

W pierwszym kroku nadajemy wszystkim krawedziom w grafie wage 2, a
wszystkim wierzchotkom wage 1. W ten sposob uzyskujemy mozliwo$é¢ co
najwyzej jednokrotnego dodania albo odjecia wartosci 1 od wagi krawedzi
oraz jednokrotnego zwiekszenia wagi wierzchotka o wartosc¢ 1.

W dalszej czedci algorytmu przetwarzamy wierzchotki w ustalonej kolejno-
sci Vo= {vy,...,v,}. Rozpoczynajac od wierzcholtka vy, ustalamy ¢(v) =
¥(vy) = 2d(v;). Nastepnie, w trakcie przetwarzania kazdego kolejnego wierz-
chotka v;, gdzie 2 < i < n, korzystamy z nastepujacych zatozen algorytmu:

o Y(v;) = ¢(v;) lub Y(v;) = ¢(v;) — 1, dla kazdego j < .
o ¢(vj) # P(v;), jesli istnieje krawedz v;v; € E(G) oraz j,l < .
e w(e) =2, dla kazdej krawedzi e = v;v;.

Zalozmy, ze v; ma k wierzchotkow sasiadujacych w zbiorze {vy,...,v;_1},
k= |N(v)N{vy,...,v;_1}|, ktore nazywamy sasiadami poprzedzajacymi v;.

Wyznaczymy kolor docelowy dla v;, r6zny od docelowych koloréw jego
sasiadow poprzedzajacych. W tym celu pozwalamy na modyfikacje wag kra-
wedzi do jego sasiadow poprzedzajacych, e = v;v;, 7 < ¢, w taki sposob,
VASH

e mozemy pozostawi¢ wage krawedzi bez zmiany, lub,
e albo dodajemy do wagi krawedzi 1, jesli ¢ (v;) = ¢(v;) — 1,
e albo odejmujemy od wagi krawedzi 1, jesli ¢¥(v;) = ¢(v;) + 1.

Zauwazmy, ze w ten sposOb uzyskujemy mozliwo$¢ zmiany koloru wierzchotka
v; na jedng z wartosci z przedziatu [2d(v;) — s, 2d(v;) +t], gdzie s+t = k. W
przedziale tym jest k+ 1 potencjalnych wartosci dla ¥ (v;). Wiedzac, ze v; ma
doktadnie k sasiadow poprzedzajacych, mozemy wyznaczyé jego kolor w ten
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sposob, by zachowaé zalozenia algorytmu oraz by nie powodowal zadnego
konfliktu z kolorami docelowymi jego sasiadow poprzedzajacych. Wybieramy
zatem wlasciwa wartosé ¥ (v;), dokonujac jednoczesnie odpowiednich zmian
wag krawedzi e = v;v;, j < 4. Ustalamy ¢(v;) = ¥(v;).

W powyzszy sposob przetwarzamy wszystkie pozostale wierzchotki. Po
przetworzeniu v, graf G posiada nastepujace wlasnosci:

e kazdy wierzchotek v € V ma albo ¢(v) = ¢(v) albo ¥ (v) = ¢(v) — 1,

e zadne dwa sasiadujace wierzcholki nie maja tego samego koloru doce-
lowego,

e wagi wszystkich krawedzi naleza do zbioru {1, 2, 3},
e wagi wszystkich wierzchotkow wynosza 1.

W ostatnim kroku, w celu uzyskania kolorowania wtasciwego zgodnego z

wyborem koloréow ostatecznych, dodajemy wage 1 do wagi tych wierzchotkow
dla ktorych ¢ (v) = ¢(v) — 1, co koriczy dowod. O

Powyzszy algorytm ma wielomianowy czas dzialania (O(n?)) oraz wie-

lomianowa zlozono$¢ pamieciowa (O(n?)). Z punktu widzenia koniecznosci
nadania wag wszystkim krawedziom w grafie jest to minimalna mozliwa zto-
zono$¢ obliczeniowa.
Zauwazmy, ze algorytm korzysta z pewnej cechy ,zachtannej”, dokonujac w
trakcie przetwarzania v; zachtannego wyboru koloru docelowego. Technika
zastosowana w dowodzie zapoczatkowata powstanie nowych ograniczen dla
pozostalych wartosci sity nieregularnosci grafow, ktore zostang omowione w
dalszej czesci pracy.

2.2 Rozrdoznianie sumami

Problem lokalnej sity nieregularno$ci dla zwyklego wazenia grafu (sl(G)) zo-
stat sformulowany przez Karonskiego, F.uczaka i Thomasona w 2002 roku w
pracy [27]. Wywodzi sie on 7z problemu klasycznego kolorowania grafu i polega
na znalezieniu takiego wazenia krawedzi grafu, w ktérym stopnie wazone sa-
siadujacych wierzchotkéw sa rézne oraz sita grafu jest minimalna. Problemy
sity nieregularnosci skupiaja sie na minimalizacji maksymalnej wagi krawe-
dzi, dlatego bedziemy szukali ograniczen na warto$é¢ sl(G) oraz algorytmow
wazenia o jak najmniejszej sile.

Opierajac sie na nierownosci (2.2) udowodnionej w pierwszej czesci roz-
dzialu, mozemy powiedzie¢, ze problem lokalnej sity nieregularnosci jest pro-
blemem co najmniej tak trudnym, jak jego totalna wersja. Zauwazmy jednak,
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ze w tym przypadku nie mamy mozliwosci lokalnej zmiany koloru wierz-
chotka.

Wyznaczajac dolne ograniczenie dla dowolnego grafu postuzymy sie, po-
dobnie jak w rozdziale poprzednim, konstrukcja graféw o zadanej strukturze
i ograniczonej z dotu wartosci sl(G). Zauwazmy na rysunku 2.2, ze moz-
liwe jest pokolorowanie wierzchotkow grafu bedacego gwiazda korzytajac z
maksymalnej wagi krawedzi 1, podczas gdy dla Sciezki na n wierzchotkach
musimy skorzysta¢ z wagi 2, a dla grafu pelnego 3. Konstrukcja dowodu

Y(v)=4 Y(v)=3 Y(v)=2 Y(v)=3
2 Y(v)=1 Y(v)=1

Y(v)=1 Y(v)=2

Rysunek 2.2: Graf pelny Ky, $ciezka Py i gwiazda K 5

nastepujgcego twierdzenia znalazta zastosowanie we wszystkich problemach
rozrozniania wierzchotkéw omoéwionych w niniejszej pracy.

Twierdzenie 2.9 (Chartrand, Jacobson, Lehel, Oellermann, Ruiz, Saba,
[8]). Sita niereqularnosci grafu petnego K, wynosi 3, dla n > 3.

Dowdd. Konstrukcje wazenia grafu K, wagami {1,2,3} przeprowadzimy w
sposob indukcyjny, budujac najpierw wazenie dla K,,_1, a pdZniej rozszerza-
jac je o jeden wierzchotek. Rozpoczynamy od lokalnie nieregularnego grafu
K3, nadajac trzem pierwszym krawedziom odpowiednio wagi 1,2, 3 (tym sa-
mym otrzymujac kolory wierzchotkéow 3,4, 5). Nastepnie, dodajac kazdy ko-
lejny wierzchotek, taczymy go z powstalym wczesniej grafem krawedziami o
wagach albo 1, jesli powstaly wczesniej graf miat nieparzystg liczbe wierzchot-
kow, albo 3 jesli powstaly wczesniej graf mial parzysta liczbe wierzchotkow.
Postepujemy tak, az do uzyskania grafu pelnego o zadanej liczbie wierzchot-
kow. Zauwazmy, ze dodajac wierzchotek potaczony krawedziami o wagach
1, tworzymy ,najlzejszy” (w sensie najmniejszego koloru) wierzchotek w gra-
fie. Analogicznie, dodajgc wierzchotek potaczony krawedziami o wagach 3,
tworzymy ,najciezszy”’ wierzchotek w grafie.
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W celu wykazania, ze dla nieregularnego pokolorowania grafu pelnego
trzeba skorzysta¢ z wag {1,2,3}, wykazemy, ze wagi {1,2} nie wystarcza.
K, to graf na n wierzchotkach, z ktorych kazdy jest stopnia n — 1. Zatem
korzystajac tylko z wag {1,2} najmniejszy mozliwy stopien wazony wynosi
d(v) = n — 1, w przypadku gdy wszystkim krawedziom incydentnym do v
nadamy wage 1, a najwiekszy mozliwy stopien wazony wierzchotka wynosi
2d(v) = 2(n — 1), w przypadku gdy wszystkim krawedziom incydentnym
nadamy wage 2. W zbiorze liczb {n—1,...,2(n—1)} jest doktadnie n réznych
warto$ci. Zatem, w celu pokolorowania grafu wagami {1,2}, musieliby$my
skorzysta¢ ze wszystkich tych wartosci. Jednakze niemozliwe jest nadanie
wagi 1 wszystkim krawedziom incydentnym do jednego wierzchotka oraz wagi
2 wszystkim krawedziom incydentnym do innego wierzchotka w tym samym
grafie K,,. Zatem kolorowanie wlasciwe grafu pelnego wymaga skorzystania
z wag {1,2,3}.

O

UzyskaliSmy pewno$c¢, ze dla dowolnego grafu lokalna sita nieregularnosci
wynosi co najmniej 3. Oczywiste jest, ze dla grafu K5 nie istnieje nieregu-
larne wazenie (zarowno lokalnie jak i globalnie). Podobna sytuacja ma miej-
sce, gdy graf zawiera K> jako sktadowa spojnosci. Wykluczajac te szczegdlne
przypadki, mozemy postawi¢ pytanie, jakie sa ograniczenia wartosci sl(G)
dla grafu na n-wierzcholkach. Autorzy pracy [27] sformutowali tak zwana
hipoteze 1-2-3.

Hipoteza 2.10 (Karonski, Luczak, Thomason, [27]). Dla dowolnego nie-
trywialnego grafu G istnieje 3-wazenie krawedzi bedgce kolorowaniem wtasci-
wym.

Odniesienie do grafu nietrywialnego ma na celu wyeliminowanie grafow
zawierajacych Ky jako sktadowa spdjnodci.

W pracy [27], oprocz sformutowania hipotezy, przedstawione zostalo twier-
dzenie z dowodem jej poprawnosci dla grafow 3-kolorowalnych.

Twierdzenie 2.11 (Karonski, Luczak, Thomason, [27]). Niech I' bedzie
skoriczong grupg abelowq o nieparzystej liczbie elementow. Niech G bedzie
IT|-kolorowalnym grafem. Wdéwczas istnieje takie wazenie krawedzi grafu G,
elementami zbioru I', ktore jest kolorowaniem wtasciwym.

Ponadto, dla graféw o zadanej strukturze powstalo wiele twierdzen wyka-
zujacych istnienie lokalnie nieregularnego 3-wazenia. Jednakze dla dowolnego
grafu nie udato sie dotychczas wykaza¢ prawdziwosci hipotezy. Ponizej przy-
toczymy wyniki najwazniejszych prac, ktére dotyczyly zagadnienia lokalnej
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sity nieregularnosci dla dowolnego grafu. Pierwszym gérnym ograniczeniem
jest rezultat udowodniony w pracy [2].

Twierdzenie 2.12 (Addario-Berry, Dalal, McDiarmid, Reed, Thomason,
[2]). Dla dowolnego grafu, ktory nie zawiera krawedzi izolowanej, istnieje 30-
wazenie krawedzi, bedgce kolorowaniem wlasciwym.

Dowod tego twierdzenia korzystal z do$¢ skomplikowanych technik po-
dziahu zbioru wierzchotkéw na 8 podzbioréw oraz nadawania im koloréw mo-
dulo 12. Krotko potem udowodnione zostato twierdzenie poprawiajace po-
wyzszy wynik, ktore korzystato z podobnych technik podziatu zbioru wierz-
chotkéw (tym razem na 5 podzbiorow) oraz z bardziej skomplikowanej me-
tody nadawania wag.

Twierdzenie 2.13 (Addario-Berry, Aldred, Dalal, Reed, [1]). Dla dowol-
nego grafu, ktory nie zawiera krawedzi izolowanej, istnieje 16-wazenie krawe-
dzi bedgce kolorowaniem wtasciwym.

Korzystajac z technik opisanych w [1], Wang i Yu, w 2008 roku, w pracy
[39], poprawili oszacowanie i otrzymali nastepujacy rezultat.

Twierdzenie 2.14 (Wang, Yu, [39]). Dla dowolnego grafu, ktdry nie za-
wiera krawedzi izolowaney, istnieje 13-wazenie krawedzi bedgce kolorowaniem
wtasciwym.

Jak juz wspomnieliSmy w poprzednim paragrafie, w 2007 roku zostata
sformutowana wersja totalna problemu lokalnej sity nieregularnosci. Row-
noczesnie rozpoczely sie badania nad transformacja zadanego k-totalnego-
wazenia w wynikajace z niego wazenie zwykle z silg uzalezniona od k. Tym
samym mozemy sformutowaé pytanie, czy potwierdzenie prawdziwosci hipo-
tezy 1-2 implikuje potwierdzenie hipotezy 1-2-3. Badania te doprowadzity do
nastepujacego nieopublikowanego rezultatu wykazanego wspoélnie z Krzysz-
tofem Krzywdzinskim:

Twierdzenie 2.15 (Kalkowski, Krzywdzinski, [23]). Dla dowolnego grafu,
nie zawierajgcego krawedzi izolowanych, istnieje 10-wazenie, bedgce koloro-
waniem wtasciwym.

W celu wykazania prawdziwoéci tego twierdzenia, skorzystamy z Twier-
dzenia 2.8 oraz z nastepujacego lematu.
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Lemat 2.16 (Kalkowski, Krzywdzinski, [23|). Dla dowolnego grafu G =
(V, E), nie zawierajgcego krawedzi izolowanych, jesli istnieje lokalnie nieregu-
larne totalne wazenie, takie, ze w : E(G) — {1,...,k},V(G) — {1,2}, wow-
czas istnieje lokalnie niereqularne wazenie, takie, ze w' : E(G) — {1,...,3k+

1.

Dowdd. Niech dany bedzie spojny graf G = (V, E), nie zawierajacy Ko. W
przypadku gdy G jest grafem niespéjnym, mozemy przeprowadzi¢ dowod
osobno niezaleznie dla kazdej sktadowej spojnosci.

Z zalozenia mamy dane wazenie w : F(G) — {1,...,k},V(G) — {1,2}.
W pierwszym kroku redukujemy o 1 wagi wszystkich wierzchotkow. Tym
samym kolory wszystkich wierzchotkéw zmniejszyty sie o 1 (nie powodujac
zadnych nowych konfliktow). Zatem funkcja w przyporzadkuje wierzchotkom
wagi {0, 1}. Oznaczmy zbiorem V_ wierzcholki posiadajace wage 1.

Jesli V_ zawiera nieparzysta liczbe wierzchotkéw, wowczas szukamy w G
wierzchotka, ktory ma najmniejszy stopien wazony w swoim otoczeniu i do-
datkowo nie nalezy do V_. Oznaczamy ten wierzchotek przez v,,;, i dodajmy
go do zbioru V_. Jesli nie ma takiego wierzchotka, tzn. wszystkie takie wierz-
chotki naleza do V_, woéwczas wybieramy sposréd nich dowolny, ktéory ma
minimalny stopienn wazony w swoim otoczeniu i zmieniamy jego wage z 1 na
0, gdyz jego kolor zmniejszony o 1 nie spowoduje zadnego konfliktu. W ten
sposOb mamy pewnosé, ze V_ ma parzysta liczbe wierzchotkow.

W kolejnym kroku mnozymy wagi wszystkich krawedzi przez 3, uzysku-
jac w ten sposob nowe wazenie w’. Nie spowoduje to zadnych konfliktow w
kolorach wierzchotkéw, natomiast pozwoli je pozniej w odpowiedni sposob
zmieni¢. Mozemy zauwazy¢, ze w tak zmodyfikowanym wazeniu, nie istnieje
wierzchotek o kolorze 3k — 1 dla dowolnego k£ = 1,2,.... Zauwazmy tez, ze
kolory wierzchotkéw z V_ maja warto$¢ 3k + 1 dla k& = 1,2,..., a kolory
wierzchotkow z V' '\ V_ maja wartos¢ 3k dla k =1,2,.. ..

Nastepnie szukamy spojnego drzewa 1" rozpinajacego G. W dalszej cze-
Sci algorytmu drzewo to ograniczymy w ten sposob, by zawierato wszystkie
wierzchotki z V_ oraz pozostate wierzchotki z V' \ V_ i krawedzie e € E,
niezbedne do zachowania sp6jnosci T'. Majac tak wyznaczone drzewo 7', do-
konamy jego podzialu na zbiér roztacznych krawedziowo $ciezek P, tak by
pierwszy i ostatnio wierzchotek kazdej $ciezki nalezal do V_.

Wybierzmy dowolny wierzchotek v, € V_. Rozwazmy zbior $ciezek S, do
ktorego naleza wszystkie $ciezki w 1" o jednym koricu v, a drugim nalezacym
do zbioru V_ \ {v,}. Dla wszystkich v € T wyznaczmy warto$¢ p(v), ktora
oznacza do ilu z tych Sciezek nalezy v. Usuwamy z 1" wszystkie wierzchotki,
dla ktorych p(v) = 0.

Jesli dla wszystkich wierzchotkow p(v) = 1, wowczas T' jest $ciezka i
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dodajac ja do P, osiggamy pozadany cel. W przeciwnym przypadku istnieje
co najmniej jeden wierzchotek v, taki, ze p(v) > 2.

Niech u bedzie wierzcholkiem najbardziej odlegltym od v,., takim ze p(u) >
2. Niech V}, oznacza zbior, do ktoérego nalezy u oraz wierzchotki v € V_, ktore
sa polaczone z v, Sciezka zawierajaca u.

Jesli wszystkie wierzchotki maja p(v) = 1, wowczas zostala nam w grafie
jedna Sciezka. Dodajemy ja do P, koniczymy procedure podziatu 7' i przecho-
dzimy do kolejnego kroku.

Jesli v = v,, wowczas p(u) = 2k + 1 dla k € {1,2,...} oraz istnieje
k, roztacznych krawedziowo §ciezek postaci {vp,,...,u,..., vy, }, takich, ze
Upy, Up, € V, oraz jedna {v,,...,u}, v, € V,. Dodajemy te Sciezki do P,
konczymy procedure podziatu 7' i przechodzimy do kolejnego kroku.

W przeciwnym przypadku, gdy v # v,, mamy dwie mozliwosci.

Jesli p(u) = 2k, dla k € {1,2,...}, wowczas wiemy, ze 2k—1 lub 2k Sciezek

ma postaé {v,,...,u,...,v,}, v, € V,, w zaleznosci od tego czy u € V_. Jesli
u € V_, wowczas jedna $ciezka bedzie miata postaé {v,,...,u}. Tworzymy
zatem k — 1 roztacznych krawedziowo $ciezek postaci {vp,,...,u,...,vp,},

takich, ze v,,,vp, € V), oraz jedna dodatkowa sciezke {u,...,v,}, v, € V,
gdy u € V_, lub jedna dodatkowa Sciezke {vp,, ..., u, ..., Vp,}, Uy, Upy € Vp,
gdy u ¢ V_. Tak utworzone $ciezki dodajemy do P, a nastepnie usuwamy z
T wierzcholki nalezace do tych $ciezek.

Jesli p(u) = 2k + 1, dla k € {1,2,...}, wowczas wiemy, ze na pewno
2k §ciezek ma postac {v,...,u,...,v,}, v, € V,. Tworzymy k roztacznych
krawedziowo $ciezek postaci {vp,,...,u,...,v,,}, takich, ze v, ,v,, € V.
Tak utworzone $ciezki dodajemy do P i usuwamy z 7" wszystkie wierzchotki
nalezace do tych $ciezek (z wyjatkiem u).

Nastepnie obliczamy na nowo wartosci p(v) i usuwamy z T wszystkie
wierzchotki, dla ktorych p(v) = 0. Powtarzamy powyzsze postepowanie, az
do usuniecia ostatnich dwoch wierzchotkow v € V_ z T.

Majac wyznaczony zbior §ciezek P = { Py, ..., P}, zauwazmy, ze dla do-
wolnego wierzchotka v € V_, wiemy ze znajduje sie on na jednym z koncow
doktadnie jednej Sciezki P,,, 1 < m <[ oraz moze wystapi¢ w $rodku kilku
innych $ciezek.

Nastepnie zmodyfikujemy wagi krawedzi kazdej z wyznaczonych powyzej
Sciezek na zmiane dodajac lub odejmujac 1.

Rozpatrzmy przykladowa Sciezke P, = {v1, ..., v }. Jesli vy = i, WwOW-
czas odwrocimy kolejnosé wierzchotkow w P, tak, by v1 = v, Dokonujemy
zmiany wag krawedzi P,, w nastepujacy sposob: w'(vy,vs) = w'(vy,v9) — 1,
W' (vg,v3) = W' (vg,v3) + 1, itd. na zmiane odejmujac i dodajac 1. Zauwazmy,
ze kolor wierzchotka v, zmniejszy sie o 1, a kolor vy albo zmniejszy sie o 1,
jesli k jest nieparzyste, albo wzroénie o 1, gdy k jest parzyste. Jednoczesnie
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Rysunek 2.3: Rozbicie drzewa na krawedziowo roztaczne Sciezki

kolory wierzchotkow wvs, ..., vx_1 pozostana niezmienione. Nastepnie nada-
jemy wagom wierzcholkow vy 1 v, wartosé 0, tzn. w'(vy) =01 w'(vg) = 0.
Zatozmy, ze przed modyfikacja $ciezki P,,, kolor wierzchotka v; wynosit 3p+1,
p € N (w szczegdlnym przypadku, gdy byt to v, kolor mégt wynosié 3p).
Po zmodyfikowaniu wag krawedzi nalezacych do $ciezki P, i nadaniu wadze
wierzchotka v, wartosci 0, kolor wierzchotka vy wynosi 3p — 1. Wierzchotek vy
nie moze by¢ potaczony z zadnym innym wierzchotkiem o tym kolorze. Po-
dobnie dla v, zalézmy ze przed modyfikacja $ciezki P,,, jego kolor wynosit
3p + 1, p € N. Po zmodyfikowaniu wag krawedzi nalezacych do $ciezki P, i
wagi v, kolor v wynosi albo 3p 4+ 1 albo 3p — 1. W obu tych przypadkach
wierzchotek vy rowniez nie jest polaczony z zadnym innym wierzchotkiem
o takim kolorze. Tym samym nadaliSmy 0 wagom wv; i vg, a ich kolory nie
powoduja zadnych konfliktow.

Powyzsze dziatania przeprowadzamy dla wszystkich éciezek z P, uzysku-
jac zerowe wagi dla wszystkich wierzchotkéw w grafie. Zauwazmy, ze w zad-

nym z tych krokéw nie powstana konflikty kolorow, co nalezalo wykazaé.
O

Opierajac sie na Twierdzeniu 2.8 oraz korzystajac z prawdziwosci powyz-
szego lematu mozemy teraz udowodni¢ Twierdzenie 2.15.

Dowdd Twierdzenia 2.15. W poprzednim rozdziale wykazalismy (w Twier-
dzeniu 2.8), ze istnieje takie totalne lokalnie nieregularne wazenie dowolnego
grafu G = (V, E), ktore nadaje krawedziom wagi {1, 2,3}, a wierzchotkom
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wagi {1,2}. Opierajac si¢ na tym fakcie oraz na Lemacie 2.16, udowodnio-
nym powyzej, mozemy stwierdzi¢, ze dla dowolnego grafu G, nie zawieraja-
cego krawedzi izolowanych, istnieje 10-wazenie bedace kolorowaniem wtasci-
wym. O

W dalszej czesci tego rozdziatu omoéwimy jeszeze dwa twierdzenia. Pierw-
sze z nich pozwoli na konstrukcje 6-wazenia krawedzi, bedacego kolorowa-
niem wtasciwym. Metoda w nim wykorzystana opiera sie na lemacie bedacym
uogoélnieniem metody wykorzystanej w dowodzie Twierdzenia 2.14.

Twierdzenie 2.17 (Kalkowski, Karonski, Pfender, |25]). Dla dowolnego
grafu, nie zawierajgcego krawedzi izolowanych, istnieje 6-wazenie krawedzi
bedgce kolorowaniem wlasciwym.

W celu udowodnienia powyzszego twierdzenia, skorzystamy z nastepuja-
cego lematu:

Lemat 2.18 (Kalkowski, Karoniski, Pfender, [25]). Niech a € R oraz niech
g € R\ {0}. Wowczas, dla dowolnego spdjnego grafu G, |G| > 3, i dla
dowolnego drzewa rozpinajgcego T, istnieje totalne wazenie w : E(G) — {a—
B,a, a0 + B UV(G) — {0, 5}, takie ze jego totalne wagi tworzq kolorowanie
wtasciwe. Ponadto mozliwe jest takie wybranie w, zZe dla wszystkich krawedzi
eeT,w(e)=a.

Dowdd. Ustalamy kolejnosé wierzchotkow w grafie V(G) = {vy,...,v,},
taka, ze dla k > 2 kazdy vy ma w T dokladnie jednego sasiada nalezacego
do zbioru {vy,...,v;_1}. Rozpoczynamy od nadania wszystkim krawedziom
w grafie wage a. W kolejnych krokach pozwolimy na jednokrotne zmodyfi-
kowanie wagi kazdej krawedzi, co umozliwi kazdemu kolejnemu v, wybor to-
talnego koloru. Przetwarzajac vi, wybieramy dla niego kolor docelowy, ktory
oznaczymy przez ¢(vy).

Wierzcholek vy otrzymuje ¢(vi) = ad(vy). Zalozmy, ze w kazdym kolejnym
kroku dla k& > 2 ustalilismy wagi krawedzi E(G[{vi,...,ve_1}]) \ E(T) i
wierzchotkow {vy,..., vt} w ten sposob, ze k — 1 wierzchotkow otrzymato
swoje docelowe kolory ¢(v;), 1 =1,...,k — 1.

Dla vy modyfikujemy wagi jego krawedzi E(vy,{v1,...,ve_1}) \ E(T),
dodajac lub odejmujac 5. Jesli vyv; € E(G) \ E(T) oraz w(v;) = 0, wowczas
mozemy wybra¢ miedzy [w(vgv;) = a,w(v;) = 0] 1 [w(vpw;) = a — B,w(v;) =
B], pozostawiajac jednoczesnie 1 (v;) bez zmian. Analogicznie, jesli vyv; €
E(G)\ E(T) oraz w(v;) = [, wowczas mozemy wybra¢ miedzy [w(viv;) =
a,w(v;) = p] 1 [w(vgy;) = a+ B,w(v;) = 0], pozostawiajac jednoczesnie 1(v;)
bez zmian. Dodatkowo mamy mozliwos¢ wybrania jednej z dwoch wag (0 lub
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B) wierzchotka v;.

Otrzymujemy w ten sposob |E(vg, {vi,...,vk-1}) \ E(T)| + 2 roznych
mozliwych kolorow dla ¢ (vy). Zauwazmy, ze |E(vg, {v1,...,v-1}) \ E(T)| +
2 = |E(vg,{v1,...,v5-1})| + 1, zatem mozliwe jest wybranie koloru réznego
od koloru wierzchotkow N (vi) N {vy, ..., vk_1}.

Powtarzajac powyzsze kroki dla kolejnych wartosci k, uzyskujemy kolo-
rowanie wlasdciwe.

]

Dowod Twierdzenia 2.17. Bez straty ogélnos$ci zatozmy, ze G jest grafem
spojnym. W przypadku gdy G jest grafem niespojnym, mozemy przepro-
wadzi¢ dowod osobno niezaleznie dla kazdej sktadowej spojnosci.
Rozpoczynamy od zastosowania Lematu 2.18 dla dowolnego wybranego drzewa
rozpinajacego 1" oraz parametrow a = 4 i f = —2. Spowoduje to nadanie
parzystych kolorow wszystkim wierzchotkom w grafie. W dalszej cze$ci mo-
dyfikujemy w tak, by kolory wierzchotkow pozostaty niezmienione.

Niech H = G[{v € V(G) : w(v) = —2}| bedzie podgrafem indukowa-
nym grafu G, do ktérego naleza wszystkie wierzchotki o wadze rownej —2,
oraz znajdzmy maksymalny rozpiety podgraf H; € H o maksymalnym stop-
niu 2. Zmniejszamy o 1 wage wszystkich krawedzi w(e), e € Hy, zmieniajac
odpowiednio wagi wierzchotkéw tak, by ich kolory pozostaly niezmienione.
Po tym kroku uzyskujemy wagi wszystkich wierzchotkow w(v) € {0, -1, —2}
oraz wagi wszystkich krawedzi e € E(G), w(e) € {1,...,6}, przy czym dla
e € E(T) mamy w(e) € {3,4}.

Niech, dla ¢ € {0,1,2}

S; = {v e V(G): wlv) = —i} (2.3)

oraz niech s; = |S;|.

Zauwazmy, ze dla wierzchotkow v € SyUSy wartosci ¥ (v;) —w(v;) sa parzy-
ste, a dla v € 5] sa nieparzyste. Poniewaz H; jest maksymalnym podgrafem
H, to nie moze istnie¢ krawedz taczaca wierzcholtek u € S z wierzcholtkiem
v € Sy, gdyz taka krawedz znalaztaby sie w Hi, a u nalezatby do Sy i v do
S1. Zatem wszystkie krawedzie taczace wierzchotki u,v € S; U Sy, naleza do
E(H,) oraz wierzcholki u,v znajduja sie w S;. W szczegolnosci, dla kazdej
takiej krawedzi uv, u,v € Sy, mamy ¢¥(u) — w(u) # Y(v) — w(v), co wy-
nika z faktu, ze kolory u i v byly rézne przed zmniejszeniem wag krawedzi
nalezacych do H;. Oznaczmy zbior takich krawedzi przez E*.

Jesli zbior Sy nie zawiera zadnych elementéw, to znaczy sy = 0, wowczas
ograniczamy wazenie w tylko do zbioru krawedzi (co oznaczamy wg)) i
uzyskujemy kolorowanie wlasciwe. Zauwazmy, ze wierzchotki nalezace do Sy
nie zmieniaja koloru, a wierzcholki nalezace do S; nie powoduja konfliktu z
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wierzchotkami nalezacymi do Sy (maja nieparzysty kolor) ani z wierzchotkami
7z S1 (co wykazaliSmy powyzej).

Jesli s = 11 57 = 0, wowczas istnieje dokladnie jeden wierzchotek u €
S5. Mozemy zauwazy¢, ze wszystkie krawedzie incydentne do u maja wagi
{2,4,6}. Rozpatrzmy dwa przypadki. W przypadku gdy u ma sasiada v,
takiego ze ¥(u) + 2 # ¥(v), wowczas odejmujemy 1 od wagi krawedzi uv
i uzyskujemy wazenie wgg) bedace kolorowaniem wiasciwym. Zauwazmy,
ze tylko v i v maja w tej sytuacji kolor nieparzysty rozny dla v i v. W
przeciwnym przypadku, gdy wszyscy sasiedzi v € N(u) maja ¢ (u)+2 = ¥ (v)
i|N(u)| > 2, wowczas odejmujemy 1 od wag dwoch krawedzi incydentnych do
u, co tworzy wazenie wg(q) 1 kolorowanie wlasciwe. Zauwazmy, ze doktadnie
trzy wierzchotki maja kolor nieparzysty nie powodujacy konfliktu. Jesli v
ma tylko jednego sasiada v € N(u), takiego ze ¥ (u) + 2 = 1(v), wowczas
wybieramy wierzcholek x € Np(v) \ {u}, odejmujemy 1 od wagi krawedzi uv
i dodajemy 1 do wagi krawedzi xv, co ostatecznie doprowadza do powstania
wazenia wg(g) 1 kolorowania wiasciwego. W tej sytuacji tylko u i z maja
nieparzyste kolory, jednoczesnie zu ¢ E.

Jesli s = 11 51 > 1, wowcezas wykorzystujac Sciezke w T miedzy u € Sy
i v € 5, modyfikujemy wagi jej krawedzi na zmiane dodajac i odejmujac
1, upewniajac sie jednoczesnie, ze od v odjeliSmy 1. W ten sposob uzysku-
jemy wazenie wg(q) bedace kolorowaniem wlasciwym. W wazeniu wg(q) kolor
wierzchotka v pozostanie bez zmiany, a wierzchotek u otrzyma nieparzysty
kolor, co nie stawnowi problemu gdyz nie jest polaczony z zadnym wierzchot-
kiem ze zbioru Sj.

Jesli w zbiorze Sy znajduja sie co najmniej dwa wierzcholki, to znaczy
s9 > 2, wowczas skorzystamy z kroku indukcyjnego, dzieki ktéremu znaj-
dziemy w T, (%ﬂ Sciezek, ktorych konce znajduja sie w zbiorze Sy i kazda
krawedz T nalezy do co najwyzej dwoch $ciezek. W przypadku gdy S, za-
wiera dwa lub trzy wierzchotki, to znaczy 2 < sy, < 3, mozemy skorzystac
z jednej lub dwodch Sciezek w T laczacych wierzcholki nalezace do Sy, wie-
dzac, ze zadna krawedz nie bedzie nalezata do wiecej niz dwoch Sciezek. W
przypadku gdy S5 zawiera co najmniej cztery elementy, to znaczy sq > 4,
wowczas szukamy takiej krawedzi e € F(T), ze sktadowe spojnosci, ktore
powstang w wyniku usuniecia krawedzi e z drzewa T', zawieraja co najmniej
dwa wierzcholki z S, oraz jedna ze sktadowych zawiera parzysta liczbe wierz-
chotkéw. Nastepnie dla obu sktadowych stosujemy krok indukcyjny. W ten
sposOb znajdziemy (%21 Sciezek w T' i zadna krawedz nie nalezy do wiecej niz
dwoch Sciezek.

Dla kazdej znalezionej $ciezki, modyfikujemy wagi jej krawedzi, na zmiane
dodajac i odejmujac 1, w ten sposob zmieniamy tylko kolory koncowych
wierzchotkow. Jednocze$nie uaktualniamy wagi wszystkich wierzchotkow w
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ten sposob, by w totalnym wazeniu ich kolory pozostaly bez zmiany. W
przypadku, gdy wierzchotek u byt koncem dwoch $ciezek (ma to miejsce w
przypadku gdy s, bylo nieparzyste i moze istnie¢ tylko jeden taki u), mu-
simy zapewni¢, by obie krawedzie ktéorymi byt polaczony w wyznaczonych
Sciezkach zmodyfikowaly swoja wage o —1 (tym samym uaktualniona waga
wierzchotka u bedzie réwna 0, to znaczy w(u) = 0). Zauwazmy, ze skorzy-
stalismy tylko z krawedzi e € T', korych wagi nalezaly poczatkowo do zbioru
{3,4}, zatem zadna z nich nie otrzyma wagi mniejszej od 1 i wiekszej od 6.
Po wykonaniu powyzszych krokéw wszystkie wierzchotki, ktore nalezaty
do Sy majy wagi w(v) € {—3,—1,0}. Zatem wazenie wgg) pozostawi bez
zmian parzyste kolory wierzchotkow, a te wierzchotki, ktore mialty kolor nie-
parzysty, moga by¢ co najwyzej potaczone krawedziami ze zbioru E*, a zatem
nie spowoduja konfliktu, co konczy dowod.
O

Drugi wynik, ktory omoéwimy, przybliza nas o jeszcze jeden krok w kie-
runku udowodnienia hipotezy 1-2-3. Wynik ten jest jednoczesnie najlepszym
obecnie znanym ograniczeniem na warto$¢ sl(G) i jest glownym wynikiem
tej rozprawy.

Twierdzenie 2.19 (Kalkowski, Karonski, Pfender, |24]). Dla dowolnego
grafu G nie zawierajgcego krawedzi izolowanych istnieje 5-wazenie, bedgce
kolorowaniem wtasciwym.

Dowdd. Zatozmy, ze G jest spojny. W przypadku gdy G jest grafem nie-
spojnym, mozemy przeprowadzi¢ dowodd osobno niezaleznie dla kazdej skta-
dowej spojnosci. Jedli |[V(G)| < 3, to dowod jest oczywisty. Zaldzmy, ze
|[V(G)| > 3 oraz G zawiera co najmniej jeden wierzcholek stopnia wigkszego
od 2. Ustalmy kolejnos¢ wierzchotkow, V' = {vy,...,v,}, w taki sposob, by
d(v,) > 2 oraz dla kazdego 1 <1i < n— 1, v; mial sasiada w {v;41,...0,}. W
pierwszym kroku nadajemy wszystkim krawedziom w grafie wage 3.

W kolejnych krokach dowodu przetwarzamy wierzchotki w ustalonej po-
wyzej kolejnosci i pozwolimy na co najwyzej dwukrotne zmodyfikowanie wagi
kazdej krawedzi. Kazdemu wierzchotkowi v;, ¢ < n, przypiszemy zbiér dwoch
kolorow docelowych W (v;) = {¢(v;), ¢(v;) + 2}, gdzie ¢(v;) = 0,1 mod 4. Po
ostatnim kroku algorytmu, kazdy wierzchotek otrzyma jeden z tych przypisa-
nych kolorow. Wyboru W (v;) dokonamy tak, by dla kazdej pary wierzchotkow
v;, v;, takich ze v;v; € E(G) oraz 1 < j < i, zbiory W (v;) N W (v;) = 0 oraz
¥(v;) € W(v;). Na zakoniecznie dla wierzcholtka v, wybieramy kolor rézny
od koloréw wszystkich jego sasiadow.

Przetwarzanie wierzchotkéw rozpoczynamy od vy. Przypisujemy mu kolor

¥(v1) = 3d(v1). Wybieramy dla niego W (v1) = {¢(v1), ¢(v1)+2}, zachowujac
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przyjete warunki: ¢ (vy) € W(vy) oraz ¢(v1) = 0,1 mod 4. Dla2 < k <n—1,
zaktadamy, ze wybralismy wczesniej zbiory koloréw docelowych W (v;), dla
wierzchotkow v;, © < k tak, by spelnione byly warunki:

o Y(v;) € W), dlai <k
o w(vxv;) = 3, dla wszystkich krawedzi j > k, oraz

e jesli istnieja krawedzie vy, takie ze w(vvr) # 3, dla i < k, to albo
w(vvg) = 21 YP(v;) = ¢(v;) albo w(vivg) =41 ¥(v;) = d(v) + 2.

Przy tych zalozeniach mozemy zmodyfikowa¢ wagi wszystkich krawedzi v;vy, €
E(G), i < k, dodajac lub odejmujac od nich 2, utrzymujac jednoczesnie
Y(v;) € W(v;). Jesli vx ma d sasiadow w {vy,...,vx_1}, daje nam to d + 1
potencjalnych koloréow wierzcholtka vy (wszystkie albo parzyste albo niepa-
rzyste). Dodatkowo pozwolamy na dodanie lub odjecie 1 od wagi jednej kra-
wedzi vgv;, vyv; € E(G), takiej ze j > k oraz j jest mozliwie najmniej-
sze. W ten sposob kolor wierzchotka 1 (vy) moze przyjaé wartosci ze zbioru
{a,...,a+ 2d + 2}. Dokonamy modyfikacji wag jego krawedzi , tak by:

1. (v) € W(y),dlal <i<k
2. ¢(v;) # o(vr), dla wszystkich vv, € E(G), takich, ze ¢ < k, oraz

3. albo ¢ (vg) = ¢(vg) iw(vkvy) € {2,3}, albo Y(vy) = P(vk)+2 i w(vpv;) €
(3,4},

Warunek (2) moze zablokowa¢ nam co najwyzej 2d wartosci ze zbioru
{a,...,a + 2d + 2}. Warunek (3) uniemozliwi wybor tylko wartosci a oraz
a+2d+2, zatem co najmniej jedna warto$¢ pozostaje wolna do wykorzystania
dla ¥ (vy).

Powyzsze kroki pozwolily na przypisanie wszystkim wierzchotkom wvy,
k < n, zbiorow W (uvg). Zauwazmy, ze krawedzie posiadajace wagi 2 i 4 nie
beda stanowily problemu. Rozwazmy taka przykladowa krawedz v;v;. Jesli
przetwarzamy wierzchotek v; i w(v;v;) =2 (w(v;v;) = 4), wowczas zgodnie z
warunkiem (3) ¥(v;) = ¢(v;) (¥ (v;) = ¢(v;) +2). Tym samym mozemy pozo-
stawi¢ wage krawedzi v;v; bez zmiany lub doda¢ (odja¢) do niej 2, utrzymujac
w(vl) € W(Ul)

W ostatnim kroku wybieramy kolor dla v,,. Musimy tego dokonaé¢ wyko-
rzystujac jedynie d(v,,) krawedzi. Kazda z tych krawedzi pozwala na wybranie
jednej z dwoch wag - mniejszej lub wiekszej. Rozpatrzmy przyktadowa kra-
wedz vv,. Jesli ¥(v;) = ¢(v;), wowezas mozemy pozostawi¢ wage krawedzi
v;v, bez zmiany (mniejsza wartos$¢) lub doda¢ do niej 2 (wieksza wartos¢).
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Jesli ¥(v;) = ¢(v;) + 2, wowezas mozemy pozostawi¢ wage krawedzi v;v,, bez
zmiany (wieksza wartos¢) lub odja¢ od niej 2 (mniejsza wartos¢). Taki uktad
pozwala na wybranie jednej z d(v,) + 1 > 3 wartosci 1(v,,) (wszystkich tej
samej parzystosci). Rozwazmy zatem najmniejszy mozliwy kolor wierzchotka
vy, 1 oznaczmy go przez a. Kolor ten uzyskamy poprzez wybranie mniejszej z
dwo6ch mozliwych wag na kazdej krawedzi incydentnej do v,.

Jesli a = 2,3 mod 4, wowczas wybierajac mniejsza z dwoch mozliwych
wag, dla kazdej krawedzi incydentnych do v, uzyskamy kolorowanie wta-
sciwe, gdyz dla kazdego v; € N(v,), ¥(v;) = ¢(v;) = 0,1 mod 4. Jesli
a = 0,1 mod 4, wowczas rozpatrzymy dwa przypadki. W przypadku, gdy
istnieje v, € N(v,), taki ze ¥ (v,,) # a, wowczas wybieramy wiekszg wage
na krawedzi v,,v, i mniejsze wagi na wszystkich pozostatych krawedziach.
Otrzymujemy ¢ (v,) = a + 2, tym samym kolorowanie wtasciwe, gdyz dla
kazdego v; € N(v,), ¥(v;) = ¢(v;) = 0,1 mod 4 (z wyjatkiem v,,, kto-
rego kolor jest rozny od a + 2). W przeciwnym przypadku, gdy dla kazdego
v; € N(v,), ¥(v;) = a, wowezas wybieramy wieksza wage na dwoch krawe-
dziach incydentnych do v,,. Kolor wierzchotka v,, bedzie wynosit a+4, a kolory
jego sasiadow a lub a 4 2. Uzyskujemy tym samym kolorowanie wlasciwe, co
konczy dowdd. O]

Udowodnione powyzej algorytmy maja wielomianowy czas dzialania (O(n?))
oraz wielomianowa ztozonos¢ pamieciowa (O(n?)). Podobnie jak w rozdziale
poprzednim, mozemy zauwazy¢, ze jest to minimalna mozliwa zlozonosc,
ktora pozwala na przypisanie wag krawedziom.



Rozdzial 3

(zlobalne rozréznianie
wierzchotkow

3.1 Rozroznianie sumami

Problem globalnej sity nieregularnosci grafu jest najstarszym problemem,
ktory omowimy w niniejszej pracy. Zostal on sformutowany w 1986 roku w
pracy [8] przez Chartranda, Jacobsona, Lehela, Oelleramann, Ruiza i Sabe.
Rozszerzyli oni zwykla definicje grafu o funkcje nadajaca etykiety wszystkim
krawedziom (zwane roéwniez wagami).Jak juz wspomnieliSmy, problem sily
nieregularnosci grafu (s(G)) dla wazenia krawedzi polega na znalezieniu ta-
kiego wazenia, w ktorym sumy wag incydentnych krawedzi dla kazdego wierz-
chotka w grafie sa rozne oraz silta tego grafu jest minimalna. Bedziemy zatem
szukali przede wszystkim gornego ograniczenia na site wazenia. W szczegol-
nos$ci nasze badania sprowadzimy do udowodnienia poprawnosci dziatania
algorytmu wazenia o jak najmniejszej sile.

Dla pewnych klas graféw znane sa doktadne wartosci sity nieregularnosci.
W pracy [8] podana zostala wartos¢ sily nieregularnosci dla grafu pelnego,
s(G) = sl(G) = 3, oraz dla pelych grafow dwudzielnych, K,,, = 3 dla n
parzystych i K, , = 4 dla n nieparzystych, n > 4. W pracy [15] udowodniona
zostata wartos¢ sity nieregularnodci dla cykli: s(Cy,) = [4] dla n =1 mod 4
oraz w przeciwnym przypadku s(Cy,) = [§] + 1. Mozemy zatem przypusz-
cza¢, ze im minimalny stopien grafu (9) ma wieksza warto$¢, tym mniejsza
jest warto$c¢ sity nieregularnosci. Konstrukcja wazenia dla tych przyktadow
przedstawiona jest na rysunku 3.1.

W pracy [8] autorzy wykazali, ze s(G) < oo dla dowolnego G, ktory nie za-
wiera dwoch izolowanych wierzchotkéw lub izolowanej krawedzi. Dowod ten
polega na nadaniu kolejnym wagom krawedzi kolejnych poteg liczby 2, co
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Y(v)=5 Y(v)=2

Rysunek 3.1: Cykle Cs i Cs, Grafy pelne dwudzielne Ky 4 i K33

prowadzi do niepowtarzalnosci sum dla wierzchotkéw. W pracy tej zostato
udowodnione pierwsze ograniczenie gorne liniowo zalezne od liczby wierz-
chotkéow. Dla dowolnego grafu G' bez dwoch izolowanych wierzchotkow lub
izolowanej krawedzi, s(G) < 2n — 3, przy n > 3. Dowdd opieral si¢ na
wstepnym nadaniu wszystkim krawedziom w grafie wag 1, a nastepnie znale-
zieniu drzewa rozpietego i dokonaniu ponownego wazenia tylko krawedzi tego
drzewa. Ograniczenie to zostalo poprawione w pracy [5], w ktorej Aigner i
Triesch wykazali, ze dla grafu spojnego G, s(G) < n — 1, a dla dowolnego
grafu G, s(G) < n + 1. Korzystajac z ich metody, w pracy [30], Nierhoff
wykazal, ze dla dowolnego grafu G, s(G) < n — 1.

Autorzy pracy [8] zaproponowali rowniez ograniczenie dolne, ktore wynika
z faktu, ze przy maksymalnej wadze krawedzi s(G) najwiekszy kolor, ktory
moze uzyskac¢ wierzchotek wynosi s(G)d(v) a najmniejszy d(v). Zatem znajac
liczbe wierzchotkéw tego samego stopnia mozna powiedzieé, ze:
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Twierdzenie 3.1 (Chartrand, Jacobson, Lehel, Oellermann, Ruiz, Saba,
[8]). Niech G bedzie spajnym grafem na n wierzchotkach (n > 3), zawierajg-
cym p; wierzchotkdw i-tego stopnia, i € {1,...,n —1}. Wowczas

Di —

s(G) 2 — L (3.1)

Nastepstwem Twierdzenia 3.1 jest oszacowanie s(G) dla grafow r-regularnych.

Twierdzenie 3.2 (Chartrand, Jacobson, Lehel, Oellermann, Ruiz, Saba,
[8]). Niech G bedzie grafem r-regularnym na n wierzchotkach (n > 3). Wow-
czas

n—1

+1 dlan = 2,3 mod 4, (3.2)

n—1

+ 1 w przeciwnym przypadku. (3.3)

Powyzsze dolne ograniczenia byty podstawa do hipotezy zaproponowane;j
przez Jacobsona w pracy Lehela [29], dotyczacej wartosci s(G) dla grafu r-
regularnego.

Hipoteza 3.3 (Jacobson, Lehel, [29]). Istnieje stala c, taka zZe dla dowol-
nego grafu reqularnego G na n wierzchotkach,

s(Q) < ; +e (3.4)
gdzie v > 2 oznacza stopien wierzchotka w grafie G.

Pierwszym wynikiem, ktory nawiazywal do hipotezy Jacobsona i Lehela,
byt wynik Frieza, Goulda, Karonskiego i Pfendera udowodniony w 2002 roku
w pracy [14].

Twierdzenie 3.4 (Frieze, Gould, Karonski, Pfender, [14]). Niech graf G
nie zawiera wierzchotkow o krawedzi izolowanych, wowczas
In

(a) Jesti A < | ()] tos(@) <o (3 +4),

)

(b) Jesli L(#)ﬂ +1<A< 0t to5(G) <60

|3

(c) Jesli A > Ln%J +1, 0 > [6(logn)], to s(G) < 336 (logn) %.

Dla grafow regularnych Frieze, Gould, Karonski i Pfender udowodnili naste-
pujace ograniczenie.
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Twierdzenie 3.5 (Frieze, Gould, Karonski, Pfender, [14]). Niech graf G
bedzie d-regularny @ nie zawiera wierzchotkow i krawedzi izolowanych, wow-
czas

(2) Jestid < | ()

Inn

Al

J , to s(G) <105 +1,
(b) Jesli L(ﬁ)ﬂ +1<d< |nd] tos(G) <488+,

(c) Jesli d > {nJ +1, to s(G) < 240(logn)® + 1.

Mozemy zauwazy¢, ze w pewnych przypadkach wyniki te nie dawaty ogra-
niczenia postaci k% + ¢, gdzie k jest stalg niezalezng od n. Metody wykorzy-
stane w dowodzie tych twierdzen polegaly na losowym nadawaniu wag {1, 2}
lub {1, 2,3} krawedziom w grafie, a nastepnie zmodyfikowaniu tego wazenia
za pomoca nastepujacego lematu.

Lemat 3.6 (Frieze, Gould, Karonski, Pfender, [14]). Niech G bedzie grafem
bez izolowanych wierzchotkéw lub krawedzi oraz niech g - E(G) — {1,...,w}
jest wazeniem grafu. Wowczas istnieje niereqularne wazenie f : E(G) —
{2my, ..., (Bw + 1)m,}, gdzie

myg = marxcve){|X| : g(v) = g(u) dla wszystkich v,u € X}

Dowod ograniczen z Twierdzen 3.4 1 3.5 polegal na wykazaniu za pomoca
technik probabilistycznych, ze istnieje takie losowo nadane 2-wazenie lub 3-
wazenie, ze parametr m, nie wykroczy poza okreslona wartosc.

W 2008 roku, w pracach [34] oraz [35], Przybyto udowodnil twierdzenia, ktore
poprawily ograniczenie na warto$¢ s(G) oraz nie byly zalezne od A.

Twierdzenie 3.7 (Przybyto [35] ). Niech G bedzie grafem na n wierzchot-
kach bez izolowanych wierzchotkow i krawedzi. Wowczas s(G) < 112% + 28.

Twierdzenie 3.8 (Przybyto [34] ). Niech G bedzie d-reqularnym grafem na
n wierzchotkach bez izolowanych wierzchotkéw i krawedzi. Wowczas s(G) <
40% + 11.

5

Dowody tych twierdzen opieraty sie na wykorzystaniu Lematu 3.6 oraz
wnioskow z lematu udowodnionego przez Addario-Berry’ego, Dalala i Reeda
w pracy [3], ktory dla danego grafu G wykazuje istnienie podgrafu rozpina-
jacego o zadanych stopniach wierzchotkow, ktore naleza do jednej z czterech
zaleznych od siebie wartosci. Przybyto nie wykorzystywal w swoich dowodach
metod probabilistycznych, jednakze jego dowody nie pozwalaly na proste
konstruowanie funkcji wazenia.
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W 2009 roku, Kalkowski, Karonski i Pfender udowodnili w pracy [26]
ograniczenie, ktore jest obecnie najlepszym wynikiem dla dowolnego grafu
jak i dla grafow regularnych.

Twierdzenie 3.9 (Kalkowski, Karonski, Pfender, [26]). Niech § bedzie mi-
nimalnym stopniem w grafie G oraz niech n = |V|. Wowezas, jesli s(G) < oo,

to s(G) <62].

Dowdd. Jesli § < 6, wowcezas mozemy skorzystaé z twierdzenia Lehela, z
pracy [29].

Zalozmy, ze 6 > 7. Ustalmy kolejnos¢ wierzchotkow, vy,...,v,, tak by
dlal <@ <k < j < n zawsze, gdy v; i v; naleza do tej samej sktadowej
spojnosci G,

e v, rowniez nalezato do tej samej sktadowej, oraz
e v; mialo sagsiada v;, [ > 1.

Wierzchotki przetwarzamy w kolejnosci. Kazdej krawedzi nadamy wage skta-
dajaca si¢ z dwoch sktadnikow w(v;v;) = wi(vivj) + we(viv;), @ < j. Pierwszy
sktadnik wi(viv;) € {1,...,2[5]} ustalimy w trakcie przetwarzania v;. Dru-
giemu sktadnikowi nadajemy w pierwszym kroku wartos¢ 2[%]. W kolejnych
krokach, w trakcie przetwarzania v;, umozliwimy zmiane¢ wartosci drugiego
sktadnika na wartos¢ nalezacg do zbioru {0,2[%],4[%]}. Niech

W= {{a—|—4b [%W Ja+ (4b+2) {%W}m,be 7,0<a<2 [g] — 1}
(3.5)
bedzie zbiorem roztacznych par liczb pokrywajacych zbior liczb catkowitych.
Zauwazmy, ze dowolna liczba catkowita nalezy do doktadnie jednej pary ze
zbioru W. Dla kazdego wierzchotka v;, 1 < i < n, W(v;) € W bedzie unikalna
para zawierajaca 1(v;). Przetwarzajac wierzcholek v;, i < n zakladamy, ze
przetworzyliémy juz wszystkie wierzchotki vy, & < i, oraz wybraliSmy juz
pary W (u).
Niech X bedzie zbiorem identyfikatorow ¢, takich, ze v; lub v;11 sa jednymi z
dwoch ostatnich (w ustalonej kolejnosci) wierzchotkow skladowej spojnosei,
do ktorej naleza. Przetwarzajac wierzchotek v; sprawdzamy czy nalezy do X.
Jesli i ¢ X, wowczas wierzcholek v; nie jest ostatnim elementem swojej
sktadowej spojnosci i jest potaczony z jednym wierzchotkiem v;, j > 7. Zmo-
dyfikujemy kolor wierzchotka v;, przyporzadkowujac mu pare liczb W (v;),
taka, ze W(v;) N W (v,) = 0 dla wszystkich & < i. Raz ustalone W (v;) nie
bedzie zmieniane w kolejnych etapach przetwarzania i pozwoli nam na po6z-
niejsza zmiane wartosci drugiego sktadnika wagi krawedzi v,v;, j > 1, przy
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jednoczesnym brak konfliktu koloru v; z kolorami innych wierzchotkéw, gdyz
sktadnik ten zmienimy tak, by 1 (v;) € W(v;).

Ustalajac kolor wierzcholtka v;, dla kazdej krawedzi v;v;, ¢ < j, umozliwiamy
wybor dowolnej wartosci sktadnika wi (v;v;) nalezacej do zbioru {1,...,2[%]}.
Dla kazdej krawedzi viv;, k < 7, pozwalamy na wybor wartosci sktadnika
wa(vrvs) W ten sposob, by ws(vpv;) € {0,2[%],4[%]} oraz by kolory wierz-
chotkow ¥ (vy,) € W (vy). Oznaczmy przez d* liczbe sasiadow wystepujacych
po wierzcholku v; w ustalonej kolejnosci d* = |N(vg) N {vgs1,..., 00}, a
przez d- oznaczmy liczbe sasiadow wystepujacych przed nim d= = |N(vg) N
{Ul, . 7Uk_1}|.

Jesli v; ma d* > 1 sasiadow v;, j > i, oraz d~ sasiadow vy, k < i, wowczas

mamy

2 [%W (d* +d7) —dt > 2n—d" > 2 (3.6)
mozliwych wystepujacych po sobie potencjalnych wartosci dla ¢ (v;). Wérod
nich jest co najmniej ¢ réznych par w zbiorze W. Co najwyzej i —1 z tych par
jest juz wybranych dla jakiego$ wierzchotka vy, k < i, zatem mozemy znalez¢
wolng pare W (v;) i przyporzadkowac ja v;. Wykonujemy odpowiednie mody-
fikacje sktadnikow wag krawedzi i przechodzimy do nastepnego wierzchotka
w kolejnosci.

Jesli {i,1+ 1} C X, to znaczy, wierzchotki v; i v;11 s3 ostatnimi w swojej
sktadowej spojnosci, wowczas wiemy ze v;v;41 jest krawedziag. Wybieramy
taka warto$¢ wq(v;vi41), by co najwyzej dwa wierzchotki v;, i +1 > j € X,
mialy ta sama wartos¢ a swoich par W. Jest to mozliwe, gdyz w grafie jest
mniej niz [%] skltadowych, wiec |X| < 2[%], a warto$¢ a moze przyjac 2[%|
roznych wartodci.

Niech j € {i,i + 1}. Dla wierzcholtkéw v; naszym celem jest taki wybor
sktadnikow ws (vgv;), k < i, by kolory wszystkich dotychczas przetworzonych
wierzchotkow vy, [ < j byty rozne. W tym przypadku pozwolimy jednak by
istnialy dwa wierzcholki u i v, takie ze W (v) = W (u), pod warunkiem, ze nie
spowoduja konfliktu, to znaczy 1 (v) # ¥ (v). Nie bedzie to poézniej stanowito
problemu, gdyz po przetworzeniu wierzchotkéw v;, kolory wierzchotkow vy,
k <1+ 1, nie zmienia sie w dalszej czesci algorytmu, gdyz nie sa polaczone
krawedzig z zadnym wierzchotkiem o indeksie wiekszym od i + 1.

Sktadnik wi(v;v;41) wybraliSmy tak, ze istnieje co najwyzej jeden wierz-
chotek vy, I < j, taki, ze W(v;) = W(v,).

Wierzchotek v; ma co najmniej § — 1 sasiadow vy, k < i. Wszyscy jego sa-
siedzi v wystapili w ustalonej kolejnosci po wierzchotkach v, € X, m < 7.
Tym samym dla wszystkich vj, dokonali$my wyboru par W (vy), do ktorych
nie naleza zadne inne kolory wierzchotkéw o indeksie mniejszym od 7. Jed-
noczesnie wybor wq(v;v;41) mogt spowodowaé, ze co najwyzej jedna para
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W (vr) moze zawiera¢ warto$¢, do ktorej zostal przyporzadkowany kolor in-
nego wierzchotka niz vy. Jesli taka sytuacja ma miejsce, wowczas wiemy, ze
przetwarzamy v; przy j = i + 1 oraz istnieje taki v,, ¥(v;) € W(vy).

Mozemy zatem wybra¢ wartos¢ sktadnika ws(vgv;) wszystkich 6 —1 krawe-

dzi vpvj, k < 1, z wyjatkiem co najwyzej jednej krawedzi v,v; (jesli istnieje).
Mozemy tez wartosci sktadnikow ws (vy,v;) pozostawi¢ bez zmian. Pamietamy,
ze wybor warto$ci wo(viv;) jest ograniczony warunkiem ¢ (vg) € W (vy).
Taki uktad pozwala nam na wyboér dla ¢(v;) jednego z § — 1 kolorow, two-
rzacych ciag arytmetyczny o réznicy kolejnych elementow rownej 2[5, ktory
zawiera co najmniej 5%3 > 2 roznych par w W.
Wybor wy(viv;41), zapewnil nam, ze co najwyzej jedna taka para W zawiera
kolor ¥ (v.), 7 > ¢ € X. Zatem istnieje co najmniej jedna wolna para, ktora
nie zawiera koloru ¥ (v.), j > ¢ € X. Jednoczesnie wiemy, ze moze ona za-
wiera¢ co najwyzej jeden kolor wierzchotka vy, j > [ ¢ X. Wybieramy zatem
wagi krawedzi ws (vy,v;) tak, by kolor wierzcholka v; trafit do tej wlasnie wol-
nej pary.

Jesli doszlo do sytuacji, ze kolor wierzchotka v; spowodowal konflikt z
kolorem pewnego v;, [ ¢ X, to znaczy ¢ (v;) = ¢ (v;), wowczas rozpatrujemy
dwa przypadki. Jesli vjv; ¢ E, wowczas zmodyfikujemy wage wo krawedzi
vRvj, k # 1, tak by ¥ (v;) trafito do drugiej wartosci pary W (v,). Zauwazmy, ze
kolor wierzchotka v; mogt wybra¢ dowolng z dwoch wartosci pary, do ktorej
go przypisalismy. W przypadku gdy v,v; € E taka modyfikacja moze sie
okaza¢ niemozliwa. Wowczas zmodyfikujemy wage dwoch krawedzi wa(vgv;),
k # 1 oraz ws(vv;), zachowujac kolor ¢ (v;) bez zmian, a zmieniajac kolor
¥ (v;) na drugi z pary W (v;). W powyzszy sposob przetwarzamy w kolejnosci
wszystkie wierzchotki w grafie, co koniczy dowod. [

Konstrukcja dowodu ma forme algorytmu, ktory ma wielomianowy czas
dziatania (O(n?)) oraz wielomianowsa zlozonoéé pamieciowa (O(n?)).

3.2 Rozréznianie totalnymi sumami

Problem globalnej sily nieregularnosci dla totalnego wazenia (s;(G)), zostal
sformutowany w pracy [7|, przez Bace, Jendrola, Millera i Ryana. Polega on
na znalezieniu takiego totalnego wazenia grafu, w ktoérym stopnie wazone
wszystkich wierzchotkéw w grafie sg rézne oraz sita grafu jest minimalna.
Podobnie jak wczesniej, kierunkiem badan bedzie szukanie ograniczen na
warto$¢ s;(G) oraz odpowiednich algorytmow wazenia.

Model ten wydaje sie by¢ tatwiejszy ze wzgledu na mozliwosé lokalnego
modyfikowania koloru wierzchotka. Jednakze, o ile w przypadku lokalnego
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rozrozniania totalnymi sumami uzyskaliémy wynik bliski ograniczeniu dol-
nemu, o tyle tutaj wynik jest bardziej odlegly od ograniczenia dolnego.

Z poprzedniego rozdzialu wiemy, ze s,(G) > 1. Przykladem grafu, ktorego
totalna sita nieregularnosci jest minimalna jest graf peiny.

Twierdzenie 3.10. Niech K, bedzie grafem petnym na n wierzchotkach,
wowczas

si(G) =2 (3.7)

Dow6d tego twierdzenia przebiega w analogiczny sposéb, do dowodu Twier-
dzenia 2.9. Przyklad grafu pelnego jest o tyle szczegolnym przypadkiem, ze
jego kolorowanie zachowuje sie tak samo dla wersji lokalnej, jak i global-
nej. Innym przyktadem grafu o zadanej strukturze, ktory w odroznieniu od
K,, wymaga wykorzystania wiekszych wag, zaleznych od rozmiaru grafu, jest
gwiazda.

Twierdzenie 3.11. Niech K, bedzie gwiazdg o n wiszqgcych wierzchot-
kach, wowczas

si(G) = {

n+1—‘

(3.8)

Rysunek 3.2: Grafy totalnie wazone: Ky, Py, K5
W pracy |7] udowodniono nastepujace oszacowania:
Twierdzenie 3.12 (Baca, Jendrol, Miller, Ryan, [7]). Dla dowolnego grafu

n+90
A+1

—‘Sst(G)Sn—l—A—Zé—I—l
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Twierdzenie 3.13 (Baca, Jendrol, Miller, Ryan, |7]). Dla grafow bez izo-
lowanych wierzchotkow 1 krawedzi

s(G) <n—1- M;ﬂ

Ponadto autorzy powyzszych twierdzen zauwazyli proste ograniczenie
gorne, uzalezniajace s,(G) od s(G). Wykazali, ze dla dowolnego grafu G,
5:(G) < s(G). Dowdd tego faktu jest oczywisty. Wystarczy uzupenié waze-
nie o zadanej sile nieregularnosci s(G) o wagi wierzchotkow 1 i otrzymujemy
rozne kolory wszystkich wierzchotkow.

Twierdzenie to, w polaczeniu z ograniczeniem s(G) < n — 1 dla grafow
bez izolowanych wierzchotkow i krawedzi, prowadzi do wniosku, ze przy tym
samym zalozeniu, s;(G) < n — 1.

Analizujac powyzsze przyklady mozemy sformutowaé nastepujaca hipo-
teze.

Hipoteza 3.14. Dla dowolnego grafu regularnego G na n wierzchotkach,
istnieje stata c, taka ze

n

W pracy [34] Przybylo, opierajac sie na metodach wykorzystanych w
pracy [14], udowodnil pierwsze ograniczenie gorne na warto$¢ totalnej sily
nieregularnodci, ktére dla pewnych przypadkow daje ograniczenie postaci
k% + C, gdzie C jest staly.

Twierdzenie 3.15 (Przybyto, [34]). Niech G bedzie grafem na n wierz-
chotkach bez izolowanych wierzchotkow.

Inn

o Jesli | ()] +1< 8 < |03, t0s(G) < 182,

o Jesli A > Ln% + 1J, d > [10logn], to 5,(G) < 96 (logn) %,

W dowodzie tego twierdzenia, Przybylto dokonat modyfikacji Lematu 3.6
oraz skorzystat z tych samych technik, co w Twierdzeniu 3.4. Krotko po
powstaniu powyzszego dowodu, w pracy [35], Przybyto poprawil swoje ogra-
niczenie, uzyskujac nastepujacy wynik.
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Twierdzenie 3.16 (Przybyto, [35]). Niech G bedzie grafem na n wierz-
chotkach, bez izolowanych wierzchotkow. Wowczas:

o 5,(G) < 32% + 8, dla dowolnego grafu.
o Jesli G jest d-regularny, to s,(G) < 8% + 3.

Dowody zaproponowane przez Przybytlo korzystaly z analogicznych tech-
nik, ktore zaprezentowal wezesniej w pracy [35]. Metody te nie pozwalaly na
tatwa konstrukcje totalnego wazenia.

W 2008 roku Anholcer, Kalkowski i Przybyto w pracy 4] uzyskali najlep-
sze obecnie ograniczenie gorne na wartos¢ totalnej sity nieregularnodci.

Twierdzenie 3.17 (Anholcer, Kalkowski, Przybyto, [4]). Niech G bedzie
grafem na n wierzchotkach o minimalnym stopniv 6 > 1. Wowczas

(@) < 3 {%W +1 (3.10)

Dowdd. Ustalmy dowolna kolejnosé wierzchotkow vy, v, ..., v, w grafie G =
(V,E). Dla danego wierzchotka v;, jego sasiadami poprzedzajacymi nazwy-
amy tych sasiadéw v;, ktorzy maja mniejsza wartos¢ indeksu, j < 7, a kra-
wedzie taczace v; z tymi krawedziami nazywamy krawedziami poprzedza-
jacymi. Analogicznie zdefiniujmy sasiadéow i krawedzie nastepujace, biorac
J > 1 zamiast j < i. Ustalmy tez A = (%W Na poczatku nadajemy wszyst-
kim krawedziom w grafie wagi A + 1, a wierzchotkom wage 1. Ostateczne
wazenie uzyskamy w n krokach. W i-tym kroku ustalamy kolor wierzchotka
v;. Kolor ten oznaczamy przez ¢(v;) i jest to tzw. ostateczny kolor, czyli
taki, ktory wierzchotek ma otrzymaé¢ po zakonczeniu dziatania algorytmu.
W trakcie przetwarzania kolejnych wierzchotkéw moga one zmienia¢ tymcza-
sowo kolory swoich sasiadéw poprzedzajacych, poprzez zmiane wag krawedzi
poprzedzajacych. Przez tymczasowy kolor, rozumiemy kolor, ktorego wartosc¢
jest obliczana w danej chwili poprzez zsumowanie biezacych wag krawedzi i
wierzchotka. Kolor tymczasowy wierzchotka v; oznaczamy przez ¢ (v;).
Przed rozpoczeciem pierwszego kroku kolor kazdego wierzchotka v; wynosi
(A+1)d(v;)+1 oraz nie wybrali$émy zadnej wartosci ¢(v;). W trakcie przetwa-
rzania, umozliwimy co najwyzej dwukrotne zmodyfikowanie wagi kazdej kra-
wedzi tak, by jej waga po ostatnim kroku nalezata do zbioru {1,...,3 A+ 1}.
Wagi wierzchotkéw zostana ustalone dopiero w ostatnim kroku i beda na-
lezalty do zbioru {1,...,\ + 1}. W trakcie i-tego kroku, zmieniamy wagi
krawedzi nastepujacych i poprzedzajacych, przy czym dbamy o to, by wagi
krawedzi poprzedzajacych zapewnily dla sasiadéw poprzedzajacych warunek:

O(v;) = A < (v;) < o(vy) (3.11)
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dlaj=1,...,:.

Zalozmy zatem, ze przetwarzamy wierzchotek v; oraz wybraliSmy zgodnie
z powyzszym opisem ostateczne kolory wierzchotkow v;, j < i. Do kazdej z
wag krawedzi wierzchotka v; do jego sasiadéow o indeksie wiekszym od ¢ po-
zwolimy na dodanie jednej wartosci ze zbioru {0, ..., A}. Sasiedzi o indeksie
wiekszym od i nie maja wybranego ostatecznego koloru, wiec warunek (3.11)
jest speliony. Wagi kazdej z krawedzi poprzedzajacych v; modyfikujemy o
takie wartosci ze zbioru {—A\, ..., A}, by kazdy sasiad poprzedzajacy spelnial
warunek (3.11). Kazda z modyfikacji krawedzi poprzedzajacych jak i nastepu-
jacych, umozliwia nam uzyskanie A nowych kolejnych koloréow tymczasowych
dla wierzchotka v; lub pozostawienie jego koloru bez zmiany. Zatem lacznie
mozemy wybraé¢ jeden z A\d + 1 > n kolejnych koloréw dla v;. Wiedzac jed-
noczesnie, ze co najwyzej ¢ — 1 < n wierzcholkow ustalito dotychczas swoje
kolory ostateczne, mamy mozliwosé takiej modyfikacji wag krawedzi incy-
dentnych z v;, ze kolor tymczasowy ¥ (v;) # ¢(v;), dla j < i. Dokonujemy
tych modyfikacji, a nastepnie ustalamy wartos¢ ¢(v;) = ¥ (v;).

Powyzsze kroki zapewniaja spelnianie warunku (3.11) oraz umozliwiaja
wyznaczenie ostatecznych kolorow dla wszystkich wierzchotkéw. Ponadto na-
lezy zauwazyc¢, ze wyjsciowa waga A+ 1 danej krawedzi v;v; zostata zmodyfi-
kowana co najwyzej dwa razy. Najpierw podczas przetwarzania v; umozliwi-
lismy dodanie do jej wagi jednej wartosci ze zbioru {0, ..., A}, a nastepnie,
podczas przetwarzania v;, zaleznie od sytuacji mogta zmieni¢ swoja wartosé
o{=X,...,A}. Tym samym mamy pewnos¢, ze waga kazdej krawedzi nalezy
do zbioru {1,...,3\ + 1}.

W ostatnim kroku, majac speliony warunek (3.11), dodamy do wagi
kazdego wierzchotka taka warto$é ze zbioru {0, ..., A}, by dla kazdego wierz-
chotka v;, i = 1,...,n, ¥(v;) = ¢(v;). Jednoczesnie wiemy, ze ostateczne ko-
lory wszystkich wierzchotkéw sa rézne dla dowolnych dwéch wierzchotkow.
Tym samym, uzyskaliSmy totalne wazenie grafu, o maksymalnej nadanej wa-
dze 3\ + 1, co konczy dowdd.

O

Dowod tego twierdzenia zawiera konstrukcje algorytmu wazenia, ktorego
implementacja nie wymaga budowania zadnych dodatkowych struktur, poza
strukturg grafu umozliwiajaca nadanie wag krawedziom i wierzchotkom. Al-
gorytm ma wielomianowy czas dziatania (O(n?)) oraz wielomianows ztozo-
no$¢ pamigciowa (O(n?)).



Rozdzial 4

Pokrewne problemy rozrézniania

Wyniki oméwione w poprzednich rozdziatach znalazty swoje zastosowanie w
pokrewnych dziedzinach rozrézniania wierzchotkow. W szczegolnosci dotyczy
to algorytmu wykorzystanego w dowodzie Twierdzenia 2.8.

4.1 Lokalne rozr6znianie totalnymi iloczynami

Pierwszym problemem, ktory omowimy, jest lokalna sita nieregularnoéci grafu
dla totalnego wazenia, z wykorzystaniem iloczynéw zamiast sum. W pracy
[38], Skowronek-Kaziow zaproponowata modyfikacje problemu lokalnej sity
nieregularnodci, polegajaca na interpretacji koloru wierzchotka jako iloczynu
wag krawedzi z nim incydentnych. W pracy [37] rozszerzyta swoj model ko-
lorowania dla totalnego wazenia, interpretujac kolor wierzchotka jako wynik
iloczynu wag krawedzi z nim incydentnych oraz wagi samego wierzchotka.

$(v) = w(v) [T wle) (4.1)

vee

Kolor taki nazywamy kolorem iloczynowym. Jednoczesnie totalne wazenie
w nazywamy kolorowaniem wtasciwym, jesli dla dowolnych « i v, takich ze

uv € B,
(@) [T wle) # i) T wle) (42)
vee uece

Problem lokalnej iloczynowej totalnej sity nieregularnosci (slpy(G)) grafu
dla totalnego wazenia, polega na znalezieniu takiego wazenia grafu, w ktorym
kolory iloczynowe sasiadujacych wierzchotkow sg rozne oraz sita grafu jest
minimalna.

W pracy [37], Skowronek-Kaziow, korzystajac z metody zaprezentowanej
w dowodzie Twierdzenia 2.9, udowodnila nastepujace twierdzenie.
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Twierdzenie 4.1 (Skowronek-Kaziow, [37]). Dla grafu petnego na n wierz-
chotkach, totalna iloczynowa sita niereqularnosci wynosi 2.

Skowronek-Kaziow, w pracy [37], sformutowala ponadto nastepujaca hi-
poteze.

Hipoteza 4.2. Dla dowolnego prostego grafu istnieje 2-totalne wazenze,
bedgce kolorowaniem iloczynowym.

W pracy [37|] udowodnila, ze hipoteza jest prawdziwa dla grafow 3-ko-
lorowalnych (w klasycznym sensie). Ponadto, opierajac sie na technikach,
ktore zostaly zaproponowane w [1], Skowronek-Kaziow wykazata konstrukcje
nastepujacego wazenia.

Twierdzenie 4.3 (Skowronek-Kaziow, [37]). Dla dowolnego grafu G ist-
nieje 3-totalne-wazenie bedgce kolorowaniem iloczynowym.

Dowod tego twierdzenia korzysta z Lematu 2.7 i nadaje wagi {1,2,3}
zarOwno wierzchotkom jak i krawedziom w grafie. Korzystajac z technik za-
prezentowanych w dowodzie Twierdzenia 2.8, wykazemy twierdzenie popra-
wiajace powyzszy wynik. Jego dowod ma prostsza budowe od dowodu Twier-
dzenia 4.3 i korzysta z wag {1,2} na wierzcholkach.

Twierdzenie 4.4 (Kalkowski, [21]). Dia dowolnego grafu G istnieje waze-
niew:V — {1,2} UE — {1,2,3}, bedgce kolorowaniem iloczynowym.

Dowdd. Zalozmy, ze mamy dany spojny graf G = (V, E). W przypadku gdy
G jest grafem niespojnym, mozemy przeprowadzi¢ dowdd osobno niezaleznie
dla kazdej sktadowej spojnosci.

Przez 1 (v) oznaczamy kolor wierzchotka, ktory za kazdym razem jest obli-
czany zgodnie z rownaniem (4.1). Dla kazdego wierzchotka, w trakcie dzia-
lania algorytmu, wybierzemy kolor docelowy, oznaczany przez ¢(v). Kolory
docelowe zostang wybrane tak, by byty rézne dla kazdych dwoch sasiaduja-
cych wierzchotkéw. Bedziemy dazyli do tego, by po ostatnim kroku procedury
wazenia kazdy wierzcholek mial ¥ (v) = ¢(v).

Niech |V(G)| = n. W przypadku gdy n = 1 nie ma nic do wykazania.
Jesli n = 2, wowczas nadajemy wage 1 jedynej krawedzi w GG, a dwoém wierz-
chotkom odpowiednio wage 11 2.

Zalozmy zatem, ze n > 3. W pierwszym kroku nadajemy wszystkim kra-
wedziom w grafie wage 2, a wszystkim wierzchotkom wage 1. W ten sposob
uzyskujemy mozliwo$¢ co najwyzej jednokrotnej modyfikacji wagi krawedzi
(mnozac jej wartos¢ lub dzielac przez 2) oraz jednokrotnego przemnozenia
wagi wierzchotka przez 2. W dalszej czesci algorytmu przetwarzamy wierz-
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chotki w ustalonej kolejnosci V- = {wy,...,v,}. Rozpoczynajac od wierz-
chotka vy, ustalamy ¢(v,) = 1 (v;) = 24"V, Nastepnie, w trakcie przetwarza-
nia kazdego kolejnego wierzchotka v;, gdzie 2 < i < n, wymagamy aby:

o ¥(v5) = ¢(v;) lub ¥(v;) = &(v;)/2, dla kazdego j <.
o ¢(vj) # ¢(v;), jesli istnieje krawedz (v;,v;) € E(G) oraz j,1 < i.
e w(e) =2, dla kazdej krawedzi e = (v;, v;).

Zalozmy, ze v; ma k wierzchotkow sasiadujacych w zbiorze {vy,...,v;_1},
ktorych nazywamy sasiadami poprzedzajacymi v;. Oznaczamy k = |N(v) N
{v, ..., v}

Nastepnie wyznaczamy kolor docelowy dla v;, r6zny od koloréw docelo-
wych jego sgsiadow wystepujacych przed nim w ustalonej kolejnosci, mody-
fikujac wagi krawedzi e = (v;,v;),7 < i. Modyfikacja polega na wybraniu
jednej mozliwosci:

e mozemy pozostawi¢ wage krawedzi bez zmiany, lub,
o jesli ¥ (v;) = ¢(v;)/2, to zmieniamy wage krawedzi na 4,
e jesli ¥(vj) = ¢(v;), to zmieniamy wage krawedzi na 1.

Zauwazmy, ze dla kazdej z krawedzi poprzedzajacych uzyskujemy moz-
liwo$¢ pozostawienia koloru v; bez zmiany lub zmiany koloru v; na nowa
warto$¢. Tym samym mozemy wybraé¢ jednen z k£ nowych koloréw dla v;
lub pozostawi¢ go bez zmiany. Daje nam to k + 1 potencjalnych wartosci dla
o(v;). Wiedzac, ze v; ma dokladnie k sgsiadow poprzedzajacych, wyznaczamy
jego kolor w ten sposob, by spelit wymagania kazdego kolejnego kroku oraz
by nie powodowal zadnego konfliktu z kolorami docelowymi jego sasiadow
poprzedzajacych. Modyfikujemy wagi krawedzi do jego sasiadow poprzedza-
jacych, wybierajac tym samym wartosé¢ ¢ (v;), ktora spelnia oba wymagania.
Ustalamy jednoczesnie ¢(v;) = 1(v;).

W powyzszy sposob przetwarzamy wszystkie pozostale wierzchotki. Po
wybraniu koloru dla v, graf G ma nastepujace wtasnosci:

e kazdy wierzcholek v € V|, ma albo ¢ (v) = ¢(v), albo ¥ (v) = ¢(v)/2,

e zadne dwa sasiadujace wierzcholki nie maja tego samego koloru doce-
lowego,

e wagi wszystkich krawedzi naleza do zbioru {1,2,4},

e wagi wszystkich wierzchotkow wynosza 1.
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Nastepnie, w celu uzyskania kolorowania wtasciwego, pozostaje nadanie
ostatecznego koloru wierzchotkom, dla ktorych ¥ (v) = ¢(v)/2. Dokonujemy
tego zmieniajac ich wage na 2, tym samym zapewniajac ¢(v;) = ¥(v;), dla
1=1,...,n.

W ostatnim kroku, dla tych krawedzi ktére otrzymalty wage 4, zmieniamy ja
na 3. Zauwazmy, ze przed tym krokiem wagi sasiadujacych wierzchotkéw byty
postaci 2'. Po zmianie wag krawedzi rownych 4, kolory wierzchotkéw beda
postaci 2"3P. Wiemy tez, ze kolory sasiadujacych wierzchotkow byly rézne.
Zatem po tym kroku ich kolory pozostana rozne, gdyz beda sie roznity albo
potega liczby 2 albo potega liczy 3, co koriczy dowod. [

4.2 Konfiguracje zetonow

Problem kolorowania grafu poprzez konfiguracje zetonéw polega na utozeniu
na krawedziach grafu skierowanego zetondéw, w taki sposob, ze kolor wierz-
chotka interpretowany jako wynik odejmowania liczby zeton6éw na krawe-
dziach wchodzacych od liczby zetondéw na krawedziach wychodzacych, daje
rozne wartosci dla dowolnych dwoch polaczonych wierzchotkow (kolorowanie
wlasciwe). Problem ten zostal wprowadzony przez Borowieckiego, Grytczuka
i Pil$niak, w pracy [6].

W pracy [6] wprowadzili oni réwniez modyfikacje tego problemu, polegajaca
na wstepnym utozeniu pewnej liczby zetondéw na krawedziach grafu nieskiero-
wanego oraz wykazaniu, ze mozliwe jest takie ich przektadanie, ze uzyskamy
kolorowanie wtasciwe. Przektadanie polega na przetozeniu jednego lub wiecej
zetonoéw z wierzchotka i umieszczeniu na dowolnej krawedzi incydentnej do
tego wierzchotka lub na przelozeniu jednego lub wiecej zetonow z krawedzi
i przetozeniu na wierzchotek incydentny. Liczbe zetonéw na danej krawedzi
oznaczamy przez ¢(e), a na wierzchotku ¢(v). Kolor wierzchotka w tym przy-
padku rozumiany jest jako suma liczby zetonoéw na krawedziach incydentnych
i na samym wierzchotku.

b)=q)+ 3 qle) (4.3)

e=(u,),ecF

Zauwazmy, ze problem konfiguracji zetonow zaklada istnienie wyjscio-
wego utozenia zadanej liczby zetondéw na krawedziach i wierzchotkach oraz
uniemozliwia doktadanie kolejnych zetonéw w razie potrzeby. Tym samym,
problem sprowadza sie réwniez do sprawdzenia jaka taczna liczba zetonow
bedzie wystarczajaca by utworzy¢ kolorowanie wlasciwe.

W pracy [6], Borowiecki, Grytczuk i Piléniak wykazali, ze mozliwa jest
konstrukcja kolorowania wlasciwego poprzez ulozenie |E| zetonéw na krawe-
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dziach grafu oraz takie ich przekladanie, ze wierzchotki otrzymaja 0 lub 1
zetonow, a krawedzie 0, 1 lub 2 zetonow. Twierdzenie to przytoczymy ponizej
wraz z dowodem, ktory opiera sie prawie w calo$ci na dowodzie Twierdzenia
2.8.

Wprowdzmy najpierw parametr pomocniczy, tak zwang ,liczbe koloru-
jaca” oznaczang przez col(G). Zakladamy, ze mamy dany graf G oraz ustalone
uporzadkowanie wierzchotkéw vy, ..., v,. Sasiadami poprzedzajacymi wierz-
chotka v; nazywamy tych sasiadow v; € N(v;), dla ktorych j < i. Niech b(v;)
oznacza liczbe sasiadow poprzedzajacych.

Definicja 4.5. Liczbg kolorujgcq grafu G, col(Q), nazywamy najmniejszq
wartosé k, takqg ze istnieje takie uporzqgdkowanie wierzchotkow, w ktorym dla
dowolnego i =1,...,n, b(v;) <k — 1.

Liczba kolorujaca moze znalez¢ zastosowanie jako ograniczenie dolne na
laczna liczbe roznych koloréw w grafie, ktora nada procedura . Autorzy pracy
[6] zauwazyli ta zaleznosé interpretujac kolory modulo m.

Twierdzenie 4.6. Niech dany bedzie graf G = (V, E) oraz niech m =
col(G). Wowcezas istnieje taka konfiguracja zetonéw ¢ : VU E — Z,,, ze
c(v) € {0,1} oraz c(e) € {0,1,2}.

Dowdd. Niech dany bedzie graf G = (V, E).

W pierwszym kroku uktadamy na wszystkich krawedziach w grafie jeden
zeton. Nastepnie przetwarzamy wierzchotki w ustalonej kolejnosci. Dla prze-
twarzanego wierzchotka v;, w celu odroznienia jego koloru od koloréw jego
sasiadow poprzedzajacych, pozwolimy na przetozenie zetondéw na jego krawe-
dziach e;; = v;v; do sasiadow poprzedzajacych v;. Jesli sasiad poprzedzajacy
ma ¢(v;) = 0, pozwolimy na przelozenie zetonu z krawedzi e;; na wierzcholek
vj, a w przeciwnym przypadku, gdy ¢(v;) = 1, na przetozenie zetonu z wierz-
chotka v; na krawedz e;;. Obie mozliwo$ci nie zmieniajg koloru wierzchotka
vj, a pozwalaja na wybranie jednego nowego koloru dla wierzchotka v;. Jesli
v; ma d sasiadow poprzedzajacych, wowczas mamy d + 1 mozliwych kolo-
row dla wierzchotka v;, poprzez przektadanie zgodne z opisem powyzej. Co
najmniej jeden z tych kolorow bedzie rozny od koloréw sasiadéow poprzedza-
jacych wierzchotka v;. Przektadamy zetony w ten sposob by v; otrzymat kolor
rozny od kolorow sasiadoéw poprzedzajacych wierzchotka v;. Po przetworzeniu
wierzchotka v, uzyskujemy kolorowanie wtasciwe. O
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