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Rozdziaª 1

Wprowadzenie

1.1 Cel rozprawy

Celem niniejszej pracy jest przedstawienie nowych metod rozwi¡zywania pro-
blemów globalnej i lokalnej siªy nieregularno±ci. Powy»sze dwa zagadnienia
rozpatrzymy zarówno dla grafów wa»onych jak i totalnie wa»onych. Tym sa-
mym powstaj¡ dwa problemy lokalnego rozró»niania wierzchoªków i dwa pro-
blemy globalnego rozró»niania wierzchoªków. Wszystkie przedstawione me-
tody i dowody b¦d¡ miaªy charakter algorytmów wyznaczaj¡cych warto±ci
funkcji wa»¡cych.

Dla ka»dego z omawianych problemów zostaªy sformuªowane hipotezy
dotycz¡ce górnego ograniczenia na warto±¢ siªy. Najciekawsz¡ i najszerzej
omówion¡ jest hipoteza 1-2-3 dla problemu lokalnej siªy nirergularno±ci, dla
której zaprezentujemy trzy wyniki, ka»dy poprawiaj¡cy górne ograniczenie
inn¡ metod¡.

Pomimo, »e problem globalnej nieregularno±ci grafu zostaª sformuªowany
prawie 15 lat przed wersj¡ lokaln¡, ze wzgl¦du na kolejno±¢ i konsekwencje
powstawania wyników przedstawionych w niniejszej pracy, rozpoczniemy od
wprowadzenia lokalnej wersji dla totalnego wa»enia.

Rozdziaª drugi dotyczy lokalnego rozró»niania wierzchoªków i skªada si¦
z dwóch cz¦±ci. W pierwszej omówimy problem lokalnej siªy nieregularno±ci
dla totalnego wa»enia. Wprowadzimy podstawowe zagadanienia oraz przyto-
czymy dotychczasowe wyniki w tej dziedzinie, w tym najlepszy: 11-totalne-
wa»enie. Nast¦pnie udowodnimy dwa nowe twierdzenia poprawiaj¡ce ró»-
nymi metodami wcze±niejsze osi¡gni¦cia w tej dziedzinie. Pierwsze z nich
pokazuje konstrukcj¦ lokalnie nieregularnego 5-totalnego-wa»enia i wykorzy-
stuje metod¦ podziaªu zbioru wierzchoªków na trzy podzbiory w celu nadania
odpowiednich wag modulo 4. Drugie zasªuguje na szczególn¡ uwag¦, gdy» do-
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wodzi faktu istnienia lokalnie nieregularnego 3-totalnego-wa»enia, a metoda
w nim wykorzystana, posiadaj¡ca pewn¡ cech¦ zachªann¡, otworzyªa drog¦
do powstania serii wyników dla wszystkich czterech problemów nieregular-
no±ci grafów.
W drugiej cz¦±ci rozdziaªu omówimy problem lokalnej siªy nieregularno±ci
dla wa»enia kraw¦dzi grafu. Przytoczymy dotychczasowe rezultaty, z któ-
rych najlepszy dowodzi, »e istnieje lokalnie nieregularne 13-wa»enie, oraz,
jak ju» wspomnieli±my, zaprezentujemy trzy twierdzenia, które dowodz¡ ist-
nienia lokalnie nieregularnego 10-wa»enia, 6-wa»enia i 5-wa»enia. Ka»de z
tych twierdze« korzysta z innej metody konstrukcji wa»enia.

W rozdziale trzecim przejdziemy do globalnej siªy nieregularno±ci grafu.
W pierwszej cz¦±ci rozpatrzymy to zagadanienie dla wa»enia kraw¦dzi. Omó-
wimy najwa»niejsze wyniki, w tym twierdzenie, które rozró»nia wierzchoªki
wykorzystuj¡c wagi mniejsze od 112n

δ
+ 28. Poprawimy ten rezultat, dowo-

dz¡c istnienia 6
⌈
n
δ

⌉
-wa»enia, które rozró»nia wszystkie wierzchoªki w gra�e.

W drugiej cz¦±ci rozpatrzymy zagadnienie globalnego rozró»niania wierzchoª-
ków, korzystaj¡c z totalnego wa»enia grafu. Przedstawimy w niej dotychcza-
sowe rezultaty. Najlepszy z nich pokazuje konstrukcj¦ (32n

δ
+8)-wa»enia roz-

ró»niaj¡cego wszystkie wierzchoªki w gra�e. Udowodnimy twierdzenie, które
poprawi ten rezultat i ograniczy najwi¦ksz¡ wag¦ kraw¦dzi do 3⌈n

δ
⌉+ 1.

W ostatnim rozdziale zaprezentujemy dwie pokrewne dziedziny rozró»-
niania wierzchoªków, w których stosuj¡c metody wprowadzone w niniejszej
pracy udaªo si¦ uzyska¢ nowe wyniki.

1.2 Podstawowe de�nicje

Przedmiotem naszych bada« b¦d¡ grafy proste, rozumiane jako uporz¡d-
kowane pary G = (V,E), dla których przez V lub V (G) oznaczamy zbiór
wierzchoªków, a przez E lub E(G) zbiór kraw¦dzi e = {u, v}, takich, »e
u, v ∈ V . Dla uproszczenia kraw¦d¹ e = {v, u} cz¦sto oznaczamy przez uv
lub vu. Moc zbioru wierzchoªków zapisujemy jako |V (G)| lub |V |, a zbioru
kraw¦dzi |E(G)| lub ||G||. Moc zbioru wierzchoªków zazwyczaj oznaczamy
liter¡ n.

Mówimy, »e wierzchoªek u ∈ V jest incydentny z kraw¦dzi¡ e ∈ E w
przypadku gdy v ∈ e. Dwa wierzchoªki v1, v2 ∈ V s¡ s¡siaduj¡ce, je±li istnieje
kraw¦d¹ e ∈ E, taka, »e e = uv. Dwie kraw¦dzie e1, e2 ∈ E s¡ s¡siaduj¡ce,
je±li istnieje taki wierzchoªek v ∈ V , »e v ∈ e1 i v ∈ e2.

Zbiór s¡siadów wierzchoªka v w gra�e G oznaczamy przez NG(V ) lub
po prostu N(v), gdy kontekst nie wymaga wskazania grafu G. W kolejnych
wprowadzanych de�nicjach stosujemy podobne uproszczenie, je±li nie jest
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konieczne wskazanie grafu, którego grafu dotyczy dane oznaczenie.
Stopniem wierzchoªka v ∈ V w gra�e G nazywamy liczb¦ kraw¦dzi z nim

incydentnych. Je±li wierzchoªek zawiera p¦tl¦, wówczas jego stopie« wzrasta
o 2. Stopie« wierzchoªka oznaczamy przez dG(v) lub te» d(v). Minimalny
stopie« wierzchoªka w gra�e G oznaczamy przez δ = min {dG(v) : v ∈ V }.
Analogicznie maksymalny stopie« wierzchoªka w gra�e G, de�niujemy jako
∆ = max {dG(v) : v ∈ V }.

Graf G′ = (V ′, E ′) nazywamy podgrafem grafu G i zapiszemy to jako
G′ ⊆ G, gdy V ′ ⊆ V oraz E ′ ⊆ E. W przypadku, gdy E ′ zawiera wszystkie
kraw¦dzie e = uv ∈ E, takie »e u, v ∈ V ′, mówimy »e podgraf G′ jest
podgrafem indukowanym grafu G i oznaczamy to przez G[V ′].

Mówimy, »e graf jest k-regularny (lub te» jest grafem regularnym stopnia
k), je±li wszystkie jego wierzchoªki s¡ stopnia k. W przypadku gdy wszystkie
wierzchoªki grafu s¡ ze sob¡ s¡siaduj¡ce, tzn.G jest (n−1)-regularny, wówczas
mówimy, »e jest grafem peªnym i oznaczamy przez Kn. Grafem dwudzielnym
nazywamy graf którego, którego zbiór wierzchoªków mo»na podzieli¢ na dwa
zbiory V1 i V2, tak, »e V1 ∩ V2 = ∅, V1 ∪ V2 = V oraz nie istnieje kraw¦d¹
e = (u, v), taka, »e u, v ∈ V1 lub u, v ∈ V2. Grafem peªnym dwudzielnym
nazywamy taki graf dwudzielny o podziale V = V1 ∪ V2, »e wszystkie wierz-
choªki u, v, takie »e u ∈ V1 oraz v ∈ V2 s¡ poª¡czone kraw¦dzi¡. Peªny graf
dwudzielny oznaczamy Kn1,n2 , gdzie n1 = |V1| oraz n2 = |V2|
�cie»k¡ nazywamy graf G = (V,E) zawieraj¡cy co najmniej trzy wierz-
choªki, V = {v1, v2, . . . , vn}, o zbiorze kraw¦dzi nast¦puj¡cej postaci: E =
{v0v1, v1v2, . . . , vn−1vn}. Mo»emy zatem zauwa»y¢, »e ±cie»ka jest grafem za-
wieraj¡cym uporz¡dkowane n wierzchoªków, z czego pierwszy i ostatni s¡
stopnia 1, a pozostaªe stopnia 2. Tak¡ ±cie»k¦ oznaczamy przez Pn. Zbiór jej
kraw¦dzi ma n−1 elementów. Je±li do zbioru kraw¦dzi ±cie»ki Pn, zde�niowa-
nej w sposób jak powy»ej, dodamy jedn¡ kraw¦d¹ vnv0, wówczas uzyskamy
graf o n kraw¦dziach i n wierzchoªkach stopnia 2. Taki graf nazywamy cyklem
i oznaczamy Cn.

Grafem spójnym, nazywamy taki graf, w którym mi¦dzy ka»d¡ par¡
wierzchoªków istnieje ±cie»ka. W przypadku gdy G nie posiada tej wªasno-
±ci, wówczas mo»emy powiedzie¢ »e ma co najmniej dwie skªadowe spójno-
±ci. Przez skªadow¡ spójno±ci grafu G rozumiemy, taki podgraf indukowany
G′ = (V ′, E ′) grafu G = (V,E), który jest spójny i nie istnieje wierzchoªek
nale»¡cy do zbioru V \ V ′ poª¡czony ±ci¦»k¡ w G z dowolnym wierzchoªkiem
nale»¡cym do V ′.

Drzewem nazywamy graf G, w którym dowolne dwa wierzchoªki s¡ po-
ª¡czone dokªadnie jedn¡ ±cie»k¡. Podgrafem rozpi¦tym grafu G = (V,E)
nazywamy taki G′ = (V,E ′), gdzie E ′ jest podzbiorem E.

Grafem zawieraj¡cym izolowan¡ kraw¦d¹ nazywamy niespójny graf G,
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który zawiera K2 jako jedn¡ ze skªadowych spójno±ci. Grafem zawieraj¡cym
dwa wierzchoªki izolowane nazywamy niespójny graf G, który zawiera co
najmniej dwa wierzchoªki stopnia 0.

Grafem wa»onym nazywamy graf G, którego kraw¦dzie maj¡ dodatkowo
przyporz¡dkowane liczby naturalne wi¦ksze od zera, zwane wagami. Funkcja
ω, zwana wa»eniem, okre±la to przyporz¡dkowanie:

ω : E → {1, . . . , k} (1.1)

Przez ω(e) oznaczamy wag¦ kraw¦dzi e, a caªe wa»enie ω nazywamy k-
wa»eniem.

Stopniem wa»onym wierzchoªka v w gra�e wa»onym nazywamy sum¦ wag
kraw¦dzi z nim incydentnych, co zapisujemy w nast¦puj¡cy sposób:

ψ(v) =
∑
e=vu

ω(e) (1.2)

Grafem totalnie wa»onym nazywamy graf wa»ony, którego wierzchoªki
maj¡ dodatkowo przyporz¡dkowan¡ liczb¦ naturaln¡ wi¦ksz¡ od zera. Przy-
porz¡dkowanie dla tego grafu okre±la funkcja ω zwana totalnym wa»eniem:

ω : E ∪ V → {1, . . . , k} (1.3)

Takie totalne wa»enie grafu G, nazywamy k-totalnym-wa»eniem. Stopniem
totalnie wa»onym wierzchoªka v nazywamy w tym przypadku sum¦ jego wagi
i wag kraw¦dzi z nim incydentnych:

ψ(v) =
∑
e=vu

ω(e) + ω(v). (1.4)

W dalszej cz¦±ci pracy, omawiaj¡c algorytmy totalnego wa»enia, dla uprosz-
czenia cz¦sto pomijamy sªowo "totalne". Jednak»e w przypadku, gdy w kon-
tek±cie danego paragrafu lub dowodu mówimy zarówno o wa»eniu zwykªym
jak i totalnym, wówczas nie stosujemy tego uproszczenia. Ponadto, zamiast
nazwy �stopie« wa»ony� lub �stopie« totalnie wa»ony�, cz¦sto u»ywamy na-
zwy �kolor� lub �totalny kolor�.

Mówimy, »e graf G jest nieregularny w przypadku, gdy wszystkie lub
tylko s¡siaduj¡ce wierzchoªki s¡ ró»nego stopnia (zale»y to od rodzaju nie-
regularno±ci, które omówimy poni»ej). Zauwa»my, »e ka»dy graf zawiera co
najmniej dwa wierzchoªki tego samego stopnia. Sytuacja zmienia si¦, kiedy
rozpatrzymy grafy wa»one i totalnie wa»one (rys. 1.1) oraz uzyskane kolory
wierzchoªków.

W niniejszej pracy rozwa»amy dwa rodzaje nieregularno±ci. Lokaln¡ niere-
gularno±¢, zwan¡ te» w odniesieniu do klasycznej teorii grafów kolorowaniem
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Rysunek 1.1: Graf prosty, graf wa»ony i graf totalnie wa»ony

wªa±ciwym, oraz globaln¡ nieregularno±¢, zwan¡ dalej po prostu nieregular-
no±ci¡.

Lokalna nieregularno±¢ grafu polega na takim ustaleniu kolorów w gra-
�e G, by ka»de dwa wierzchoªki poª¡czone kraw¦dzi¡ miaªy ró»ne kolory. W
odniesieniu do interpretacji stopnia wa»onego jako koloru wierzchoªka, zna-
lezienie lokalnej nieregularno±ci polega na znalezieniu takiego wa»enia (total-
nego wa»enia) grafu, by stopnie wa»one (totalne stopnie wa»one) dowolnych
dwóch poª¡czonych wierzchoªków byªy ró»ne.

De�nicja 1.1. Mówimy, »e graf G jest lokalnie nieregularny, gdy dla ka»-
dej kraw¦dzi e = uv stopie« wa»ony wierzchoªków z ni¡ incydentnych jest
ró»ny.

∀e=uvψ(u) ̸= ψ(v) (1.5)

Globalna nieregularno±¢ grafu polega na takim ustaleniu kolorów w gra�e
G, »e dowolne dwa wierzchoªki maj¡ ró»ne kolory. W przypadku koloru wierz-
choªka, rozumianego jako jego stopie« wa»ony, znalezienie globalnej nieregu-
larno±ci grafu polega na wyznaczeniu takiego wa»enia (totalnego wa»enia)
grafu, by kolory (totalne kolory) wszystkich wierzchoªków byªy ró»ne.

De�nicja 1.2. Mówimy, »e graf G jest nieregularny, gdy dla ka»dej pary
wierzchoªków w G ich stopie« wa»ony jest ró»ny.

∀v,u∈V ψ(u) ̸= ψ(v) (1.6)

Grafy wa»one maj¡ swoj¡ prost¡ gra�czn¡ interpretacj¦ jako multigrafy,
w których ka»da kraw¦d¹ e jest reprezentowana przez jej ω(e) kopii. Wów-
czas stopie« wierzchoªka w multigra�e równy jest stopniowi wa»onemu w
gra�e wa»onym. Reprezentacja gra�czna grafów totalnie wa»onych poprzez
multigrafy jest niemo»liwa ze wzgl¦du na brak mo»liwo±ci skonstruowania



1.2 Podstawowe de�nicje 8

kraw¦dzi, która nada wierzchoªkowi nieparzysty kolor (p¦tla zwi¦ksza kolor
o 2). Dlatego te» w obu przypadkach w niniejszej pracy, w celu oznaczenia
wa»enia i totalnego wa»enia korzystamy z liczb naturalnych umieszczonych
wewn¡trz wierzchoªka lub obok jej kraw¦dzi.

Przez siª¦ grafu wa»onego G rozumiemy najwi¦ksz¡ wag¦ spo±ród jego
kraw¦dzi. Tym samym lokaln¡ siª¡ nieregularno±ci, sl(G), nazywamy naj-
mniejsz¡ mo»liw¡ siª¦ G, tak¡ by graf byª lokalnie nieregularny. Globaln¡
siª¡ nieregularno±ci, s(G), nazywamy najmniejsz¡ mo»liw¡ siª¦ G, tak¡ by
graf byª globalnie nieregularny. Analogicznie dla wa»e« totalnych, de�niu-
jemy lokaln¡ totaln¡ siª¦ nieregularno±ci, slt(G), oraz globaln¡ totaln¡ siª¦
nieregularno±ci, st(G).

�atwo mo»na wykaza¢, »e w przypadku zwykªego wa»enia, uzyskanie nie-
regularnego wa»enia mo»e by¢ niemo»liwe. Na przykªad, gdy G zawiera izo-
lowan¡ kraw¦d¹ lub dwa izolowane wierzchoªki. W takim przypadku przyj-
mujemy, »e siªa nieregularno±ci wynosi ∞.

Algorytmem wa»enia grafu G nazywamy ci¡g operacji, które wyzanaczaj¡
warto±ci funkcji ω. Algorytm mo»e posiada¢ informacj¦ o warto±ci siªy nie-
regularno±ci w G, jak równie» dziaªa¢ niezale»nie od niej.

Zªo»ono±ci¡ obliczeniow¡ algorytmu lub te» jego zªo»ono±ci¡ czasow¡ na-
zywamy liczb¦ wykonanych elementarnych operacji. Zªo»ono±¢ obliczeniowa
jest najcz¦±ciej zale»na od rozmiaru danych wej±ciowych. W niniejszej pracy
przez rozmiar danych wej±ciowych rozumiemy liczb¦ wierzchoªków grafu G.
Okre±laj¡c szacowan¡ zªo»ono±¢ obliczeniow¡ algorytmu korzystamy z zapisu
mówi¡cego o asymptotycznym zachowaniu si¦ funkcji. Pisz¡c, »e algorytm P
o zªo»ono±ci obliczeniowej f(n) ma zªo»ono±¢ obliczeniow¡ O(g(n)), rozu-
miemy, »e istnieje taka staªa C oraz taka warto±¢ n0, »e:

∀n>n0f(n) ≤ Cg(n) (1.7)

Algorytmem zachªannym nazywamy taki sposób dziaªania algorytmu,
który w ka»dym kroku dokonuje zachªannego wyboru, tzn. najlepszego w
danej chwili wyboru rozwi¡zania cz¦±ciowego.

W klasycznej teorii grafów, problem kolorowania wªa±ciwego sprowadza
si¦ do wykorzystania jak najmniejszej liczby kolorów nadanych wierzchoªkom.
W przypadku nieregularno±ci grafów wa»onych parametrem, który jest gªów-
nym przedmiotem bada«, jest siªa nieregularno±ci grafu. Oczywi±cie liczba
kolorów nadanych w gra�e lokalnie nieregularnym jest co najmniej tak du»a,
jak liczba kolorów w rozumieniu klasycznym.



Rozdziaª 2

Lokalne rozró»nianie
wierzchoªków

2.1 Rozró»nianie totalnymi sumami

Problem lokalnej siªy nieregularno±ci totalnego wa»enia grafu zostaª sformu-
ªowany przez Przybyªo i Wo¹niaka w 2007 roku w pracy [36]. Pomimo, »e
zostaª on sformuªowany jako ostatni z czterech gªównych zagadnie« omawia-
nych w niniejszej pracy, rozpoczynamy od niego, gdy» metodologia wykorzy-
stana w przeprowadzonych dowodach, miaªa kluczowy wpªyw na powstanie
wyników zaprezentowanych w dalszej cz¦±ci pracy. Problem ten wywodzi si¦ z
dwóch rozpatrywanych wcze±niej zagadanie«: totalnego wa»enia grafu, wpro-
wadzonego przez Ba£¦, Jendrola, Millera i Ryana w 2002 roku w pracy [7]
(rozdziaª 3.2) oraz lokalnego rozró»niania grafu sumami wag kraw¦dzi, wpro-
wadzonego w tym samym roku przez Karo«skiego, �uczaka i Thomasona w
pracy [27] (rozdziaª 2.2).

Problem lokalnej siªy nieregularno±ci grafu dla totalnego wa»enia polega
na znalezieniu takiego totalnego wa»enia grafu, którego stopnie wa»one s¡sia-
duj¡cych wierzchoªków s¡ ró»ne oraz siªa grafu jest minimalna (tzn. maksy-
malna nadana waga jest mo»liwie najmniejsza). Kierunki bada« b¦d¡ zatem
zmierzaªy do znalezienia ogranicze« na warto±¢ slt(G) oraz algorytmów wa-
»enia o jak najmniejszej sile.

Wskazanie ograniczenia dolnego dla dowolnego grafu sprowadza si¦ do
konstrukcji grafu, którego siªa nie mo»e by¢ mniejsza ni» zadana warto±¢.
Oczywiste jest istnienie grafów, których stopnie (rozumiane w sposób zwy-
kªy) s¡siaduj¡cych wierzchoªków s¡ ró»ne i tym samym slt(G) = 1. Nale»¡
do nich np. gwiazda lub peªne grafy dwudzielne Kn1,n2 , takie, »e n1 ̸= n2.
Konstrukcja tych grafów przedstawiona jest na rysunku 2.1. Dla formalno±ci
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Rysunek 2.1: Graf peªny dwudzielny K2,3, gwiazda K1,5

mo»emy zatem powiedzie¢, »e totalna lokalna siªa nieregularno±ci dowolnego
grafu prostego jest na pewno wi¦ksza lub równa 1. Mo»liwe jest równie» wy-
kazanie istnienia grafów o slt(G) = 2. Nale»¡ do nich zarówno znane grafy
rzadkie o zadanej strukturze np. cykle, ±cie»ki, jak i grafy g¦ste - peªne.
Zauwa»my, »e w przypadku grafu peªnego warto±¢ totalnej lokalnej siªy nie-
regularno±ci jest równa warto±ci globalnej totalnej siªy nieregularno±ci, to
znaczy, slt(G) = st(G).

Twierdzenie 2.1 (Przybyªo, Wo¹niak [36]). Totalna lokalna siªa nieregu-
larno±ci grafu peªnego wynosi 2.

Dowód tego twierdzenia ma konstrukcj¦ indukcyjn¡ i opiera si¦ na dowo-
dzie znanego wcze±niej twierdzenia, mówi¡cego »e lokalna siªa nieregularno±ci
dla zwykªego wa»enia wynosi 3 (patrz Twierdzenie 2.9).

W prosty sposób mo»na wykaza¢ prawdziwo±¢ poni»szych dwóch oszaco-
wa«.

Twierdzenie 2.2. Dla dowolnego grafu G:

slt(G) ≤ n <∞ (2.1)

slt(G) ≤ sl(G) (2.2)

Dowód. Zaªó»my »e mamy dany graf G = (V,E). Nadajemy wszystkim
kraw¦dziom grafu wagi 1, a wierzchoªkom tymczasowo 0. Nast¦pnie usta-
wiamy wierzchoªki w kolejno±ci od najmniejszego do najwi¦kszego stopnia
(v1, . . . , vn), tak, »e ψ(v1) ≤ . . . ≤ ψ(vn). W ustalonej przed kolejno±ci nada-
jemy wierzchoªkom wagi kolejno z uporz¡dkowanego zbioru (1, . . . , n). Tym
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samym uzyskujemy ostatecznie ψ(v1) < . . . < ψ(vn). Maksymalna waga
kraw¦dzi w gra�e wynosi 1, a maksymalna waga wierzchoªka wynosi n, co
dowodzi poprawno±¢ oszacowania (2.1).
W celu udowodnienia oszacowania (2.2), skorzystamy z zaªo»enia, »e istnieje
nieregularne zwykªe wa»enie ω : E → {1, . . . , k} grafu G = (V,E) o sile
sl(G). Nast¦pnie, nadaj¡c wagi 1 wszystkim wierzchoªkom, oraz pozosta-
wiaj¡c wagi ω bez zmian, uzyskujemy nieregularne wa»enie ω′ : E ∪ V →
{1, . . . , k} o sile nieregularno±ci slt(G) ≤ sl(G).

Dotychczas nie udaªo si¦ wykaza¢ istnienia grafów, dla których slt(G) > 2.
Pozwala to przypuszcza¢, »e totalna lokalna siªa nieregularno±¢ wynosi 2. W
pracy [36], Przybyªo i Wo¹niak sformuªowali tak zwan¡ hipotez¦ 1-2:

Hipoteza 2.3 (Przybyªo, Wo¹niak, [36]). Dla dowolnego grafu G istnieje
2-totalne-wa»enie b¦d¡ce kolorowaniem wªa±ciwym.

Hipoteza pozostaªa dotychczas nieudowodniona, a najlepszym znanym
oszacowaniem warto±ci slt(G) jest wynik zaprezentowany w dalszej cz¦±ci
rozdziaªu.

Autorami wi¦kszo±ci znanych ogranicze« na totaln¡ lokaln¡ siª¦ niere-
gularno±ci s¡ Przybyªo i Wo¹niak. Uzyskali oni bardzo dobre ograniczenia,
przeksztaªcaj¡c metody, które powstaªy wcze±niej dla lokalnej siªy nieregu-
larno±ci.

Twierdzenie 2.4 (Przybyªo, Wo¹niak, [36]). Dla dowolnego grafu G =
(V,E) istnieje 11-totalne-wa»enie b¦d¡ce kolorowaniem wªa±ciwym, podczas
gdy dla grafów 3-kolorowalnych, 4-regularnych oraz dwudzielnych istnieje 2-
totalne-wa»enie b¦d¡ce kolorowaniem wªa±ciwym.

Zauwa»my, »e dowód twierdzenia dla grafu dwudzielnego ma bardzo pro-
st¡ konstrukcj¦. Zaªó»my, »e mamy dany dwudzielny graf G = (V,E) o po-
dziale zbioru wierzchoªków V = V1 ∪ V2. Nadajemy wszystkim kraw¦dziom
w gra�e wagi 1. Nast¦pnie ka»demu wierzchoªkowi ze zbioru V1 nadajemy
wag¦ 1 w przypadku, gdy suma wag jego kraw¦dzi jest nieparzysta, a 2 w
przeciwnym przypadku. Analogicznie ka»demu wierzchoªkowi ze zbioru V2
nadajemy wag¦ 1 w przypadku, gdy suma wag jego kraw¦dzi jest parzysta,
a 2 w przeciwnym przypadku. Uzyskujemy tym samym parzyste kolory dla
wierzchoªków ze zbioru V1 oraz nieparzyste kolory dla wierzchoªków ze zbioru
V2. Jednocze±nie maksymalna waga wynosi 2.

Wkrótce po opublikowaniu pracy [36], Przybyªo udowodniª w notce [32]
nast¦puj¡ce twierdzenie, które do czasu powstania wyników zaprezentowa-
nych w niniejszej rozprawie, byªo najlepszym oszacowaniem dla grafów regu-
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larnych:

Twierdzenie 2.5 (Przybyªo, [32]). Dla dowolnego regularnego grafu G =
(V,E) istnieje 7-totalne-wa»enie b¦d¡ce kolorowaniem wªa±ciwym.

W dalszej cz¦±ci rozdziaªu udowodnimy dwa twierdzenia dotycz¡ce to-
talnej lokalnej siªy nieregularno±ci dla dowolnego grafu. Pierwsze, pokazuje
konstrukcj¦ 5-totalnego-wa»enia b¦d¡cego kolorowaniem wªa±ciwym. Wynik
ten nie doczekaª si¦ publikacji, gdy» kilka tygodni po powstaniu zostaª po-
prawiony. Jednak»e ze wzgl¦du na metod¦, z której korzysta w dowodzie, jest
u»yteczny z punktu widzenia dalszych bada«. W szczególno±ci, idea dowodu
mo»e si¦ okaza¢ u»yteczna przy poprawianiu ogranicze« dla pokrewnych pro-
blemów rozró»niania wierzchoªków.

Twierdzenie 2.6 (Kalkowski, [22]). Dla dowolnego grafu G istnieje 5-
totalne-wa»enie b¦d¡ce kolorowaniem wªa±ciwym.

W dowodzie tego twierdzenia skorzystamy z lematu udowodnionego w
pracy [1] przez Addario-Berry'ego, Aldreda, Dalala i Reeda :

Lemat 2.7 (Addario-Berry, Aldred, Dalal, Reed, [1]). Dla dowolnego spój-
nego grafu G = (V,E), który nie jest 3-kolorowalny, istnieje taki podziaª
zbioru wierzchoªków na rozª¡czne zbiory V0, V1, V2, »e (dla i liczonego modulo
3):

1. ∀v∈Vi
|N(v) ∩ Vi+1| ≥ |N(v) ∩ Vi|,

2. ∀v∈Vi
|N(v) ∩ Vi+1| ≥ 1

Dowód Twierdzenia 2.6. Zaªó»my, »e G jest grafem spójnym. W przypadku
gdy G jest grafem niespójnym, mo»emy przeprowadzi¢ dowód osobno nie-
zale»nie dla ka»dej skªadowej spójno±ci. Dodatkowo zaªó»my, »e G nie jest
3-kolorowalny. W przeciwnym przypadku skorzystamy z Twierdzenia 2.4 udo-
wodnionego w pracy [36].

Dzielimy zbiór wierzchoªków tak, by speªniaª zaªo»enia Lematu 2.7. Na-
st¦pnie nadajemy wszystkim kraw¦dziom w gra�e wag¦ 3, a wierzchoªkom
wag¦ 1. Tym samym, w celu uzyskania 5-totalnego-wa»enia, mamy mo»liwo±¢
zwi¦kszenia lub zmniejszenia wag kraw¦dzi o warto±ci {0, 1, 2} oraz zwi¦ksze-
nia wag wierzchoªków o warto±¢ ze zbioru {0, 1, 2, 3, 4}. Naszym celem jest
taka mody�kacja wag w gra�e, by po zako«czeniu dziaªania procedury kolory
s¡siaduj¡cych wierzchoªków byªy ró»ne oraz:

• dla ka»dego v ∈ V0, ψ(v) ≡ 1 mod 4,
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• dla ka»dego v ∈ V1, ψ(v) ≡ 3 mod 4,

• dla ka»dego v ∈ V2, ψ(v) ≡ 0, 2 mod 4.

Wierzchoªki przetwarzamy w ustalonej kolejno±ci, najpierw analizuj¡c zbiór
V0, nast¦pnie V1, a jako ostatni V2. W trakcie przetwarzania wierzchoªka v wy-
bieramy dla niego jego docelowy kolor, tj. taki, który otrzyma po zako«czeniu
dziaªania caªej procedury. Kolor ten oznaczamy przez ϕ(v). Kolor wierzchoªka
mo»e si¦ zmienia¢ w trakcie przetwarzania s¡siadów wyst¦puj¡cych w ustalo-
nej kolejno±ci po v. Tzn. mo»e wyst¡pi¢ taka sytuacja »e ψ(v) ̸= ϕ(v). Dbamy
jednak o to, by v miaª mo»liwo±¢ takiego zmody�kowania swojej wagi, by w
ostatnim kroku algorytmu uzyskaª ψ(v) = ϕ(v).

Rozpoczynamy od wierzchoªków ze zbioru V0. Ustalamy ich kolejno±¢
{v1, . . . , vk} oraz przypisujemy warto±¢ 1 do licznika i, który oznacza numer
wierzchoªka przetwarzanego w bie»¡cym kroku.

W trakcie przetwarzania wierzchoªka vi sprawdzamy czy jego obecny ko-
lor przystaje do 1 mod 4, oraz czy jest ró»ny od kolorów docelowych wierz-
choªków ze zbioru N(vi)∩ {v1, . . . , vi−1}. Je±li speªnia oba warunki, przecho-
dzimy do nast¦pnego wierzchoªka w kolejno±ci, ustawiaj¡c ϕ(vi) = ψ(vi) oraz
i = i+ 1.

W przeciwnym przypadku kolor wierzchoªka nie przystaje do 1 mod 4 lub
powoduje kon�ikt z którym± ze swoich s¡siadów ze zbioruN(vi)∩{v1, . . . , vi−1}.
W celu ustalenia koloru docelowego dla vi mody�kujemy wagi kraw¦dzi ze
zbioru Evi = {e = vivj : vj ∈ N(vi) ∩ V1}.

Do wagi ka»dej takiej kraw¦dzi mo»emy doda¢ lub odj¡¢ warto±¢ ze zbioru
{0, 1, 2}. Dzi¦ki temu, kolor wierzchoªka vi mo»e przyj¡¢ jedn¡ z warto±ci ze
zbioru {−2|Evi| + ψ(vi), . . . , 2|Evi| + ψ(vi)}. W zbiorze tym jest 4|Evi| + 1
kolejnych warto±ci. Dodatkowo pozwolimy na dodanie do wagi wierzchoªka
warto±ci ze zbioru {0, 1, 2, 3}. W ten sposób uzyskali±my zbiór mo»liwych ko-
lorów dla vi zawieraj¡cy 4|Evi|+4 kolejnych warto±ci. Jest w nim co najmniej
|Evi|+ 1 warto±ci przystaj¡cych do 1 mod 4.

Opieraj¡c si¦ na podziale zbioru V , wynikaj¡cym z Lematu 2.7, wiemy,
»e |Evi| ≥ |N(vi) ∩ {v1, . . . , vi−1}|. Zatem, mody�kuj¡c odpowiednio wagi
kraw¦dzi Evi i wag¦ wierzchoªka vi, mo»emy wybra¢ nowy kolor dla vi, który
przystaje do 1 mod 4 i nie powoduje kon�iktów z kolorami wierzchoªków
ze zbioru N(vi) ∩ {v1, . . . , vi−1}. Dokonujemy odpowiednich mody�kacji i
ustalamy warto±¢ ϕ(vi). Przechodzimy do kolejnego wierzchoªka ustawiaj¡c
i = i+ 1.

W przypadku gdy warto±¢ licznika i przekroczyªa k przechodzimy do prze-
twarzania wierzchoªków ze zbioru V1. Ustalamy w nim kolejno±¢ wierzchoªków
{vk+1, . . . , vl} i post¦pujemy zgodnie z poni»szym opisem.
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W trakcie przetwarzania wierzchoªka vi sprawdzamy, czy jego obecny ko-
lor przystaje do 3 mod 4 oraz czy jest ró»ny od kolorów docelowych wierz-
choªków z N(vi) ∩ {vk+1, . . . , vi−1}. Je±li speªnia oba warunki, przechodzimy
do nast¦pnego wierzchoªka w kolejno±ci, ustawiaj¡c ϕ(vi) = ψ(vi) oraz i =
i+ 1.

W przeciwnym przypadku kolor wierzchoªka nie przystaje do 3 mod 4
lub powoduje kon�ikt z którym± ze swoich s¡siadów N(vi)∩{vk+1, . . . , vi−1}.
W celu ustalenia koloru docelowego dla vi mody�kujemy wagi kraw¦dzi ze
zbioru Evi = {e = vivj : vj ∈ N(vi) ∩ V2}.

Do wagi ka»dej takiej kraw¦dzi mo»emy doda¢ lub odj¡¢ warto±¢ ze zbioru
{0, 1, 2}. Tym samym, kolor wierzchoªka vi mo»e przyj¡¢ jedn¡ z warto±ci ze
zbioru {−2|Evi| + ψ(vi), . . . , 2|Evi| + ψ(vi)}. W zbiorze tym jest 4|Evi| + 1
kolejnych warto±ci. Dodatkowo pozwolimy na dodanie do wagi wierzchoªka
warto±ci ze zbioru {0, 1, 2, 3}. W ten sposób uzyskamy zbiór mo»liwych kolo-
rów dla vi zawieraj¡cy 4|Evi|+4 kolejnych warto±ci. Jest w nim co najmniej
|Evi|+ 1 warto±ci przystaj¡cych do 3 mod 4.
Zatem, na podstawie podziaªu zbioru V , wynikaj¡cym z Lematu 2.7, wiemy,
»e |Evi| ≥ |N(vi) ∩ {vk+1, . . . , vi−1}|. Tym samym mody�kuj¡c odpowied-
nio wagi kraw¦dzi Evi i wag¦ wierzchoªka vi wyznaczamy nowy kolor dla vi,
który przystaje do 3 mod 4 i nie powoduje kon�iktów z kolorami wierzchoª-
ków ze zbioru N(vi) ∩ {vk+1, . . . , vi−1}. Warto±¢ t¡ oznaczamy przez ϕ(vi).
Przechodzimy do kolejnego wierzchoªka ustawiaj¡c i = i+ 1.

W przypadku gdy warto±¢ licznika i przekroczyªa l przechodzimy do
przetwarzania wierzchoªków ze zbioru V2. Ustalamy kolejno±¢ wierzchoªków
{vl+1, . . . , vn}.

W trakcie przetwarzania wierzchoªka vi sprawdzamy czy jego obecny ko-
lor przystaje do 0, 2 mod 4 oraz czy jest ró»ny od kolorów docelowych wierz-
choªków ze zbioru N(vi) ∩ {vl+1, . . . , vi−1}. Je±li speªnia oba warunki, prze-
chodzimy do sprawdzania nast¦pnego wierzchoªka w kolejno±ci, ustawiaj¡c
i = i+ 1.

W przeciwnym przypadku wiemy, »e kolor wierzchoªka nie przystaje do
0, 2 mod 4 lub powoduje kon�ikt z którym± ze swoich s¡siadów ze zbioru
N(vi) ∩ {vl+1, . . . , vi−1}. W celu ustalenia koloru docelowego dla vi mody�-
kujemy wagi kraw¦dzi ze zbioru Evi = {e = vivj : vj ∈ N(vi) ∩ V0}. W tym
przypadku rozpatrzymy ka»d¡ kraw¦d¹ indywidualnie, gdy» musimy uwa-
»a¢, by kolory wierzchoªków z V0 nie oddaliªy si¦ �za bardzo� od swojego
docelowego koloru. Rozpatrujemy zatem kraw¦dzie postaci e = vivj, gdzie
1 ≤ j ≤ k. Zauwa»my, »e wszystkie te kraw¦dzie maj¡ wag¦ 3, a wierzchoªki
vj mog¡ mie¢ wag¦ ze zbioru {1, 2, 3, 4}. Dodatkowo przed rozpocz¦ciem prze-
twarzania vl wszystkie wierzchoªki ze zbioru V0 maj¡ ϕ(v) = ψ(v).

Rozpatrzmy zatem kraw¦d¹ e = vivj, 1 ≤ j ≤ k. Je±li ω(vj) ≥ 3, wówczas
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mo»emy doda¢ do ω(e) warto±ci {0, 1, 2}, jednocze±nie odpowiednio zmniej-
szaj¡c warto±¢ ω(vj) i tym samym pozostawiaj¡c ψ(vj) bez zmian. W przy-
padku gdy ω(vj) ≤ 2, wówczas sprawdzamy warto±¢ ψ(vj). Je±li:

• ψ(vj) = ϕ(vj) wówczas mo»emy odj¡¢ od wagi ω(e) warto±ci {0, 1, 2},

• ψ(vj) = ϕ(vj) − 1 wówczas mo»emy doda¢ lub odj¡¢ od wagi ω(e)
warto±ci {0, 1},

• ψ(vj) = ϕ(vj) − 2 wówczas mo»emy doda¢ do wagi ω(e) warto±ci
{0, 1, 2}.

Spowoduje to, »e kolor ψ(vj) b¦dzie ró»ny od koloru docelowego ϕ(vj), który
zapewniaª nam poprawne kolorowanie. Jednak»e ªatwo mo»emy zauwa»y¢,
»e taka sytuacja ma miejsce tylko w przypadku, gdy ω(vj) ≤ 2. Ponadto
bie»¡cy koloru nie b¦dzie si¦ ró»niª o wi¦cej ni» 2 od koloru docelowego (tj.
ϕ(vj)− ψ(vj) ≤ 2).

Powy»szy krok dla ka»dej kraw¦dzi e = vivj umo»liwia nam mody�kacj¦
jej wagi o dwie warto±ci (uzyskuj¡c 3 kolejne potencjalne warto±ci dla ψ(vj)).
Zatem kolor ψ(vj) mo»e przyj¡¢ warto±ci ze zbioru {−2m + ψ(vi), . . . , 2p +
ψ(vi)}, gdzie p+m = |Evi|. Fakt ten, w poª¡czeniu z mo»liwo±ci¡ mody�kacji
wagi wierzchoªka vi o {0,+1,+2}, pozwala na uzyskanie 2|Evi|+2 kolejnych
warto±ci dla koloru vi. Jest w±ród nich co najmniej |Evi|+1 ró»nych kolorów,
przystaj¡cych do 0, 2 mod 4.

Zatem na podstawie podziaªu zbioru V , wynikaj¡cym z Lematu 2.7,
wiemy, »e |Evi| ≥ |N(vi) ∩ {vl+1, . . . , vi−1}|. Mody�kuj¡c odpowiednio wagi
kraw¦dzi Evi i wag¦ wierzchoªka vi wyznaczamy nowy kolor dla vi, który
przystaje do 0, 2 mod 4 i nie powoduje kon�iktów z kolorami docelowymi
wierzchoªków ze zbioru N(vi) ∩ {vl+1, . . . , vi−1}. Warto±¢ tak¡ oznaczymy
przez ϕ(vi).

W �nalnym kroku, pozostaje ponowne przetworzenie wierzchoªków ze
zbioru V0. Je±li dla wierzchoªka vi (1 ≤ i ≤ k) kolor docelowy ró»ni si¦
od koloru bie»¡cego ϕ(vi) ̸= ψ(vi), wówczas dodajemy do ω(vi) warto±¢
ϕ(vi)− ψ(vi), uzyskuj¡c tym samym ϕ(vi) = ψ(vi), co ko«czy dowód.

Drugie twierdzenie, które udowodnimy, poprawia wynik zaprezentowany
powy»ej i jest obecnie najlepszym ograniczeniem górnym. Jednocze±nie jest
to mo»liwie najbli»sze nieoptymalne ograniczenie górne w odniesieniu do Hi-
potezy 2.3.

Twierdzenie 2.8 (Kalkowski, [20]). Dla dowolnego grafu G = (V,E) ist-
nieje 3-totalne-wa»enie ω b¦d¡ce kolorowaniem wªa±ciwym. Wa»enie ω nadaje
kraw¦dziom wagi ze zbioru {1, 2, 3}, a wierzchoªkom wagi ze zbioru {1, 2}.
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Dowód. Zaªó»my, »e mamy dany spójny graf G = (V,E). W przypadku gdy
G jest grafem niespójnym, mo»emy przeprowadzi¢ dowód osobno niezale»nie
dla ka»dej skªadowej spójno±ci.
Przez ψ(v) oznaczamy kolor wierzchoªka, który za ka»dym razem jest ob-
liczany w sposób zde�niowany w równaniu (1.4). Dla ka»dego wierzchoªka
w trakcie dziaªania algorytmu przypiszemy jego kolor docelowy, oznaczany
przez ϕ(v). Kolor ten nie ulega pó¹niejszej zmianie i chcemy, by po zako«-
czeniu procedury ka»dy wierzchoªek miaª ψ(v) = ϕ(v). Niech |V (G)| = n.
W przypadku, gdy n = 1 nie ma nic do wykazania. Je±li n = 2, wówczas
nadajemy wag¦ 1 jedynej kraw¦dzi w G, a dwóm wierzchoªkom odpowiednio
wag¦ 1 i 2. Zaªó»my zatem, »e n ≥ 3.
W pierwszym kroku nadajemy wszystkim kraw¦dziom w gra�e wag¦ 2, a
wszystkim wierzchoªkom wag¦ 1. W ten sposób uzyskujemy mo»liwo±¢ co
najwy»ej jednokrotnego dodania albo odj¦cia warto±ci 1 od wagi kraw¦dzi
oraz jednokrotnego zwi¦kszenia wagi wierzchoªka o warto±¢ 1.
W dalszej cz¦±ci algorytmu przetwarzamy wierzchoªki w ustalonej kolejno-
±ci V = {v1, . . . , vn}. Rozpoczynaj¡c od wierzchoªka v1, ustalamy ϕ(v1) =
ψ(v1) = 2d(vi). Nast¦pnie, w trakcie przetwarzania ka»dego kolejnego wierz-
choªka vi, gdzie 2 ≤ i ≤ n, korzystamy z nast¦puj¡cych zaªo»e« algorytmu:

• ψ(vj) = ϕ(vj) lub ψ(vj) = ϕ(vj)− 1, dla ka»dego j < i.

• ϕ(vj) ̸= ϕ(vl), je±li istnieje kraw¦d¹ vivj ∈ E(G) oraz j, l < i.

• ω(e) = 2, dla ka»dej kraw¦dzi e = vivl.

Zaªó»my, »e vi ma k wierzchoªków s¡siaduj¡cych w zbiorze {v1, . . . , vi−1},
k = |N(v) ∩ {v1, . . . , vi−1}|, które nazywamy s¡siadami poprzedzaj¡cymi vi.

Wyznaczymy kolor docelowy dla vi, ró»ny od docelowych kolorów jego
s¡siadów poprzedzaj¡cych. W tym celu pozwalamy na mody�kacj¦ wag kra-
w¦dzi do jego s¡siadów poprzedzaj¡cych, e = vjvi, j < i, w taki sposób,
»e:

• mo»emy pozostawi¢ wag¦ kraw¦dzi bez zmiany, lub,

• albo dodajemy do wagi kraw¦dzi 1, je±li ψ(vj) = ϕ(vj)− 1,

• albo odejmujemy od wagi kraw¦dzi 1, je±li ψ(vj) = ϕ(vj) + 1.

Zauwa»my, »e w ten sposób uzyskujemy mo»liwo±¢ zmiany koloru wierzchoªka
vi na jedn¡ z warto±ci z przedziaªu [2d(vi)− s, 2d(vi) + t], gdzie s+ t = k. W
przedziale tym jest k+1 potencjalnych warto±ci dla ψ(vi). Wiedz¡c, »e vi ma
dokªadnie k s¡siadów poprzedzaj¡cych, mo»emy wyznaczy¢ jego kolor w ten
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sposób, by zachowa¢ zaªo»enia algorytmu oraz by nie powodowaª »adnego
kon�iktu z kolorami docelowymi jego s¡siadów poprzedzaj¡cych. Wybieramy
zatem wªa±ciw¡ warto±¢ ψ(vi), dokonuj¡c jednocze±nie odpowiednich zmian
wag kraw¦dzi e = vjvi, j < i. Ustalamy ϕ(vi) = ψ(vi).

W powy»szy sposób przetwarzamy wszystkie pozostaªe wierzchoªki. Po
przetworzeniu vn, graf G posiada nast¦puj¡ce wªasno±ci:

• ka»dy wierzchoªek v ∈ V ma albo ψ(v) = ϕ(v) albo ψ(v) = ϕ(v)− 1,

• »adne dwa s¡siaduj¡ce wierzchoªki nie maj¡ tego samego koloru doce-
lowego,

• wagi wszystkich kraw¦dzi nale»¡ do zbioru {1, 2, 3},

• wagi wszystkich wierzchoªków wynosz¡ 1.

W ostatnim kroku, w celu uzyskania kolorowania wªa±ciwego zgodnego z
wyborem kolorów ostatecznych, dodajemy wag¦ 1 do wagi tych wierzchoªków
dla których ψ(v) = ϕ(v)− 1, co ko«czy dowód.

Powy»szy algorytm ma wielomianowy czas dziaªania (O(n2)) oraz wie-
lomianow¡ zªo»ono±¢ pami¦ciow¡ (O(n2)). Z punktu widzenia konieczno±ci
nadania wag wszystkim kraw¦dziom w gra�e jest to minimalna mo»liwa zªo-
»ono±¢ obliczeniowa.
Zauwa»my, »e algorytm korzysta z pewnej cechy �zachªannej�, dokonuj¡c w
trakcie przetwarzania vi zachªannego wyboru koloru docelowego. Technika
zastosowana w dowodzie zapocz¡tkowaªa powstanie nowych ogranicze« dla
pozostaªych warto±ci siªy nieregularno±ci grafów, które zostan¡ omówione w
dalszej cz¦±ci pracy.

2.2 Rozró»nianie sumami

Problem lokalnej siªy nieregularno±ci dla zwykªego wa»enia grafu (sl(G)) zo-
staª sformuªowany przez Karo«skiego, �uczaka i Thomasona w 2002 roku w
pracy [27]. Wywodzi si¦ on z problemu klasycznego kolorowania grafu i polega
na znalezieniu takiego wa»enia kraw¦dzi grafu, w którym stopnie wa»one s¡-
siaduj¡cych wierzchoªków s¡ ró»ne oraz siªa grafu jest minimalna. Problemy
siªy nieregularno±ci skupiaj¡ si¦ na minimalizacji maksymalnej wagi kraw¦-
dzi, dlatego b¦dziemy szukali ogranicze« na warto±¢ sl(G) oraz algorytmów
wa»enia o jak najmniejszej sile.

Opieraj¡c si¦ na nierówno±ci (2.2) udowodnionej w pierwszej cz¦±ci roz-
dziaªu, mo»emy powiedzie¢, »e problem lokalnej siªy nieregularno±ci jest pro-
blemem co najmniej tak trudnym, jak jego totalna wersja. Zauwa»my jednak,



2.2 Rozró»nianie sumami 18

»e w tym przypadku nie mamy mo»liwo±ci lokalnej zmiany koloru wierz-
choªka.

Wyznaczaj¡c dolne ograniczenie dla dowolnego grafu posªu»ymy si¦, po-
dobnie jak w rozdziale poprzednim, konstrukcj¡ grafów o zadanej strukturze
i ograniczonej z doªu warto±ci sl(G). Zauwa»my na rysunku 2.2, »e mo»-
liwe jest pokolorowanie wierzchoªków grafu b¦d¡cego gwiazd¡ korzytaj¡c z
maksymalnej wagi kraw¦dzi 1, podczas gdy dla ±cie»ki na n wierzchoªkach
musimy skorzysta¢ z wagi 2, a dla grafu peªnego 3. Konstrukcja dowodu
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Rysunek 2.2: Graf peªny K4, ±cie»ka P4 i gwiazda K1,5

nast¦puj¡cego twierdzenia znalazªa zastosowanie we wszystkich problemach
rozró»niania wierzchoªków omówionych w niniejszej pracy.

Twierdzenie 2.9 (Chartrand, Jacobson, Lehel, Oellermann, Ruiz, Saba,
[8]). Siªa nieregularno±ci grafu peªnego Kn wynosi 3, dla n ≥ 3.

Dowód. Konstrukcj¦ wa»enia grafu Kn wagami {1, 2, 3} przeprowadzimy w
sposób indukcyjny, buduj¡c najpierw wa»enie dla Kn−1, a pó¹niej rozszerza-
j¡c je o jeden wierzchoªek. Rozpoczynamy od lokalnie nieregularnego grafu
K3, nadaj¡c trzem pierwszym kraw¦dziom odpowiednio wagi 1, 2, 3 (tym sa-
mym otrzymuj¡c kolory wierzchoªków 3, 4, 5). Nast¦pnie, dodaj¡c ka»dy ko-
lejny wierzchoªek, ª¡czymy go z powstaªym wcze±niej grafem kraw¦dziami o
wagach albo 1, je±li powstaªy wcze±niej graf miaª nieparzyst¡ liczb¦ wierzchoª-
ków, albo 3 je±li powstaªy wcze±niej graf miaª parzyst¡ liczb¦ wierzchoªków.
Post¦pujemy tak, a» do uzyskania grafu peªnego o zadanej liczbie wierzchoª-
ków. Zauwa»my, »e dodaj¡c wierzchoªek poª¡czony kraw¦dziami o wagach
1, tworzymy �najl»ejszy� (w sensie najmniejszego koloru) wierzchoªek w gra-
�e. Analogicznie, dodaj¡c wierzchoªek poª¡czony kraw¦dziami o wagach 3,
tworzymy �najci¦»szy� wierzchoªek w gra�e.



2.2 Rozró»nianie sumami 19

W celu wykazania, »e dla nieregularnego pokolorowania grafu peªnego
trzeba skorzysta¢ z wag {1, 2, 3}, wyka»emy, »e wagi {1, 2} nie wystarcz¡.
Kn to graf na n wierzchoªkach, z których ka»dy jest stopnia n − 1. Zatem
korzystaj¡c tylko z wag {1, 2} najmniejszy mo»liwy stopie« wa»ony wynosi
d(v) = n − 1, w przypadku gdy wszystkim kraw¦dziom incydentnym do v
nadamy wag¦ 1, a najwi¦kszy mo»liwy stopie« wa»ony wierzchoªka wynosi
2d(v) = 2(n − 1), w przypadku gdy wszystkim kraw¦dziom incydentnym
nadamy wag¦ 2. W zbiorze liczb {n−1, . . . , 2(n−1)} jest dokªadnie n ró»nych
warto±ci. Zatem, w celu pokolorowania grafu wagami {1, 2}, musieliby±my
skorzysta¢ ze wszystkich tych warto±ci. Jednak»e niemo»liwe jest nadanie
wagi 1 wszystkim kraw¦dziom incydentnym do jednego wierzchoªka oraz wagi
2 wszystkim kraw¦dziom incydentnym do innego wierzchoªka w tym samym
gra�e Kn. Zatem kolorowanie wªa±ciwe grafu peªnego wymaga skorzystania
z wag {1, 2, 3}.

Uzyskali±my pewno±¢, »e dla dowolnego grafu lokalna siªa nieregularno±ci
wynosi co najmniej 3. Oczywiste jest, »e dla grafu K2 nie istnieje nieregu-
larne wa»enie (zarówno lokalnie jak i globalnie). Podobna sytuacja ma miej-
sce, gdy graf zawiera K2 jako skªadow¡ spójno±ci. Wykluczaj¡c te szczególne
przypadki, mo»emy postawi¢ pytanie, jakie s¡ ograniczenia warto±ci sl(G)
dla grafu na n-wierzchoªkach. Autorzy pracy [27] sformuªowali tak zwan¡
hipotez¦ 1-2-3.

Hipoteza 2.10 (Karo«ski, �uczak, Thomason, [27]). Dla dowolnego nie-
trywialnego grafu G istnieje 3-wa»enie kraw¦dzi b¦d¡ce kolorowaniem wªa±ci-
wym.

Odniesienie do grafu nietrywialnego ma na celu wyeliminowanie grafów
zawieraj¡cych K2 jako skªadow¡ spójno±ci.

W pracy [27], oprócz sformuªowania hipotezy, przedstawione zostaªo twier-
dzenie z dowodem jej poprawno±ci dla grafów 3-kolorowalnych.

Twierdzenie 2.11 (Karo«ski, �uczak, Thomason, [27]). Niech Γ b¦dzie
sko«czon¡ grup¡ abelow¡ o nieparzystej liczbie elementów. Niech G b¦dzie
|Γ|-kolorowalnym grafem. Wówczas istnieje takie wa»enie kraw¦dzi grafu G,
elementami zbioru Γ, które jest kolorowaniem wªa±ciwym.

Ponadto, dla grafów o zadanej strukturze powstaªo wiele twierdze« wyka-
zuj¡cych istnienie lokalnie nieregularnego 3-wa»enia. Jednak»e dla dowolnego
grafu nie udaªo si¦ dotychczas wykaza¢ prawdziwo±ci hipotezy. Poni»ej przy-
toczymy wyniki najwa»niejszych prac, które dotyczyªy zagadnienia lokalnej
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siªy nieregularno±ci dla dowolnego grafu. Pierwszym górnym ograniczeniem
jest rezultat udowodniony w pracy [2].

Twierdzenie 2.12 (Addario-Berry, Dalal, McDiarmid, Reed, Thomason,
[2]). Dla dowolnego grafu, który nie zawiera kraw¦dzi izolowanej, istnieje 30-
wa»enie kraw¦dzi, b¦d¡ce kolorowaniem wªa±ciwym.

Dowód tego twierdzenia korzystaª z do±¢ skomplikowanych technik po-
dziaªu zbioru wierzchoªków na 8 podzbiorów oraz nadawania im kolorów mo-
dulo 12. Krótko potem udowodnione zostaªo twierdzenie poprawiaj¡ce po-
wy»szy wynik, które korzystaªo z podobnych technik podziaªu zbioru wierz-
choªków (tym razem na 5 podzbiorów) oraz z bardziej skomplikowanej me-
tody nadawania wag.

Twierdzenie 2.13 (Addario-Berry, Aldred, Dalal, Reed, [1]). Dla dowol-
nego grafu, który nie zawiera kraw¦dzi izolowanej, istnieje 16-wa»enie kraw¦-
dzi b¦d¡ce kolorowaniem wªa±ciwym.

Korzystaj¡c z technik opisanych w [1], Wang i Yu, w 2008 roku, w pracy
[39], poprawili oszacowanie i otrzymali nast¦puj¡cy rezultat.

Twierdzenie 2.14 (Wang, Yu, [39]). Dla dowolnego grafu, który nie za-
wiera kraw¦dzi izolowanej, istnieje 13-wa»enie kraw¦dzi b¦d¡ce kolorowaniem
wªa±ciwym.

Jak ju» wspomnieli±my w poprzednim paragra�e, w 2007 roku zostaªa
sformuªowana wersja totalna problemu lokalnej siªy nieregularno±ci. Rów-
nocze±nie rozpocz¦ªy si¦ badania nad transformacj¡ zadanego k-totalnego-
wa»enia w wynikaj¡ce z niego wa»enie zwykªe z siª¡ uzale»nion¡ od k. Tym
samym mo»emy sformuªowa¢ pytanie, czy potwierdzenie prawdziwo±ci hipo-
tezy 1-2 implikuje potwierdzenie hipotezy 1-2-3. Badania te doprowadziªy do
nast¦puj¡cego nieopublikowanego rezultatu wykazanego wspólnie z Krzysz-
tofem Krzywdzi«skim:

Twierdzenie 2.15 (Kalkowski, Krzywdzi«ski, [23]). Dla dowolnego grafu,
nie zawieraj¡cego kraw¦dzi izolowanych, istnieje 10-wa»enie, b¦d¡ce koloro-
waniem wªa±ciwym.

W celu wykazania prawdziwo±ci tego twierdzenia, skorzystamy z Twier-
dzenia 2.8 oraz z nast¦puj¡cego lematu.
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Lemat 2.16 (Kalkowski, Krzywdzi«ski, [23]). Dla dowolnego grafu G =
(V,E), nie zawieraj¡cego kraw¦dzi izolowanych, je±li istnieje lokalnie nieregu-
larne totalne wa»enie, takie, »e ω : E(G) → {1, . . . , k}, V (G) → {1, 2}, wów-
czas istnieje lokalnie nieregularne wa»enie, takie, »e ω′ : E(G) → {1, . . . , 3k+
1}.

Dowód. Niech dany b¦dzie spójny graf G = (V,E), nie zawieraj¡cy K2. W
przypadku gdy G jest grafem niespójnym, mo»emy przeprowadzi¢ dowód
osobno niezale»nie dla ka»dej skªadowej spójno±ci.
Z zaªo»enia mamy dane wa»enie ω : E(G) → {1, . . . , k}, V (G) → {1, 2}.
W pierwszym kroku redukujemy o 1 wagi wszystkich wierzchoªków. Tym
samym kolory wszystkich wierzchoªków zmniejszyªy si¦ o 1 (nie powoduj¡c
»adnych nowych kon�iktów). Zatem funkcja ω przyporz¡dkuje wierzchoªkom
wagi {0, 1}. Oznaczmy zbiorem V− wierzchoªki posiadaj¡ce wag¦ 1.
Je±li V− zawiera nieparzyst¡ liczb¦ wierzchoªków, wówczas szukamy w G
wierzchoªka, który ma najmniejszy stopie« wa»ony w swoim otoczeniu i do-
datkowo nie nale»y do V−. Oznaczamy ten wierzchoªek przez vmin i dodajmy
go do zbioru V−. Je±li nie ma takiego wierzchoªka, tzn. wszystkie takie wierz-
choªki nale»¡ do V−, wówczas wybieramy spo±ród nich dowolny, który ma
minimalny stopie« wa»ony w swoim otoczeniu i zmieniamy jego wag¦ z 1 na
0, gdy» jego kolor zmniejszony o 1 nie spowoduje »adnego kon�iktu. W ten
sposób mamy pewno±¢, »e V− ma parzyst¡ liczb¦ wierzchoªków.

W kolejnym kroku mno»ymy wagi wszystkich kraw¦dzi przez 3, uzysku-
j¡c w ten sposób nowe wa»enie ω′. Nie spowoduje to »adnych kon�iktów w
kolorach wierzchoªków, natomiast pozwoli je pó¹niej w odpowiedni sposób
zmieni¢. Mo»emy zauwa»y¢, »e w tak zmody�kowanym wa»eniu, nie istnieje
wierzchoªek o kolorze 3k − 1 dla dowolnego k = 1, 2, . . .. Zauwa»my te», »e
kolory wierzchoªków z V− maj¡ warto±¢ 3k + 1 dla k = 1, 2, . . ., a kolory
wierzchoªków z V \ V− maj¡ warto±¢ 3k dla k = 1, 2, . . ..

Nast¦pnie szukamy spójnego drzewa T rozpinaj¡cego G. W dalszej cz¦-
±ci algorytmu drzewo to ograniczymy w ten sposób, by zawieraªo wszystkie
wierzchoªki z V− oraz pozostaªe wierzchoªki z V \ V− i kraw¦dzie e ∈ E,
niezb¦dne do zachowania spójno±ci T . Maj¡c tak wyznaczone drzewo T , do-
konamy jego podziaªu na zbiór rozª¡cznych kraw¦dziowo ±cie»ek P, tak by
pierwszy i ostatnio wierzchoªek ka»dej ±cie»ki nale»aª do V−.

Wybierzmy dowolny wierzchoªek vr ∈ V−. Rozwa»my zbiór ±cie»ek S, do
którego nale»¡ wszystkie ±cie»ki w T o jednym ko«cu vr a drugim nale»¡cym
do zbioru V− \ {vr}. Dla wszystkich v ∈ T wyznaczmy warto±¢ p(v), która
oznacza do ilu z tych ±cie»ek nale»y v. Usuwamy z T wszystkie wierzchoªki,
dla których p(v) = 0.

Je±li dla wszystkich wierzchoªków p(v) = 1, wówczas T jest ±cie»k¡ i
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dodaj¡c j¡ do P , osi¡gamy po»¡dany cel. W przeciwnym przypadku istnieje
co najmniej jeden wierzchoªek v, taki, »e p(v) ≥ 2.

Niech u b¦dzie wierzchoªkiem najbardziej odlegªym od vr, takim »e p(u) ≥
2. Niech Vp oznacza zbiór, do którego nale»y u oraz wierzchoªki v ∈ V−, które
s¡ poª¡czone z vr ±cie»k¡ zawieraj¡c¡ u.

Je±li wszystkie wierzchoªki maj¡ p(v) = 1, wówczas zostaªa nam w gra�e
jedna ±cie»ka. Dodajemy j¡ do P , ko«czymy procedur¦ podziaªu T i przecho-
dzimy do kolejnego kroku.

Je±li u = vr, wówczas p(u) = 2k + 1 dla k ∈ {1, 2, . . .} oraz istnieje
k, rozª¡cznych kraw¦dziowo ±cie»ek postaci {vp1 , . . . , u, . . . , vp2}, takich, »e
vp1 , vp2 ∈ Vp oraz jedna {vp, . . . , u}, vp ∈ Vp. Dodajemy te ±cie»ki do P ,
ko«czymy procedur¦ podziaªu T i przechodzimy do kolejnego kroku.

W przeciwnym przypadku, gdy u ̸= vr, mamy dwie mo»liwo±ci.
Je±li p(u) = 2k, dla k ∈ {1, 2, . . .}, wówczas wiemy, »e 2k−1 lub 2k ±cie»ek

ma posta¢ {vr, . . . , u, . . . , vp}, vp ∈ Vp, w zale»no±ci od tego czy u ∈ V−. Je±li
u ∈ V−, wówczas jedna ±cie»ka b¦dzie miaªa posta¢ {vr, . . . , u}. Tworzymy
zatem k − 1 rozª¡cznych kraw¦dziowo ±cie»ek postaci {vp1 , . . . , u, . . . , vp2},
takich, »e vp1 , vp2 ∈ Vp, oraz jedn¡ dodatkow¡ ±cie»k¦ {u, . . . , vp}, vp ∈ Vp
gdy u ∈ V−, lub jedn¡ dodatkow¡ ±cie»k¦ {vp1 , . . . , u, . . . , vp2}, vp1 , vp2 ∈ Vp,
gdy u /∈ V−. Tak utworzone ±cie»ki dodajemy do P , a nast¦pnie usuwamy z
T wierzchoªki nale»ace do tych ±cie»ek.

Je±li p(u) = 2k + 1, dla k ∈ {1, 2, . . .}, wówczas wiemy, »e na pewno
2k ±cie»ek ma posta¢ {vr, . . . , u, . . . , vp}, vp ∈ Vp. Tworzymy k rozª¡cznych
kraw¦dziowo ±cie»ek postaci {vp1 , . . . , u, . . . , vp2}, takich, »e vp1 , vp2 ∈ Vp.
Tak utworzone ±cie»ki dodajemy do P i usuwamy z T wszystkie wierzchoªki
nale»¡ce do tych ±cie»ek (z wyj¡tkiem u).

Nast¦pnie obliczamy na nowo warto±ci p(v) i usuwamy z T wszystkie
wierzchoªki, dla których p(v) = 0. Powtarzamy powy»sze post¦powanie, a»
do usuni¦cia ostatnich dwóch wierzchoªków v ∈ V− z T .

Maj¡c wyznaczony zbiór ±cie»ek P = {P1, . . . , Pl}, zauwa»my, »e dla do-
wolnego wierzchoªka v ∈ V−, wiemy »e znajduje si¦ on na jednym z ko«ców
dokªadnie jednej ±cie»ki Pm, 1 ≤ m ≤ l oraz mo»e wyst¡pi¢ w ±rodku kilku
innych ±cie»ek.
Nast¦pnie zmody�kujemy wagi kraw¦dzi ka»dej z wyznaczonych powy»ej
±cie»ek na zmian¦ dodaj¡c lub odejmuj¡c 1.

Rozpatrzmy przykªadow¡ ±cie»k¦ Pm = {v1, . . . , vk}. Je±li vk = vmin, wów-
czas odwrócimy kolejno±¢ wierzchoªków w Pm tak, by v1 = vmin. Dokonujemy
zmiany wag kraw¦dzi Pm w nast¦puj¡cy sposób: ω′(v1, v2) = ω′(v1, v2) − 1,
ω′(v2, v3) = ω′(v2, v3) + 1, itd. na zmian¦ odejmuj¡c i dodaj¡c 1. Zauwa»my,
»e kolor wierzchoªka v1 zmniejszy si¦ o 1, a kolor vk albo zmniejszy si¦ o 1,
je±li k jest nieparzyste, albo wzro±nie o 1, gdy k jest parzyste. Jednocze±nie
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Rysunek 2.3: Rozbicie drzewa na kraw¦dziowo rozª¡czne ±cie»ki

kolory wierzchoªków v2, . . . , vk−1 pozostan¡ niezmienione. Nast¦pnie nada-
jemy wagom wierzchoªków v1 i vk warto±¢ 0, tzn. ω′(v1) = 0 i ω′(vk) = 0.
Zaªó»my, »e przed mody�kacj¡ ±cie»ki Pm, kolor wierzchoªka v1 wynosiª 3p+1,
p ∈ N (w szczególnym przypadku, gdy byª to vmin kolor mógª wynosi¢ 3p).
Po zmody�kowaniu wag kraw¦dzi nale»¡cych do ±cie»ki Pm i nadaniu wadze
wierzchoªka v1 warto±ci 0, kolor wierzchoªka v1 wynosi 3p−1. Wierzchoªek v1
nie mo»e by¢ poª¡czony z »adnym innym wierzchoªkiem o tym kolorze. Po-
dobnie dla vk, zaªó»my »e przed mody�kacj¡ ±cie»ki Pm, jego kolor wynosiª
3p + 1, p ∈ N. Po zmody�kowaniu wag kraw¦dzi nale»¡cych do ±cie»ki Pm i
wagi vk, kolor vk wynosi albo 3p + 1 albo 3p − 1. W obu tych przypadkach
wierzchoªek vk równie» nie jest poª¡czony z »adnym innym wierzchoªkiem
o takim kolorze. Tym samym nadali±my 0 wagom v1 i vk, a ich kolory nie
powoduj¡ »adnych kon�iktów.

Powy»sze dziaªania przeprowadzamy dla wszystkich ±cie»ek z P , uzysku-
j¡c zerowe wagi dla wszystkich wierzchoªków w gra�e. Zauwazmy, »e w »ad-
nym z tych kroków nie powstan¡ kon�ikty kolorów, co nale»aªo wykaza¢.

Opieraj¡c si¦ na Twierdzeniu 2.8 oraz korzystaj¡c z prawdziwo±ci powy»-
szego lematu mo»emy teraz udowodni¢ Twierdzenie 2.15.

Dowód Twierdzenia 2.15. W poprzednim rozdziale wykazali±my (w Twier-
dzeniu 2.8), »e istnieje takie totalne lokalnie nieregularne wa»enie dowolnego
grafu G = (V,E), które nadaje kraw¦dziom wagi {1, 2, 3}, a wierzchoªkom
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wagi {1, 2}. Opieraj¡c si¦ na tym fakcie oraz na Lemacie 2.16, udowodnio-
nym powy»ej, mo»emy stwierdzi¢, »e dla dowolnego grafu G, nie zawieraj¡-
cego kraw¦dzi izolowanych, istnieje 10-wa»enie b¦d¡ce kolorowaniem wªa±ci-
wym.

W dalszej cz¦±ci tego rozdziaªu omówimy jeszcze dwa twierdzenia. Pierw-
sze z nich pozwoli na konstrukcj¦ 6-wa»enia kraw¦dzi, b¦d¡cego kolorowa-
niem wªa±ciwym. Metoda w nim wykorzystana opiera si¦ na lemacie b¦d¡cym
uogólnieniem metody wykorzystanej w dowodzie Twierdzenia 2.14.

Twierdzenie 2.17 (Kalkowski, Karo«ski, Pfender, [25]). Dla dowolnego
grafu, nie zawieraj¡cego kraw¦dzi izolowanych, istnieje 6-wa»enie kraw¦dzi
b¦d¡ce kolorowaniem wªa±ciwym.

W celu udowodnienia powy»szego twierdzenia, skorzystamy z nast¦puj¡-
cego lematu:

Lemat 2.18 (Kalkowski, Karo«ski, Pfender, [25]). Niech α ∈ R oraz niech
β ∈ R \ {0}. Wówczas, dla dowolnego spójnego grafu G, |G| ≥ 3, i dla
dowolnego drzewa rozpinaj¡cego T , istnieje totalne wa»enie ω : E(G) → {α−
β, α, α + β} ∪ V (G) → {0, β}, takie »e jego totalne wagi tworz¡ kolorowanie
wªa±ciwe. Ponadto mo»liwe jest takie wybranie ω, »e dla wszystkich kraw¦dzi
e ∈ T , ω(e) = α.

Dowód. Ustalamy kolejno±¢ wierzchoªków w gra�e V (G) = {v1, . . . , vn},
tak¡, »e dla k ≥ 2 ka»dy vk ma w T dokªadnie jednego s¡siada nale»¡cego
do zbioru {v1, . . . , vk−1}. Rozpoczynamy od nadania wszystkim kraw¦dziom
w gra�e wag¦ α. W kolejnych krokach pozwolimy na jednokrotne zmody�-
kowanie wagi ka»dej kraw¦dzi, co umo»liwi ka»demu kolejnemu vk wybór to-
talnego koloru. Przetwarzaj¡c vk wybieramy dla niego kolor docelowy, który
oznaczymy przez ϕ(vk).
Wierzchoªek v1 otrzymuje ϕ(v1) = αd(v1). Zaªó»my, »e w ka»dym kolejnym
kroku dla k ≥ 2 ustalili±my wagi kraw¦dzi E(G[{v1, . . . , vk−1}]) \ E(T ) i
wierzchoªków {v1, . . . , vk} w ten sposób, »e k − 1 wierzchoªków otrzymaªo
swoje docelowe kolory ϕ(vi), i = 1, . . . , k − 1.

Dla vk mody�kujemy wagi jego kraw¦dzi E(vk, {v1, . . . , vk−1}) \ E(T ),
dodaj¡c lub odejmuj¡c β. Je±li vkvi ∈ E(G) \ E(T ) oraz ω(vi) = 0, wówczas
mo»emy wybra¢ mi¦dzy [ω(vkvi) = α, ω(vi) = 0] i [ω(vkvi) = α − β, ω(vi) =
β], pozostawiaj¡c jednocze±nie ψ(vi) bez zmian. Analogicznie, je±li vkvi ∈
E(G) \ E(T ) oraz ω(vi) = β, wówczas mo»emy wybra¢ mi¦dzy [ω(vkvi) =
α, ω(vi) = β] i [ω(vkvi) = α+β, ω(vi) = 0], pozostawiaj¡c jednocze±nie ψ(vi)
bez zmian. Dodatkowo mamy mo»liwo±¢ wybrania jednej z dwóch wag (0 lub
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β) wierzchoªka vi.
Otrzymujemy w ten sposób |E(vk, {v1, . . . , vk−1}) \ E(T )| + 2 ró»nych

mo»liwych kolorów dla ψ(vk). Zauwa»my, »e |E(vk, {v1, . . . , vk−1}) \E(T )|+
2 = |E(vk, {v1, . . . , vk−1})| + 1, zatem mo»liwe jest wybranie koloru ró»nego
od koloru wierzchoªków N(vk) ∩ {v1, . . . , vk−1}.

Powtarzaj¡c powy»sze kroki dla kolejnych warto±ci k, uzyskujemy kolo-
rowanie wªa±ciwe.

Dowód Twierdzenia 2.17. Bez straty ogólno±ci zaªó»my, »e G jest grafem
spójnym. W przypadku gdy G jest grafem niespójnym, mo»emy przepro-
wadzi¢ dowód osobno niezale»nie dla ka»dej skªadowej spójno±ci.
Rozpoczynamy od zastosowania Lematu 2.18 dla dowolnego wybranego drzewa
rozpinaj¡cego T oraz parametrów α = 4 i β = −2. Spowoduje to nadanie
parzystych kolorów wszystkim wierzchoªkom w gra�e. W dalszej cz¦±ci mo-
dy�kujemy ω tak, by kolory wierzchoªków pozostaªy niezmienione.

Niech H = G[{v ∈ V (G) : ω(v) = −2}] b¦dzie podgrafem indukowa-
nym grafu G, do którego nale»¡ wszystkie wierzchoªki o wadze równej −2,
oraz znajd¹my maksymalny rozpi¦ty podgraf H1 ∈ H o maksymalnym stop-
niu 2. Zmniejszamy o 1 wag¦ wszystkich kraw¦dzi ω(e), e ∈ H1, zmieniaj¡c
odpowiednio wagi wierzchoªków tak, by ich kolory pozostaªy niezmienione.
Po tym kroku uzyskujemy wagi wszystkich wierzchoªków ω(v) ∈ {0,−1,−2}
oraz wagi wszystkich kraw¦dzi e ∈ E(G), ω(e) ∈ {1, . . . , 6}, przy czym dla
e ∈ E(T ) mamy ω(e) ∈ {3, 4}.

Niech, dla i ∈ {0, 1, 2}

Si := {v ∈ V (G) : ω(v) = −i} (2.3)

oraz niech si = |Si|.
Zauwa»my, »e dla wierzchoªków v ∈ S0∪S2 warto±ci ψ(vi)−ω(vi) s¡ parzy-

ste, a dla v ∈ S1 s¡ nieparzyste. Poniewa» H1 jest maksymalnym podgrafem
H, to nie mo»e istnie¢ kraw¦d¹ ª¡cz¡ca wierzchoªek u ∈ S1 z wierzchoªkiem
v ∈ S2, gdy» taka kraw¦d¹ znalazªaby si¦ w H1, a u nale»aªby do S0 i v do
S1. Zatem wszystkie kraw¦dzie ª¡cz¡ce wierzchoªki u, v ∈ S1 ∪ S2, nale»¡ do
E(H1) oraz wierzchoªki u, v znajduj¡ si¦ w S1. W szczególno±ci, dla ka»dej
takiej kraw¦dzi uv, u, v ∈ S1, mamy ψ(u) − ω(u) ̸= ψ(v) − ω(v), co wy-
nika z faktu, »e kolory u i v byªy ró»ne przed zmniejszeniem wag kraw¦dzi
nale»¡cych do H1. Oznaczmy zbiór takich kraw¦dzi przez E∗.

Je±li zbiór S2 nie zawiera »adnych elementów, to znaczy s2 = 0, wówczas
ograniczamy wa»enie ω tylko do zbioru kraw¦dzi (co oznaczamy ωE(G)) i
uzyskujemy kolorowanie wªa±ciwe. Zauwa»my, »e wierzchoªki nale»¡ce do S0

nie zmieniaj¡ koloru, a wierzchoªki nale»¡ce do S1 nie powoduj¡ kon�iktu z
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wierzchoªkami nale»¡cymi do S0 (maj¡ nieparzysty kolor) ani z wierzchoªkami
z S1 (co wykazali±my powy»ej).

Je±li s2 = 1 i s1 = 0, wówczas istnieje dokªadnie jeden wierzchoªek u ∈
S2. Mo»emy zauwa»y¢, »e wszystkie kraw¦dzie incydentne do u maj¡ wagi
{2, 4, 6}. Rozpatrzmy dwa przypadki. W przypadku gdy u ma s¡siada v,
takiego »e ψ(u) + 2 ̸= ψ(v), wówczas odejmujemy 1 od wagi kraw¦dzi uv
i uzyskujemy wa»enie ωE(G) b¦d¡ce kolorowaniem wªa±ciwym. Zauwa»my,
»e tylko u i v maj¡ w tej sytuacji kolor nieparzysty ró»ny dla u i v. W
przeciwnym przypadku, gdy wszyscy s¡siedzi v ∈ N(u) maj¡ ψ(u)+2 = ψ(v)
i |N(u)| ≥ 2, wówczas odejmujemy 1 od wag dwóch kraw¦dzi incydentnych do
u, co tworzy wa»enie ωE(G) i kolorowanie wªa±ciwe. Zauwa»my, »e dokªadnie
trzy wierzchoªki maj¡ kolor nieparzysty nie powoduj¡cy kon�iktu. Je±li v
ma tylko jednego s¡siada v ∈ N(u), takiego »e ψ(u) + 2 = ψ(v), wówczas
wybieramy wierzchoªek x ∈ NT (v) \ {u}, odejmujemy 1 od wagi kraw¦dzi uv
i dodajemy 1 do wagi kraw¦dzi xv, co ostatecznie doprowadza do powstania
wa»enia ωE(G) i kolorowania wªa±ciwego. W tej sytuacji tylko u i x maj¡
nieparzyste kolory, jednocze±nie xu /∈ E.

Je±li s2 = 1 i s1 ≥ 1, wówczas wykorzystuj¡c ±cie»k¦ w T mi¦dzy u ∈ S2

i v ∈ S1, mody�kujemy wagi jej kraw¦dzi na zmian¦ dodaj¡c i odejmuj¡c
1, upewniaj¡c si¦ jednocze±nie, »e od v odj¦li±my 1. W ten sposób uzysku-
jemy wa»enie ωE(G) b¦d¡ce kolorowaniem wªa±ciwym. W wa»eniu ωE(G) kolor
wierzchoªka v pozostanie bez zmiany, a wierzchoªek u otrzyma nieparzysty
kolor, co nie stawnowi problemu gdy» nie jest poª¡czony z »adnym wierzchoª-
kiem ze zbioru S1.

Je±li w zbiorze S2 znajduj¡ si¦ co najmniej dwa wierzchoªki, to znaczy
s2 ≥ 2, wówczas skorzystamy z kroku indukcyjnego, dzi¦ki któremu znaj-
dziemy w T ,

⌈
s2
2

⌉
±cie»ek, których ko«ce znajduj¡ si¦ w zbiorze S2 i ka»da

kraw¦d¹ T nale»y do co najwy»ej dwóch ±cie»ek. W przypadku gdy S2 za-
wiera dwa lub trzy wierzchoªki, to znaczy 2 ≤ s2 ≤ 3, mo»emy skorzysta¢
z jednej lub dwóch ±cie»ek w T ª¡czacych wierzchoªki nale»¡ce do S2, wie-
dz¡c, »e »adna kraw¦d¹ nie b¦dzie nale»aªa do wi¦cej ni» dwóch ±cie»ek. W
przypadku gdy S2 zawiera co najmniej cztery elementy, to znaczy s4 ≥ 4,
wówczas szukamy takiej kraw¦dzi e ∈ E(T ), »e skªadowe spójno±ci, które
powstan¡ w wyniku usuni¦cia kraw¦dzi e z drzewa T , zawieraj¡ co najmniej
dwa wierzchoªki z S2 oraz jedna ze skªadowych zawiera parzyst¡ liczb¦ wierz-
choªków. Nast¦pnie dla obu skªadowych stosujemy krok indukcyjny. W ten
sposób znajdziemy

⌈
s2
2

⌉
±cie»ek w T i »adna kraw¦d¹ nie nale»y do wi¦cej ni»

dwóch ±cie»ek.
Dla ka»dej znalezionej ±cie»ki, mody�kujemy wagi jej kraw¦dzi, na zmian¦

dodaj¡c i odejmuj¡c 1, w ten sposób zmieniamy tylko kolory ko«cowych
wierzchoªków. Jednocze±nie uaktualniamy wagi wszystkich wierzchoªków w
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ten sposób, by w totalnym wa»eniu ich kolory pozostaªy bez zmiany. W
przypadku, gdy wierzchoªek u byª ko«cem dwóch ±cie»ek (ma to miejsce w
przypadku gdy s2 byªo nieparzyste i mo»e istnie¢ tylko jeden taki u), mu-
simy zapewni¢, by obie kraw¦dzie którymi byª poª¡czony w wyznaczonych
±cie»kach zmody�kowaªy swoj¡ wag¦ o −1 (tym samym uaktualniona waga
wierzchoªka u b¦dzie równa 0, to znaczy ω(u) = 0). Zauwa»my, »e skorzy-
stali±my tylko z kraw¦dzi e ∈ T , kórych wagi nale»aªy pocz¡tkowo do zbioru
{3, 4}, zatem »adna z nich nie otrzyma wagi mniejszej od 1 i wi¦kszej od 6.

Po wykonaniu powy»szych kroków wszystkie wierzchoªki, które nale»aªy
do S2 maj¡ wagi ω(v) ∈ {−3,−1, 0}. Zatem wa»enie ωE(G) pozostawi bez
zmian parzyste kolory wierzchoªków, a te wierzchoªki, które miaªy kolor nie-
parzysty, mog¡ by¢ co najwy»ej poª¡czone kraw¦dziami ze zbioru E∗, a zatem
nie spowoduj¡ kon�iktu, co ko«czy dowód.

Drugi wynik, który omówimy, przybli»a nas o jeszcze jeden krok w kie-
runku udowodnienia hipotezy 1-2-3. Wynik ten jest jednocze±nie najlepszym
obecnie znanym ograniczeniem na warto±¢ sl(G) i jest gªównym wynikiem
tej rozprawy.

Twierdzenie 2.19 (Kalkowski, Karo«ski, Pfender, [24]). Dla dowolnego
grafu G nie zawieraj¡cego kraw¦dzi izolowanych istnieje 5-wa»enie, b¦d¡ce
kolorowaniem wªa±ciwym.

Dowód. Zaªó»my, »e G jest spójny. W przypadku gdy G jest grafem nie-
spójnym, mo»emy przeprowadzi¢ dowód osobno niezale»nie dla ka»dej skªa-
dowej spójno±ci. Je±li |V (G)| < 3, to dowód jest oczywisty. Zaªó»my, »e
|V (G)| ≥ 3 oraz G zawiera co najmniej jeden wierzchoªek stopnia wi¦kszego
od 2. Ustalmy kolejno±¢ wierzchoªków, V = {v1, . . . , vn}, w taki sposób, by
d(vn) ≥ 2 oraz dla ka»dego 1 ≤ i ≤ n− 1, vi miaª s¡siada w {vi+1, . . . vn}. W
pierwszym kroku nadajemy wszystkim kraw¦dziom w gra�e wag¦ 3.

W kolejnych krokach dowodu przetwarzamy wierzchoªki w ustalonej po-
wy»ej kolejno±ci i pozwolimy na co najwy»ej dwukrotne zmody�kowanie wagi
ka»dej kraw¦dzi. Ka»demu wierzchoªkowi vi, i < n, przypiszemy zbiór dwóch
kolorów docelowych W (vi) = {ϕ(vi), ϕ(vi) + 2}, gdzie ϕ(vi) ≡ 0, 1 mod 4. Po
ostatnim kroku algorytmu, ka»dy wierzchoªek otrzyma jeden z tych przypisa-
nych kolorów. WyboruW (vi) dokonamy tak, by dla ka»dej pary wierzchoªków
vi, vj, takich »e vivj ∈ E(G) oraz 1 ≤ j < i, zbiory W (vj) ∩W (vi) = ∅ oraz
ψ(vi) ∈ W (vi). Na zakoniecznie dla wierzchoªka vn wybieramy kolor ró»ny
od kolorów wszystkich jego s¡siadów.

Przetwarzanie wierzchoªków rozpoczynamy od v1. Przypisujemy mu kolor
ψ(v1) = 3d(v1). Wybieramy dla niegoW (v1) = {ϕ(v1), ϕ(v1)+2}, zachowuj¡c
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przyj¦te warunki: ψ(v1) ∈ W (v1) oraz ϕ(v1) ≡ 0, 1 mod 4. Dla 2 ≤ k ≤ n−1,
zakªadamy, »e wybrali±my wcze±niej zbiory kolorów docelowych W (vi), dla
wierzchoªków vi, i < k tak, by speªnione byªy warunki:

• ψ(vi) ∈ W (vi), dla i < k

• ω(vkvj) = 3, dla wszystkich kraw¦dzi j > k, oraz

• je±li istniej¡ kraw¦dzie vivk, takie »e ω(vivk) ̸= 3, dla i < k, to albo
ω(vivk) = 2 i ψ(vi) = ϕ(vi) albo ω(vivk) = 4 i ψ(vi) = ϕ(vi) + 2.

Przy tych zaªo»eniach mo»emy zmody�kowa¢ wagi wszystkich kraw¦dzi vivk ∈
E(G), i < k, dodaj¡c lub odejmuj¡c od nich 2, utrzymuj¡c jednocze±nie
ψ(vi) ∈ W (vi). Je±li vk ma d s¡siadów w {v1, . . . , vk−1}, daje nam to d + 1
potencjalnych kolorów wierzchoªka vk (wszystkie albo parzyste albo niepa-
rzyste). Dodatkowo pozwolamy na dodanie lub odj¦cie 1 od wagi jednej kra-
w¦dzi vkvj, vkvj ∈ E(G), takiej »e j > k oraz j jest mo»liwie najmniej-
sze. W ten sposób kolor wierzchoªka ψ(vk) mo»e przyj¡¢ warto±ci ze zbioru
{a, . . . , a+ 2d+ 2}. Dokonamy mody�kacji wag jego kraw¦dzi , tak by:

1. ψ(vi) ∈ W (vi), dla 1 ≤ i ≤ k

2. ϕ(vi) ̸= ϕ(vk), dla wszystkich vivk ∈ E(G), takich, »e i < k, oraz

3. albo ψ(vk) = ϕ(vk) i ω(vkvj) ∈ {2, 3}, albo ψ(vk) = ϕ(vk)+2 i ω(vkvj) ∈
{3, 4}.

Warunek (2) mo»e zablokowa¢ nam co najwy»ej 2d warto±ci ze zbioru
{a, . . . , a + 2d + 2}. Warunek (3) uniemo»liwi wybór tylko warto±ci a oraz
a+2d+2, zatem co najmniej jedna warto±¢ pozostaje wolna do wykorzystania
dla ψ(vk).

Powy»sze kroki pozwoliªy na przypisanie wszystkim wierzchoªkom vk,
k < n, zbiorów W (vk). Zauwa»my, »e kraw¦dzie posiadaj¡ce wagi 2 i 4 nie
b¦d¡ stanowiªy problemu. Rozwa»my tak¡ przykªadow¡ kraw¦d¹ vivj. Je±li
przetwarzamy wierzchoªek vj i ω(vivj) = 2 (ω(vivj) = 4), wówczas zgodnie z
warunkiem (3) ψ(vi) = ϕ(vi) (ψ(vi) = ϕ(vi)+2). Tym samym mo»emy pozo-
stawi¢ wag¦ kraw¦dzi vivj bez zmiany lub doda¢ (odj¡¢) do niej 2, utrzymuj¡c
ψ(vi) ∈ W (vi).

W ostatnim kroku wybieramy kolor dla vn. Musimy tego dokona¢ wyko-
rzystuj¡c jedynie d(vn) kraw¦dzi. Ka»da z tych kraw¦dzi pozwala na wybranie
jednej z dwóch wag - mniejszej lub wi¦kszej. Rozpatrzmy przykªadow¡ kra-
w¦d¹ vivn. Je±li ψ(vi) = ϕ(vi), wówczas mo»emy pozostawi¢ wag¦ kraw¦dzi
vivn bez zmiany (mniejsza warto±¢) lub doda¢ do niej 2 (wi¦ksza warto±¢).
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Je±li ψ(vi) = ϕ(vi) + 2, wówczas mo»emy pozostawi¢ wag¦ kraw¦dzi vivn bez
zmiany (wi¦ksza warto±¢) lub odj¡¢ od niej 2 (mniejsza warto±¢). Taki ukªad
pozwala na wybranie jednej z d(vn) + 1 ≥ 3 warto±ci ψ(vn) (wszystkich tej
samej parzysto±ci). Rozwa»my zatem najmniejszy mo»liwy kolor wierzchoªka
vn i oznaczmy go przez a. Kolor ten uzyskamy poprzez wybranie mniejszej z
dwóch mo»liwych wag na ka»dej kraw¦dzi incydentnej do vn.

Je±li a ≡ 2, 3 mod 4, wówczas wybieraj¡c mniejsz¡ z dwóch mo»liwych
wag, dla ka»dej kraw¦dzi incydentnych do vn uzyskamy kolorowanie wªa-
±ciwe, gdy» dla ka»dego vi ∈ N(vn), ψ(vi) = ϕ(vi) ≡ 0, 1 mod 4. Je±li
a ≡ 0, 1 mod 4, wówczas rozpatrzymy dwa przypadki. W przypadku, gdy
istnieje vm ∈ N(vn), taki »e ψ(vm) ̸= a, wówczas wybieramy wi¦ksz¡ wag¦
na kraw¦dzi vmvn i mniejsze wagi na wszystkich pozostaªych kraw¦dziach.
Otrzymujemy ψ(vn) = a + 2, tym samym kolorowanie wªa±ciwe, gdy» dla
ka»dego vi ∈ N(vn), ψ(vi) = ϕ(vi) ≡ 0, 1 mod 4 (z wyj¡tkiem vm, któ-
rego kolor jest ró»ny od a + 2). W przeciwnym przypadku, gdy dla ka»dego
vi ∈ N(vn), ψ(vi) = a, wówczas wybieramy wi¦ksz¡ wag¦ na dwóch kraw¦-
dziach incydentnych do vn. Kolor wierzchoªka vn b¦dzie wynosiª a+4, a kolory
jego s¡siadów a lub a+2. Uzyskujemy tym samym kolorowanie wªa±ciwe, co
ko«czy dowód.

Udowodnione powy»ej algorytmy maj¡ wielomianowy czas dziaªania (O(n2))
oraz wielomianow¡ zªo»ono±¢ pami¦ciow¡ (O(n2)). Podobnie jak w rozdziale
poprzednim, mo»emy zauwa»y¢, »e jest to minimalna mo»liwa zªo»ono±¢,
która pozwala na przypisanie wag kraw¦dziom.



Rozdziaª 3

Globalne rozró»nianie
wierzchoªków

3.1 Rozró»nianie sumami

Problem globalnej siªy nieregularno±ci grafu jest najstarszym problemem,
który omówimy w niniejszej pracy. Zostaª on sformuªowany w 1986 roku w
pracy [8] przez Chartranda, Jacobsona, Lehela, Oelleramann, Ruiza i Sab¦.
Rozszerzyli oni zwykª¡ de�nicj¦ grafu o funkcj¦ nadaj¡c¡ etykiety wszystkim
kraw¦dziom (zwane równie» wagami).Jak ju» wspomnieli±my, problem siªy
nieregularno±ci grafu (s(G)) dla wa»enia kraw¦dzi polega na znalezieniu ta-
kiego wa»enia, w którym sumy wag incydentnych kraw¦dzi dla ka»dego wierz-
choªka w gra�e s¡ ró»ne oraz siªa tego grafu jest minimalna. B¦dziemy zatem
szukali przede wszystkim górnego ograniczenia na siª¦ wa»enia. W szczegól-
no±ci nasze badania sprowadzimy do udowodnienia poprawno±ci dziaªania
algorytmu wa»enia o jak najmniejszej sile.

Dla pewnych klas grafów znane s¡ dokªadne warto±ci siªy nieregularno±ci.
W pracy [8] podana zostaªa warto±¢ siªy nieregularno±ci dla grafu peªnego,
s(G) = sl(G) = 3, oraz dla peªnych grafów dwudzielnych, Kn,n = 3 dla n
parzystych i Kn,n = 4 dla n nieparzystych, n ≥ 4. W pracy [15] udowodniona
zostaªa warto±¢ siªy nieregularno±ci dla cykli: s(Cn) = ⌈n

2
⌉ dla n ≡ 1 mod 4

oraz w przeciwnym przypadku s(Cn) = ⌈n
2
⌉ + 1. Mo»emy zatem przypusz-

cza¢, »e im minimalny stopie« grafu (δ) ma wi¦ksz¡ warto±¢, tym mniejsza
jest warto±¢ siªy nieregularno±ci. Konstrukcja wa»enia dla tych przykªadów
przedstawiona jest na rysunku 3.1.

W pracy [8] autorzy wykazali, »e s(G) <∞ dla dowolnegoG, który nie za-
wiera dwóch izolowanych wierzchoªków lub izolowanej kraw¦dzi. Dowód ten
polega na nadaniu kolejnym wagom kraw¦dzi kolejnych pot¦g liczby 2, co
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Rysunek 3.1: Cykle C6 i C5, Grafy peªne dwudzielne K4,4 i K3,3

prowadzi do niepowtarzalno±ci sum dla wierzchoªków. W pracy tej zostaªo
udowodnione pierwsze ograniczenie górne liniowo zale»ne od liczby wierz-
choªków. Dla dowolnego grafu G bez dwóch izolowanych wierzchoªków lub
izolowanej kraw¦dzi, s(G) ≤ 2n − 3, przy n ≥ 3. Dowód opieraª si¦ na
wst¦pnym nadaniu wszystkim kraw¦dziom w gra�e wag 1, a nast¦pnie znale-
zieniu drzewa rozpi¦tego i dokonaniu ponownego wa»enia tylko kraw¦dzi tego
drzewa. Ograniczenie to zostaªo poprawione w pracy [5], w której Aigner i
Triesch wykazali, »e dla grafu spójnego G, s(G) ≤ n − 1, a dla dowolnego
grafu G, s(G) ≤ n + 1. Korzystaj¡c z ich metody, w pracy [30], Nierho�
wykazaª, »e dla dowolnego grafu G, s(G) ≤ n− 1.

Autorzy pracy [8] zaproponowali równie» ograniczenie dolne, które wynika
z faktu, »e przy maksymalnej wadze kraw¦dzi s(G) najwi¦kszy kolor, który
mo»e uzyska¢ wierzchoªek wynosi s(G)d(v) a najmniejszy d(v). Zatem znaj¡c
liczb¦ wierzchoªków tego samego stopnia mo»na powiedzie¢, »e:
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Twierdzenie 3.1 (Chartrand, Jacobson, Lehel, Oellermann, Ruiz, Saba,
[8]). Niech G b¦dzie spójnym grafem na n wierzchoªkach (n ≥ 3), zawieraj¡-
cym pi wierzchoªków i-tego stopnia, i ∈ {1, . . . , n− 1}. Wówczas

s(G) ≥ pi − 1

i
+ 1 (3.1)

Nast¦pstwem Twierdzenia 3.1 jest oszacowanie s(G) dla grafów r-regularnych.

Twierdzenie 3.2 (Chartrand, Jacobson, Lehel, Oellermann, Ruiz, Saba,
[8]). Niech G b¦dzie grafem r-regularnym na n wierzchoªkach (n ≥ 3). Wów-
czas

s(G) >
n− 1

r
+ 1 dla n ≡ 2, 3 mod 4, (3.2)

s(G) ≥ n− 1

r
+ 1 w przeciwnym przypadku. (3.3)

Powy»sze dolne ograniczenia byªy podstaw¡ do hipotezy zaproponowanej
przez Jacobsona w pracy Lehela [29], dotycz¡cej warto±ci s(G) dla grafu r-
regularnego.

Hipoteza 3.3 (Jacobson, Lehel, [29]). Istnieje staªa c, taka »e dla dowol-
nego grafu regularnego G na n wierzchoªkach,

s(G) ≤ n

r
+ c (3.4)

gdzie r ≥ 2 oznacza stopie« wierzchoªka w gra�e G.

Pierwszym wynikiem, który nawi¡zywaª do hipotezy Jacobsona i Lehela,
byª wynik Frieza, Goulda, Karo«skiego i Pfendera udowodniony w 2002 roku
w pracy [14].

Twierdzenie 3.4 (Frieze, Gould, Karo«ski, Pfender, [14]). Niech graf G
nie zawiera wierzchoªków i kraw¦dzi izolowanych, wówczas

(a) Je±li ∆ ≤
⌊(

n
lnn

) 1
4

⌋
, to s(G) ≤ 7n

(
1
δ
+ 1

∆

)
,

(b) Je±li
⌊(

n
lnn

) 1
4

⌋
+ 1 ≤ ∆ ≤

⌊
n

1
2

⌋
, to s(G) ≤ 60n

δ
,

(c) Je±li ∆ ≥
⌊
n

1
2

⌋
+ 1, δ ≥ ⌈6 (log n)⌉ , to s(G) ≤ 336 (log n) n

δ
.

Dla grafów regularnych Frieze, Gould, Karo«ski i Pfender udowodnili nast¦-
puj¡ce ograniczenie.
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Twierdzenie 3.5 (Frieze, Gould, Karo«ski, Pfender, [14]). Niech graf G
b¦dzie d-regularny i nie zawiera wierzchoªków i kraw¦dzi izolowanych, wów-
czas

(a) Je±li d ≤
⌊(

n
lnn

) 1
4

⌋
, to s(G) ≤ 10n

d
+ 1,

(b) Je±li
⌊(

n
lnn

) 1
4

⌋
+ 1 ≤ d ≤

⌊
n

1
2

⌋
to s(G) ≤ 48n

d
+ 1,

(c) Je±li d ≥
⌊
n

1
2

⌋
+ 1, to s(G) ≤ 240(log n)n

d
+ 1.

Mo»emy zauwa»y¢, »e w pewnych przypadkach wyniki te nie dawaªy ogra-
niczenia postaci k n

δ
+ c, gdzie k jest staª¡ niezale»n¡ od n. Metody wykorzy-

stane w dowodzie tych twierdze« polegaªy na losowym nadawaniu wag {1, 2}
lub {1, 2, 3} kraw¦dziom w gra�e, a nast¦pnie zmody�kowaniu tego wa»enia
za pomoc¡ nast¦puj¡cego lematu.

Lemat 3.6 (Frieze, Gould, Karo«ski, Pfender, [14]). Niech G b¦dzie grafem
bez izolowanych wierzchoªków lub kraw¦dzi oraz niech g : E(G) → {1, . . . , w}
jest wa»eniem grafu. Wówczas istnieje nieregularne wa»enie f : E(G) →
{2mg, . . . , (3w + 1)mg}, gdzie

mg = maxX⊆V (G){|X| : g(v) = g(u) dla wszystkich v, u ∈ X}

Dowód ogranicze« z Twierdze« 3.4 i 3.5 polegaª na wykazaniu za pomoc¡
technik probabilistycznych, »e istnieje takie losowo nadane 2-wa»enie lub 3-
wa»enie, »e parametr mg nie wykroczy poza okre±lon¡ warto±¢.
W 2008 roku, w pracach [34] oraz [35], Przybyªo udowodniª twierdzenia, które
poprawiªy ograniczenie na warto±¢ s(G) oraz nie byªy zale»ne od ∆.

Twierdzenie 3.7 (Przybyªo [35] ). Niech G b¦dzie grafem na n wierzchoª-
kach bez izolowanych wierzchoªków i kraw¦dzi. Wówczas s(G) < 112n

δ
+ 28.

Twierdzenie 3.8 (Przybyªo [34] ). Niech G b¦dzie d-regularnym grafem na
n wierzchoªkach bez izolowanych wierzchoªków i kraw¦dzi. Wówczas s(G) <
40n

δ
+ 11.

Dowody tych twierdze« opieraªy si¦ na wykorzystaniu Lematu 3.6 oraz
wniosków z lematu udowodnionego przez Addario-Berry'ego, Dalala i Reeda
w pracy [3], który dla danego grafu G wykazuje istnienie podgrafu rozpina-
j¡cego o zadanych stopniach wierzchoªków, które nale»¡ do jednej z czterech
zale»nych od siebie warto±ci. Przybyªo nie wykorzystywaª w swoich dowodach
metod probabilistycznych, jednak»e jego dowody nie pozwalaªy na proste
konstruowanie funkcji wa»enia.
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W 2009 roku, Kalkowski, Karo«ski i Pfender udowodnili w pracy [26]
ograniczenie, które jest obecnie najlepszym wynikiem dla dowolnego grafu
jak i dla grafów regularnych.

Twierdzenie 3.9 (Kalkowski, Karo«ski, Pfender, [26]). Niech δ b¦dzie mi-
nimalnym stopniem w gra�e G oraz niech n = |V |. Wówczas, je±li s(G) <∞,
to s(G) ≤ 6

⌈
n
δ

⌉
.

Dowód. Je±li δ ≤ 6, wówczas mo»emy skorzysta¢ z twierdzenia Lehela, z
pracy [29].

Zaªó»my, »e δ ≥ 7. Ustalmy kolejno±¢ wierzchoªków, v1, . . . , vn, tak by
dla 1 ≤ i ≤ k ≤ j ≤ n zawsze, gdy vi i vj nale»¡ do tej samej skªadowej
spójno±ci G,

• vk równie» nale»aªo do tej samej skªadowej, oraz

• vi miaªo s¡siada vl, l > i.

Wierzchoªki przetwarzamy w kolejno±ci. Ka»dej kraw¦dzi nadamy wag¦ skªa-
daj¡c¡ si¦ z dwóch skªadników ω(vivj) = ω1(vivj) +ω2(vivj), i < j. Pierwszy
skªadnik ω1(vivj) ∈ {1, . . . , 2⌈n

δ
⌉} ustalimy w trakcie przetwarzania vi. Dru-

giemu skªadnikowi nadajemy w pierwszym kroku warto±¢ 2⌈n
δ
⌉. W kolejnych

krokach, w trakcie przetwarzania vj, umo»liwimy zmian¦ warto±ci drugiego
skª¡dnika na warto±¢ nale»¡c¡ do zbioru {0, 2⌈n

δ
⌉, 4⌈n

δ
⌉}. Niech

W :=
{{

a+ 4b
⌈n
δ

⌉
, a+ (4b+ 2)

⌈n
δ

⌉}
|a, b ∈ Z, 0 ≤ a ≤ 2

⌈n
δ

⌉
− 1

}
(3.5)

b¦dzie zbiorem rozª¡cznych par liczb pokrywaj¡cych zbiór liczb caªkowitych.
Zauwa»my, »e dowolna liczba caªkowita nale»y do dokªadnie jednej pary ze
zbioruW . Dla ka»dego wierzchoªka vi, 1 ≤ i ≤ n,W (vi) ∈ W b¦dzie unikaln¡
par¡ zawieraj¡c¡ ψ(vi). Przetwarzaj¡c wierzchoªek vi, i ≤ n zakªadamy, »e
przetworzyli±my ju» wszystkie wierzchoªki vk, k < i, oraz wybrali±my ju»
pary W (vk).
Niech X b¦dzie zbiorem identy�katorów i, takich, »e vi lub vi+1 s¡ jednymi z
dwóch ostatnich (w ustalonej kolejno±ci) wierzchoªków skªadowej spójno±ci,
do której nale»¡. Przetwarzaj¡c wierzchoªek vi sprawdzamy czy nale»y do X.
Je±li i /∈ X, wówczas wierzchoªek vi nie jest ostatnim elementem swojej
skªadowej spójno±ci i jest poª¡czony z jednym wierzchoªkiem vj, j > i. Zmo-
dy�kujemy kolor wierzchoªka vi, przyporz¡dkowuj¡c mu par¦ liczb W (vi),
tak¡, »e W (vi) ∩W (vk) = ∅ dla wszystkich k < i. Raz ustalone W (vi) nie
b¦dzie zmieniane w kolejnych etapach przetwarzania i pozwoli nam na pó¹-
niejsz¡ zmian¦ warto±ci drugiego skªadnika wagi kraw¦dzi vivj, j > i, przy
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jednoczesnym brak kon�iktu koloru vi z kolorami innych wierzchoªków, gdy»
skªadnik ten zmienimy tak, by ψ(vi) ∈ W (vi).
Ustalaj¡c kolor wierzchoªka vi, dla ka»dej kraw¦dzi vivj, i < j, umo»liwiamy
wybór dowolnej warto±ci skªadnika ω1(vivj) nale»¡cej do zbioru {1, . . . , 2⌈n

δ
⌉}.

Dla ka»dej kraw¦dzi vkvi, k < i, pozwalamy na wybór warto±ci skªadnika
ω2(vkvi) w ten sposób, by ω2(vkvi) ∈ {0, 2⌈n

δ
⌉, 4⌈n

δ
⌉} oraz by kolory wierz-

choªków ψ(vk) ∈ W (vk). Oznaczmy przez d+ liczb¦ s¡siadów wyst¦puj¡cych
po wierzchoªku vi w ustalonej kolejno±ci d+ = |N(vk) ∩ {vk+1, . . . , vn}|, a
przez d− oznaczmy liczb¦ s¡siadów wyst¦puj¡cych przed nim d− = |N(vk) ∩
{v1, . . . , vk−1}|.

Je±li vi ma d+ ≥ 1 s¡siadów vj, j > i, oraz d− s¡siadów vk, k < i, wówczas
mamy

2
⌈n
δ

⌉
(d+ + d−)− d+ ≥ 2n− d+ ≥ 2i (3.6)

mo»liwych wyst¦puj¡cych po sobie potencjalnych warto±ci dla ψ(vi). W±ród
nich jest co najmniej i ró»nych par w zbiorze W . Co najwy»ej i−1 z tych par
jest ju» wybranych dla jakiego± wierzchoªka vk, k < i, zatem mo»emy znale¹¢
woln¡ par¦ W (vi) i przyporz¡dkowa¢ j¡ vi. Wykonujemy odpowiednie mody-
�kacje skªadników wag kraw¦dzi i przechodzimy do nast¦pnego wierzchoªka
w kolejno±ci.

Je±li {i, i+1} ⊆ X, to znaczy, wierzchoªki vi i vi+1 s¡ ostatnimi w swojej
skªadowej spójno±ci, wówczas wiemy »e vivi+1 jest kraw¦dzi¡. Wybieramy
tak¡ warto±¢ ω1(vivi+1), by co najwy»ej dwa wierzchoªki vj, i + 1 ≥ j ∈ X,
miaªy t¡ sam¡ warto±¢ a swoich par W . Jest to mo»liwe, gdy» w gra�e jest
mniej ni» ⌈n

δ
⌉ skªadowych, wi¦c |X| < 2⌈n

δ
⌉, a warto±¢ a mo»e przyj¡c 2⌈n

δ
⌉

ró»nych warto±ci.
Niech j ∈ {i, i + 1}. Dla wierzchoªków vj naszym celem jest taki wybór

skªadników ω2(vkvj), k < i, by kolory wszystkich dotychczas przetworzonych
wierzchoªków vl, l ≤ j byªy ró»ne. W tym przypadku pozwolimy jednak by
istniaªy dwa wierzchoªki u i v, takie »eW (v) = W (u), pod warunkiem, »e nie
spowoduj¡ kon�iktu, to znaczy ψ(v) ̸= ψ(v). Nie b¦dzie to pó¹niej stanowiªo
problemu, gdy» po przetworzeniu wierzchoªków vj, kolory wierzchoªków vk,
k ≤ i + 1, nie zmieni¡ si¦ w dalszej cz¦±ci algorytmu, gdy» nie s¡ poª¡czone
kraw¦dzi¡ z »adnym wierzchoªkiem o indeksie wi¦kszym od i+ 1.

Skªadnik ω1(vivi+1) wybrali±my tak, »e istnieje co najwy»ej jeden wierz-
choªek vl, l < j, taki, »e W (vj) = W (vl).
Wierzchoªek vj ma co najmniej δ − 1 s¡siadów vk, k < i. Wszyscy jego s¡-
siedzi vk wyst¡pili w ustalonej kolejno±ci po wierzchoªkach vm ∈ X, m < i.
Tym samym dla wszystkich vk dokonali±my wyboru par W (vk), do których
nie nale»¡ »adne inne kolory wierzchoªków o indeksie mniejszym od i. Jed-
nocze±nie wybór ω1(vivi+1) mógª spowodowa¢, »e co najwy»ej jedna para
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W (vk) mo»e zawiera¢ warto±¢, do której zostaª przyporz¡dkowany kolor in-
nego wierzchoªka ni» vk. Je±li taka sytuacja ma miejsce, wówczas wiemy, »e
przetwarzamy vj przy j = i+ 1 oraz istnieje taki vp, ψ(vi) ∈ W (vp).

Mo»emy zatem wybra¢ warto±¢ skªadnika ω2(vkvj) wszystkich δ−1 kraw¦-
dzi vkvj, k < i, z wyj¡tkiem co najwy»ej jednej kraw¦dzi vpvj (je±li istnieje).
Mo»emy te» warto±ci skªadników ω2(vkvj) pozostawi¢ bez zmian. Pami¦tamy,
»e wybór warto±ci ω2(vkvj) jest ograniczony warunkiem ψ(vk) ∈ W (vk).
Taki ukªad pozwala nam na wybór dla ψ(vj) jednego z δ − 1 kolorów, two-
rz¡cych ci¡g arytmetyczny o ró»nicy kolejnych elementów równej 2⌈n

δ
⌉, który

zawiera co najmniej δ−3
2

≥ 2 ró»nych par w W .
Wybór ω1(vivi+1), zapewniª nam, »e co najwy»ej jedna taka para W zawiera
kolor ψ(vc), j > c ∈ X. Zatem istnieje co najmniej jedna wolna para, która
nie zawiera koloru ψ(vc), j > c ∈ X. Jednocze±nie wiemy, »e mo»e ona za-
wiera¢ co najwy»ej jeden kolor wierzchoªka vl, j > l /∈ X. Wybieramy zatem
wagi kraw¦dzi ω2(vkvj) tak, by kolor wierzchoªka vj tra�ª do tej wªa±nie wol-
nej pary.

Je±li doszªo do sytuacji, »e kolor wierzchoªka vj spowodowaª kon�ikt z
kolorem pewnego vl, l /∈ X, to znaczy ψ(vl) = ψ(vj), wówczas rozpatrujemy
dwa przypadki. Je±li vlvj /∈ E, wówczas zmody�kujemy wag¦ ω2 kraw¦dzi
vkvj, k ̸= l, tak by ψ(vj) tra�ªo do drugiej warto±ci paryW (vj). Zauwa»my, »e
kolor wierzchoªka vj mógª wybra¢ dowoln¡ z dwóch warto±ci pary, do której
go przypisali±my. W przypadku gdy vlvj ∈ E taka mody�kacja mo»e si¦
okaza¢ niemo»liwa. Wówczas zmody�kujemy wag¦ dwóch kraw¦dzi ω2(vkvj),
k ̸= l oraz ω2(vlvj), zachowuj¡c kolor ψ(vj) bez zmian, a zmieniaj¡c kolor
ψ(vl) na drugi z pary W (vl). W powy»szy sposób przetwarzamy w kolejno±ci
wszystkie wierzchoªki w gra�e, co ko«czy dowód.

Konstrukcja dowodu ma form¦ algorytmu, który ma wielomianowy czas
dziaªania (O(n2)) oraz wielomianow¡ zªo»ono±¢ pami¦ciow¡ (O(n2)).

3.2 Rozró»nianie totalnymi sumami

Problem globalnej siªy nieregularno±ci dla totalnego wa»enia (st(G)), zostaª
sformuªowany w pracy [7], przez Ba£¦, Jendrola, Millera i Ryana. Polega on
na znalezieniu takiego totalnego wa»enia grafu, w którym stopnie wa»one
wszystkich wierzchoªków w gra�e s¡ ró»ne oraz siªa grafu jest minimalna.
Podobnie jak wcze±niej, kierunkiem bada« b¦dzie szukanie ogranicze« na
warto±¢ st(G) oraz odpowiednich algorytmów wa»enia.

Model ten wydaje si¦ by¢ ªatwiejszy ze wzgl¦du na mo»liwo±¢ lokalnego
mody�kowania koloru wierzchoªka. Jednak»e, o ile w przypadku lokalnego
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rozró»niania totalnymi sumami uzyskali±my wynik bliski ograniczeniu dol-
nemu, o tyle tutaj wynik jest bardziej odlegªy od ograniczenia dolnego.

Z poprzedniego rozdziaªu wiemy, »e st(G) > 1. Przykªadem grafu, którego
totalna siªa nieregularno±ci jest minimalna jest graf peªny.

Twierdzenie 3.10. Niech Kn b¦dzie grafem peªnym na n wierzchoªkach,
wówczas

st(G) = 2 (3.7)

Dowód tego twierdzenia przebiega w analogiczny sposób, do dowodu Twier-
dzenia 2.9. Przykªad grafu peªnego jest o tyle szczególnym przypadkiem, »e
jego kolorowanie zachowuje si¦ tak samo dla wersji lokalnej, jak i global-
nej. Innym przykªadem grafu o zadanej strukturze, który w odró»nieniu od
Kn wymaga wykorzystania wi¦kszych wag, zale»nych od rozmiaru grafu, jest
gwiazda.

Twierdzenie 3.11. Niech K1,n b¦dzie gwiazd¡ o n wisz¡cych wierzchoª-
kach, wówczas

st(G) =

⌈
n+ 1

2

⌉
(3.8)
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Rysunek 3.2: Grafy totalnie wa»one: K4, P4, K1,5

W pracy [7] udowodniono nast¦puj¡ce oszacowania:

Twierdzenie 3.12 (Ba£a, Jendro©, Miller, Ryan, [7]). Dla dowolnego grafu⌈
n+ δ

∆+ 1

⌉
≤ st(G) ≤ n+∆− 2δ + 1
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Twierdzenie 3.13 (Ba£a, Jendro©, Miller, Ryan, [7]). Dla grafów bez izo-
lowanych wierzchoªków i kraw¦dzi

st(G) ≤ n− 1−
⌊
n− 2

∆ + 1

⌋
Ponadto autorzy powy»szych twierdze« zauwa»yli proste ograniczenie

górne, uzale»niaj¡ce st(G) od s(G). Wykazali, »e dla dowolnego grafu G,
st(G) ≤ s(G). Dowód tego faktu jest oczywisty. Wystarczy uzupeªni¢ wa»e-
nie o zadanej sile nieregularno±ci s(G) o wagi wierzchoªków 1 i otrzymujemy
ró»ne kolory wszystkich wierzchoªków.

Twierdzenie to, w poª¡czeniu z ograniczeniem s(G) ≤ n − 1 dla grafów
bez izolowanych wierzchoªków i kraw¦dzi, prowadzi do wniosku, »e przy tym
samym zaªo»eniu, st(G) ≤ n− 1.

Analizuj¡c powy»sze przykªady mo»emy sformuªowa¢ nast¦puj¡c¡ hipo-
tez¦.

Hipoteza 3.14. Dla dowolnego grafu regularnego G na n wierzchoªkach,
istnieje staªa c, taka »e

s(G) ≤ n

δ
+ c (3.9)

W pracy [34] Przybyªo, opieraj¡c si¦ na metodach wykorzystanych w
pracy [14], udowodniª pierwsze ograniczenie górne na warto±¢ totalnej siªy
nieregularno±ci, które dla pewnych przypadków daje ograniczenie postaci
k n

δ
+ C, gdzie C jest staª¡.

Twierdzenie 3.15 (Przybyªo, [34]). Niech G b¦dzie grafem na n wierz-
choªkach bez izolowanych wierzchoªków.

• Je±li ∆ ≤
⌊(

n
lnn

) 1
4

⌋
, to st(G) ≤ 2n

(
1
δ
+ 1

∆

)
,

• Je±li
⌊(

n
lnn

) 1
4

⌋
+ 1 ≤ ∆ ≤

⌊
n

1
2

⌋
, to st(G) ≤ 18n

δ
,

• Je±li ∆ ≥
⌊
n

1
2 + 1

⌋
, δ ≥ ⌈10 log n⌉, to st(G) ≤ 96 (log n) n

δ
,

W dowodzie tego twierdzenia, Przybyªo dokonaª mody�kacji Lematu 3.6
oraz skorzystaª z tych samych technik, co w Twierdzeniu 3.4. Krótko po
powstaniu powy»szego dowodu, w pracy [35], Przybyªo poprawiª swoje ogra-
niczenie, uzyskuj¡c nast¦puj¡cy wynik.
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Twierdzenie 3.16 (Przybyªo, [35]). Niech G b¦dzie grafem na n wierz-
choªkach, bez izolowanych wierzchoªków. Wówczas:

• st(G) < 32n
δ
+ 8, dla dowolnego grafu.

• Je±li G jest d-regularny, to st(G) < 8n
δ
+ 3.

Dowody zaproponowane przez Przybyªo korzystaªy z analogicznych tech-
nik, które zaprezentowaª wcze±niej w pracy [35]. Metody te nie pozwalaªy na
ªatw¡ konstrukcj¦ totalnego wa»enia.

W 2008 roku Anholcer, Kalkowski i Przybyªo w pracy [4] uzyskali najlep-
sze obecnie ograniczenie górne na warto±¢ totalnej siªy nieregularno±ci.

Twierdzenie 3.17 (Anholcer, Kalkowski, Przybyªo, [4]). Niech G b¦dzie
grafem na n wierzchoªkach o minimalnym stopniu δ > 1. Wówczas

st(G) ≤ 3
⌈n
δ

⌉
+ 1 (3.10)

Dowód. Ustalmy dowoln¡ kolejno±¢ wierzchoªków v1, v2, . . . , vn w gra�e G =
(V,E). Dla danego wierzchoªka vi, jego s¡siadami poprzedzaj¡cymi nazwy-
amy tych s¡siadów vj, którzy maj¡ mniejsz¡ warto±¢ indeksu, j < i, a kra-
w¦dzie ª¡cz¡ce vi z tymi kraw¦dziami nazywamy kraw¦dziami poprzedza-
j¡cymi. Analogicznie zde�niujmy s¡siadów i kraw¦dzie nast¦puj¡ce, bior¡c
j > i zamiast j < i. Ustalmy te» λ =

⌈
n
δ

⌉
. Na pocz¡tku nadajemy wszyst-

kim kraw¦dziom w gra�e wagi λ + 1, a wierzchoªkom wag¦ 1. Ostateczne
wa»enie uzyskamy w n krokach. W i-tym kroku ustalamy kolor wierzchoªka
vi. Kolor ten oznaczamy przez ϕ(vi) i jest to tzw. ostateczny kolor, czyli
taki, który wierzchoªek ma otrzyma¢ po zako«czeniu dziaªania algorytmu.
W trakcie przetwarzania kolejnych wierzchoªków mog¡ one zmienia¢ tymcza-
sowo kolory swoich s¡siadów poprzedzaj¡cych, poprzez zmian¦ wag kraw¦dzi
poprzedzaj¡cych. Przez tymczasowy kolor, rozumiemy kolor, którego warto±¢
jest obliczana w danej chwili poprzez zsumowanie bie»¡cych wag kraw¦dzi i
wierzchoªka. Kolor tymczasowy wierzchoªka vi oznaczamy przez ψ(vi).

Przed rozpocz¦ciem pierwszego kroku kolor ka»dego wierzchoªka vi wynosi
(λ+1)d(vi)+1 oraz nie wybrali±my »adnej warto±ci ϕ(vi). W trakcie przetwa-
rzania, umo»liwimy co najwy»ej dwukrotne zmody�kowanie wagi ka»dej kra-
w¦dzi tak, by jej waga po ostatnim kroku nale»aªa do zbioru {1, . . . , 3λ+1}.
Wagi wierzchoªków zostan¡ ustalone dopiero w ostatnim kroku i b¦d¡ na-
le»aªy do zbioru {1, . . . , λ + 1}. W trakcie i-tego kroku, zmieniamy wagi
kraw¦dzi nast¦puj¡cych i poprzedzaj¡cych, przy czym dbamy o to, by wagi
kraw¦dzi poprzedzaj¡cych zapewniªy dla s¡siadów poprzedzaj¡cych warunek:

ϕ(vj)− λ ≤ ψ(vj) ≤ ϕ(vj) (3.11)
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dla j = 1, . . . , i.
Zaªó»my zatem, »e przetwarzamy wierzchoªek vi oraz wybrali±my zgodnie

z powy»szym opisem ostateczne kolory wierzchoªków vj, j < i. Do ka»dej z
wag kraw¦dzi wierzchoªka vi do jego s¡siadów o indeksie wi¦kszym od i po-
zwolimy na dodanie jednej warto±ci ze zbioru {0, . . . , λ}. S¡siedzi o indeksie
wi¦kszym od i nie maj¡ wybranego ostatecznego koloru, wi¦c warunek (3.11)
jest speªniony. Wagi ka»dej z kraw¦dzi poprzedzaj¡cych vi mody�kujemy o
takie warto±ci ze zbioru {−λ, . . . , λ}, by ka»dy s¡siad poprzedzaj¡cy speªniaª
warunek (3.11). Ka»da z mody�kacji kraw¦dzi poprzedzaj¡cych jak i nast¦pu-
j¡cych, umo»liwia nam uzyskanie λ nowych kolejnych kolorów tymczasowych
dla wierzchoªka vi lub pozostawienie jego koloru bez zmiany. Zatem ª¡cznie
mo»emy wybra¢ jeden z λδ + 1 > n kolejnych kolorów dla vi. Wiedz¡c jed-
nocze±nie, »e co najwy»ej i − 1 < n wierzchoªków ustaliªo dotychczas swoje
kolory ostateczne, mamy mo»liwo±¢ takiej mody�kacji wag kraw¦dzi incy-
dentnych z vi, »e kolor tymczasowy ψ(vi) ̸= ϕ(vj), dla j < i. Dokonujemy
tych mody�kacji, a nast¦pnie ustalamy warto±¢ ϕ(vi) = ψ(vi).

Powy»sze kroki zapewniaj¡ speªnianie warunku (3.11) oraz umo»liwiaj¡
wyznaczenie ostatecznych kolorów dla wszystkich wierzchoªków. Ponadto na-
le»y zauwa»y¢, »e wyj±ciowa waga λ+1 danej kraw¦dzi vivj zostaªa zmody�-
kowana co najwy»ej dwa razy. Najpierw podczas przetwarzania vi umo»liwi-
li±my dodanie do jej wagi jednej warto±ci ze zbioru {0, . . . , λ}, a nast¦pnie,
podczas przetwarzania vj, zale»nie od sytuacji mogªa zmieni¢ swoj¡ warto±¢
o {−λ, . . . , λ}. Tym samym mamy pewno±¢, »e waga ka»dej kraw¦dzi nale»y
do zbioru {1, . . . , 3λ+ 1}.

W ostatnim kroku, maj¡c speªniony warunek (3.11), dodamy do wagi
ka»dego wierzchoªka tak¡ warto±¢ ze zbioru {0, . . . , λ}, by dla ka»dego wierz-
choªka vi, i = 1, . . . , n, ψ(vi) = ϕ(vi). Jednocze±nie wiemy, »e ostateczne ko-
lory wszystkich wierzchoªków s¡ ró»ne dla dowolnych dwóch wierzchoªków.
Tym samym, uzyskali±my totalne wa»enie grafu, o maksymalnej nadanej wa-
dze 3λ+ 1, co ko«czy dowód.

Dowód tego twierdzenia zawiera konstrukcj¦ algorytmu wa»enia, którego
implementacja nie wymaga budowania »adnych dodatkowych struktur, poza
struktur¡ grafu umo»liwiaj¡c¡ nadanie wag kraw¦dziom i wierzchoªkom. Al-
gorytm ma wielomianowy czas dziaªania (O(n2)) oraz wielomianow¡ zªo»o-
no±¢ pami¦ciow¡ (O(n2)).



Rozdziaª 4

Pokrewne problemy rozró»niania

Wyniki omówione w poprzednich rozdziaªach znalazªy swoje zastosowanie w
pokrewnych dziedzinach rozró»niania wierzchoªków. W szczególno±ci dotyczy
to algorytmu wykorzystanego w dowodzie Twierdzenia 2.8.

4.1 Lokalne rozró»nianie totalnymi iloczynami

Pierwszym problemem, który omówimy, jest lokalna siªa nieregularno±ci grafu
dla totalnego wa»enia, z wykorzystaniem iloczynów zamiast sum. W pracy
[38], Skowronek-Kaziów zaproponowaªa mody�kacj¦ problemu lokalnej siªy
nieregularno±ci, polegaj¡c¡ na interpretacji koloru wierzchoªka jako iloczynu
wag kraw¦dzi z nim incydentnych. W pracy [37] rozszerzyªa swój model ko-
lorowania dla totalnego wa»enia, interpretuj¡c kolor wierzchoªka jako wynik
iloczynu wag kraw¦dzi z nim incydentnych oraz wagi samego wierzchoªka.

ψ(v) = ω(v)
∏
v∈e

ω(e) (4.1)

Kolor taki nazywamy kolorem iloczynowym. Jednocze±nie totalne wa»enie
ω nazywamy kolorowaniem wªa±ciwym, je±li dla dowolnych u i v, takich »e
uv ∈ E,

ω(v)
∏
v∈e

ω(e) ̸= ω(u)
∏
u∈e

ω(e) (4.2)

Problem lokalnej iloczynowej totalnej siªy nieregularno±ci (slpt(G)) grafu
dla totalnego wa»enia, polega na znalezieniu takiego wa»enia grafu, w którym
kolory iloczynowe s¡siaduj¡cych wierzchoªków s¡ ró»ne oraz siªa grafu jest
minimalna.

W pracy [37], Skowronek-Kaziow, korzystaj¡c z metody zaprezentowanej
w dowodzie Twierdzenia 2.9, udowodniªa nast¦puj¡ce twierdzenie.
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Twierdzenie 4.1 (Skowronek-Kaziow, [37]). Dla grafu peªnego na n wierz-
choªkach, totalna iloczynowa siªa nieregularno±ci wynosi 2.

Skowronek-Kaziow, w pracy [37], sformuªowaªa ponadto nast¦puj¡c¡ hi-
potez¦.

Hipoteza 4.2. Dla dowolnego prostego grafu istnieje 2-totalne wa»enie,
b¦d¡ce kolorowaniem iloczynowym.

W pracy [37] udowodniªa, »e hipoteza jest prawdziwa dla grafów 3-ko-
lorowalnych (w klasycznym sensie). Ponadto, opieraj¡c si¦ na technikach,
które zostaªy zaproponowane w [1], Skowronek-Kaziow wykazaªa konstrukcj¦
nast¦puj¡cego wa»enia.

Twierdzenie 4.3 (Skowronek-Kaziow, [37]). Dla dowolnego grafu G ist-
nieje 3-totalne-wa»enie b¦d¡ce kolorowaniem iloczynowym.

Dowód tego twierdzenia korzysta z Lematu 2.7 i nadaje wagi {1, 2, 3}
zarówno wierzchoªkom jak i kraw¦dziom w gra�e. Korzystaj¡c z technik za-
prezentowanych w dowodzie Twierdzenia 2.8, wyka»emy twierdzenie popra-
wiaj¡ce powy»szy wynik. Jego dowód ma prostsz¡ budow¦ od dowodu Twier-
dzenia 4.3 i korzysta z wag {1, 2} na wierzchoªkach.

Twierdzenie 4.4 (Kalkowski, [21]). Dla dowolnego grafu G istnieje wa»e-
nie ω : V → {1, 2} ∪ E → {1, 2, 3}, b¦d¡ce kolorowaniem iloczynowym.

Dowód. Zaªó»my, »e mamy dany spójny graf G = (V,E). W przypadku gdy
G jest grafem niespójnym, mo»emy przeprowadzi¢ dowód osobno niezale»nie
dla ka»dej skªadowej spójno±ci.
Przez ψ(v) oznaczamy kolor wierzchoªka, który za ka»dym razem jest obli-
czany zgodnie z równaniem (4.1). Dla ka»dego wierzchoªka, w trakcie dzia-
ªania algorytmu, wybierzemy kolor docelowy, oznaczany przez ϕ(v). Kolory
docelowe zostan¡ wybrane tak, by byªy ró»ne dla ka»dych dwóch s¡siaduj¡-
cych wierzchoªków. B¦dziemy d¡»yli do tego, by po ostatnim kroku procedury
wa»enia ka»dy wierzchoªek miaª ψ(v) = ϕ(v).

Niech |V (G)| = n. W przypadku gdy n = 1 nie ma nic do wykazania.
Je±li n = 2, wówczas nadajemy wag¦ 1 jedynej kraw¦dzi w G, a dwóm wierz-
choªkom odpowiednio wag¦ 1 i 2.

Zaªó»my zatem, »e n ≥ 3. W pierwszym kroku nadajemy wszystkim kra-
w¦dziom w gra�e wag¦ 2, a wszystkim wierzchoªkom wag¦ 1. W ten sposób
uzyskujemy mo»liwo±¢ co najwy»ej jednokrotnej mody�kacji wagi kraw¦dzi
(mno»¡c jej warto±¢ lub dziel¡c przez 2) oraz jednokrotnego przemno»enia
wagi wierzchoªka przez 2. W dalszej cz¦±ci algorytmu przetwarzamy wierz-
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choªki w ustalonej kolejno±ci V = {v1, . . . , vn}. Rozpoczynaj¡c od wierz-
choªka v1, ustalamy ϕ(v1) = ψ(v1) = 2d(v1). Nast¦pnie, w trakcie przetwarza-
nia ka»dego kolejnego wierzchoªka vi, gdzie 2 ≤ i ≤ n, wymagamy aby:

• ψ(vj) = ϕ(vj) lub ψ(vj) = ϕ(vj)/2, dla ka»dego j < i.

• ϕ(vj) ̸= ϕ(vl), je±li istnieje kraw¦d¹ (vi, vj) ∈ E(G) oraz j, l < i.

• ω(e) = 2, dla ka»dej kraw¦dzi e = (vi, vl).

Zaªó»my, »e vi ma k wierzchoªków s¡siaduj¡cych w zbiorze {v1, . . . , vi−1},
których nazywamy s¡siadami poprzedzaj¡cymi vi. Oznaczamy k = |N(v) ∩
{v1, . . . , vi−1}|.

Nast¦pnie wyznaczamy kolor docelowy dla vi, ró»ny od kolorów docelo-
wych jego s¡siadów wyst¦puj¡cych przed nim w ustalonej kolejno±ci, mody-
�kuj¡c wagi kraw¦dzi e = (vi, vj), j < i. Mody�kacja polega na wybraniu
jednej mo»liwo±ci:

• mo»emy pozostawi¢ wag¦ kraw¦dzi bez zmiany, lub,

• je±li ψ(vj) = ϕ(vj)/2, to zmieniamy wag¦ kraw¦dzi na 4,

• je±li ψ(vj) = ϕ(vj), to zmieniamy wag¦ kraw¦dzi na 1.

Zauwa»my, »e dla ka»dej z kraw¦dzi poprzedzaj¡cych uzyskujemy mo»-
liwo±¢ pozostawienia koloru vi bez zmiany lub zmiany koloru vi na now¡
warto±¢. Tym samym mo»emy wybra¢ jednen z k nowych kolorów dla vi
lub pozostawi¢ go bez zmiany. Daje nam to k+1 potencjalnych warto±ci dla
ϕ(vi). Wiedz¡c, »e vi ma dokªadnie k s¡siadów poprzedzaj¡cych, wyznaczamy
jego kolor w ten sposób, by speªniª wymagania ka»dego kolejnego kroku oraz
by nie powodowaª »adnego kon�iktu z kolorami docelowymi jego s¡siadów
poprzedzaj¡cych. Mody�kujemy wagi kraw¦dzi do jego s¡siadów poprzedza-
j¡cych, wybieraj¡c tym samym warto±¢ ψ(vi), która speªnia oba wymagania.
Ustalamy jednocze±nie ϕ(vi) = ψ(vi).

W powy»szy sposób przetwarzamy wszystkie pozostaªe wierzchoªki. Po
wybraniu koloru dla vn graf G ma nast¦puj¡ce wªasno±ci:

• ka»dy wierzchoªek v ∈ V , ma albo ψ(v) = ϕ(v), albo ψ(v) = ϕ(v)/2,

• »adne dwa s¡siaduj¡ce wierzchoªki nie maj¡ tego samego koloru doce-
lowego,

• wagi wszystkich kraw¦dzi nale»¡ do zbioru {1, 2, 4},

• wagi wszystkich wierzchoªków wynosz¡ 1.
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Nast¦pnie, w celu uzyskania kolorowania wªa±ciwego, pozostaje nadanie
ostatecznego koloru wierzchoªkom, dla których ψ(v) = ϕ(v)/2. Dokonujemy
tego zmieniaj¡c ich wag¦ na 2, tym samym zapewniaj¡c ϕ(vi) = ψ(vi), dla
i = 1, . . . , n.
W ostatnim kroku, dla tych kraw¦dzi które otrzymaªy wag¦ 4, zmieniamy j¡
na 3. Zauwa»my, »e przed tym krokiem wagi s¡siaduj¡cych wierzchoªków byªy
postaci 2l. Po zmianie wag kraw¦dzi równych 4, kolory wierzchoªków b¦d¡
postaci 2m3p. Wiemy te», »e kolory s¡siaduj¡cych wierzchoªków byªy ró»ne.
Zatem po tym kroku ich kolory pozostan¡ ró»ne, gdy» b¦d¡ si¦ ró»niªy albo
pot¦g¡ liczby 2 albo pot¦g¡ liczy 3, co ko«czy dowód.

4.2 Kon�guracje »etonów

Problem kolorowania grafu poprzez kon�guracje »etonów polega na uªo»eniu
na kraw¦dziach grafu skierowanego »etonów, w taki sposób, »e kolor wierz-
choªka interpretowany jako wynik odejmowania liczby »etonów na kraw¦-
dziach wchodz¡cych od liczby »etonów na kraw¦dziach wychodz¡cych, daje
ró»ne warto±ci dla dowolnych dwóch poª¡czonych wierzchoªków (kolorowanie
wªa±ciwe). Problem ten zostaª wprowadzony przez Borowieckiego, Grytczuka
i Pil±niak, w pracy [6].
W pracy [6] wprowadzili oni równie» mody�kacj¦ tego problemu, polegaj¡c¡
na wst¦pnym uªo»eniu pewnej liczby »etonów na kraw¦dziach grafu nieskiero-
wanego oraz wykazaniu, »e mo»liwe jest takie ich przekªadanie, »e uzyskamy
kolorowanie wªa±ciwe. Przekªadanie polega na przeªo»eniu jednego lub wi¦cej
»etonów z wierzchoªka i umieszczeniu na dowolnej kraw¦dzi incydentnej do
tego wierzchoªka lub na przeªo»eniu jednego lub wi¦cej »etonów z kraw¦dzi
i przeªo»eniu na wierzchoªek incydentny. Liczb¦ »etonów na danej kraw¦dzi
oznaczamy przez q(e), a na wierzchoªku q(v). Kolor wierzchoªka w tym przy-
padku rozumiany jest jako suma liczby »etonów na kraw¦dziach incydentnych
i na samym wierzchoªku.

ψ(v) = q(v) +
∑

e=(u,v),e∈E

q(e) (4.3)

Zauwa»my, »e problem kon�guracji »etonów zakªada istnienie wyj±cio-
wego uªo»enia zadanej liczby »etonów na kraw¦dziach i wierzchoªkach oraz
uniemo»liwia dokªadanie kolejnych »etonów w razie potrzeby. Tym samym,
problem sprowadza si¦ równie» do sprawdzenia jaka ª¡czna liczba »etonów
b¦dzie wystarczaj¡ca by utworzy¢ kolorowanie wªa±ciwe.

W pracy [6], Borowiecki, Grytczuk i Pil±niak wykazali, »e mo»liwa jest
konstrukcja kolorowania wªa±ciwego poprzez uªo»enie |E| »etonów na kraw¦-
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dziach grafu oraz takie ich przekªadanie, »e wierzchoªki otrzymaj¡ 0 lub 1
»etonów, a kraw¦dzie 0, 1 lub 2 »etonów. Twierdzenie to przytoczymy poni»ej
wraz z dowodem, który opiera si¦ prawie w caªo±ci na dowodzie Twierdzenia
2.8.

Wprowd»my najpierw parametr pomocniczy, tak zwan¡ �liczb¦ koloru-
j¡c¡� oznaczan¡ przez col(G). Zakªadamy, »e mamy dany grafG oraz ustalone
uporz¡dkowanie wierzchoªków v1, . . . , vn. S¡siadami poprzedzaj¡cymi wierz-
choªka vi nazywamy tych s¡siadów vj ∈ N(vi), dla których j < i. Niech b(vi)
oznacza liczb¦ s¡siadów poprzedzaj¡cych.

De�nicja 4.5. Liczb¡ koloruj¡c¡ grafu G, col(G), nazywamy najmniejsz¡
warto±¢ k, tak¡ »e istnieje takie uporz¡dkowanie wierzchoªków, w którym dla
dowolnego i = 1, . . . , n, b(vi) ≤ k − 1.

Liczba koloruj¡ca mo»e znale¹¢ zastosowanie jako ograniczenie dolne na
ª¡czn¡ liczb¦ ró»nych kolorów w gra�e, któr¡ nada procedura . Autorzy pracy
[6] zauwa»yli t¡ zale»no±¢ interpretuj¡c kolory modulo m.

Twierdzenie 4.6. Niech dany b¦dzie graf G = (V,E) oraz niech m =
col(G). Wówczas istnieje taka kon�guracja »etonów c : V ∪ E → Zm, »e
c(v) ∈ {0, 1} oraz c(e) ∈ {0, 1, 2}.

Dowód. Niech dany b¦dzie graf G = (V,E).
W pierwszym kroku ukªadamy na wszystkich kraw¦dziach w gra�e jeden

»eton. Nast¦pnie przetwarzamy wierzchoªki w ustalonej kolejno±ci. Dla prze-
twarzanego wierzchoªka vi, w celu odró»nienia jego koloru od kolorów jego
s¡siadów poprzedzaj¡cych, pozwolimy na przeªo»enie »etonów na jego kraw¦-
dziach eij = vivj do s¡siadów poprzedzaj¡cych vj. Je±li s¡siad poprzedzaj¡cy
ma q(vj) = 0, pozwolimy na przeªo»enie »etonu z kraw¦dzi eij na wierzchoªek
vj, a w przeciwnym przypadku, gdy q(vj) = 1, na przeªo»enie »etonu z wierz-
choªka vj na kraw¦d¹ eij. Obie mo»liwo±ci nie zmieniaj¡ koloru wierzchoªka
vj, a pozwalaj¡ na wybranie jednego nowego koloru dla wierzchoªka vi. Je±li
vi ma d s¡siadów poprzedzaj¡cych, wówczas mamy d + 1 mo»liwych kolo-
rów dla wierzchoªka vi, poprzez przekªadanie zgodne z opisem powy»ej. Co
najmniej jeden z tych kolorów b¦dzie ró»ny od kolorów s¡siadów poprzedza-
j¡cych wierzchoªka vi. Przekªadamy »etony w ten sposób by vi otrzymaª kolor
ró»ny od kolorów s¡siadów poprzedzaj¡cych wierzchoªka vi. Po przetworzeniu
wierzchoªka vn uzyskujemy kolorowanie wªa±ciwe.
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