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GUILLAUME WUNSCH*

WPLYW AGREGACJI T WSPOLLINIOWOSCI
NA WYNIKI REGRESJI WIELOKROTNEJ W ANALIZIE PRZESTRZENI

W wielu dziedzinach zycia ekonomicznego i spotecznego informacje, jakimi
si¢ rozporzadza, sa zebrane z geograficznych jednostek administracyjnych (gmin,
powiatéw), podczas gdy teoria, ktorg usituje si¢ sprawdzié, opiera si¢ na badaniach
jednostek prostych. Na przyktad rozporzadza si¢ wspodtczynnikami przecigtnego
spozycia tytoniu w skali powiatu i usiluje si¢ odkry¢ na podstawie tych danych
ewentualny zwigzek migdzy zatruciem nikotyng a umieralnoscig. Postgpujac w ten
sposob narazamy sie na dojscie do blednego wyniku': teoria postawiona na pewnym
poziomie agregacji (w naszym przypadku, jednostka) nie moze by¢ poprawnie zwery-
fikowana we wszystkich przypadkach przez dane ustawione na innym poziomie
agregacji (np. powiat). W przypadku dwoch zmiennych (zmienna zalezna y i nie-
zalezna x), tatwo jest wykazaé¢® na przyktad, ze wspotczynnik korelacji R(xy) moze
by¢ napisany w postaci R(xy)=IR(xy)[A]+ER(xy)[B], gdzie IR(xy) i ER(xy)
sa odpowiednio wspotczynnikami korelacji wewnatrz i migdzy grupami, a wyrazenia
w klamrach sa funkcja wzglednych dyspersji wewnatrz i migdzy grupami zmiennych
x 1 y. Wysoka korelacja migdzygrupowa jest wiec zupelnie zgodna ze staba korelacja
wewnatrzgrupowsq: innymi stowy, mozna obserwowa¢ mocng korelacje miedzy
powiatami, ktéra nie odzwierciedla wysokiej wigzi na plaszczyznie indywidualne;j.

Artykut ten stara si¢ sprecyzowac¢ wplyw agregacji danych, jak rowniez zwiazku

* Profesor Guillunme Wunsch jest kierownikiem Katedry Demografii na Université Catho-
lique de Louvain w Belgii a takze (od 1971 r.) profesorem na Uniwersytecie w Montrealu. Zaj-
muje si¢ zastosowaniem metod statystyczno-matematycznych we wspodlczesnej demografii
(Etude démographique de la nuptialité en Belgique 1967; Méthodes d'analyse démographique
pour les pays en développement, 1978; wspolnie z H. Gerard Comprendre la démographie 1973;
wspoélnie z M. G. Termote, Introduction to Demographic Analysis, Principles and Methods, 1978).

! Jednym z pierwszych autoréw, ktorzy zasygnalizowali ten problem, jest W. S. Ro-
binson, Ecological correlations and the behavior of individuals, American Sociological Review
1950, t. 15, s. 351 -357.

2 Por. H. R. Alker, Topology of Ecological Fallacies, w: M. Dogun, S. Rokkan, Quanti-
tative Ecological Analysis in the Social Sciences, Cambridge, Mass. 1969.
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mig¢dzy zmiennymi niezaleznymi lub objasniajacymi (lub wspoétliniowosci) w przypadku
regresji wielokrotnej. Przypomnijmy, ze analiza regresji wielokrotnej ma na celu
powiagzanie zmiennej zaleznej y z réznymi zmiennymi ,,niezaleznymi" x; wedlug
modelu liniowego w rodzaju:

Y=bo+b1xl+b2x2+...+e,

gdzie by, b;, ... sg stalymi oszacowanymi na podstawie danych empirycznych,
a e jest bledem losowym wynikajacym z faktu, Ze rzeczywisto$¢ przystosowuje sie
w sposob niedoskonaly do uzywanego modelu liniowego. W praktyce stale sg okre-
slane metodg najmniejszych kwadratéw, co zas do biedu losowego, zaktada si¢
spetnienie roznych warunkoéw, w tym braku autokorelacji’. Zaznaczmy przy tyra,
ze w naszym przypadku chodzi o autokorelacje przestrzenng; nie stosuje si¢ wtedy
klasycznych testow ekonometrycznych, takich jak test Durbina-Watsona.

I. PIERWSZY MODEL: WSPOLLNIOWOSC NIEDOSKONALA

Wplyw agregacji i wspotliniowosci byt testowany w sposob nastepujacy: pierwszy
model podstawowy (model A) zostal zbudowany za pomocag trzech zmiennych
»hiezaleznych", z ktorych jedna byla funkcja innej (patrz zatacznik). Zachodzi
wiec wspolliniowos¢ doskonata migdzy x; i regresja nie moze by¢ wykonana: wspotli-
niowos$¢ prowadzi do niemozliwosci odwrocenia macierzy X'X zmiennych niezalez-
nych®. Aby uniknaé¢ wspotliniowosci doskonatej, dane modelu A zostaty zaktdcone
przez czynnik losowy (model B), ktory tym niemniej utrzymuje zwigzek statystycz-
ny wysoki migdzy zmiennymi x; (wspolczynnik korelacji prostej » ma wartos¢ 0,988
migdzy x; i x5 a -0,985 miedzy x; 1 x3). Rycina 1 przedstawia jako przyklad
schemat par x; x.

Poniewaz macierz X'X nie jest juz osobliwa, moze by¢ odwrocona i da¢ rozwia-
zanie. Podejscie ,,krok za krokiem", przy zatrzymaniu tylko zmiennej x;, dopro-
wadza do wariancji ,,objasnionej" (kwadrat wspotczynnika R korelacji wielokrotnej)
rownej 0,987. Zatrzymujac wszystkie zmienne, wspotczynnik korelacji wielokrotne;
niewiele sie zwicksza (R=0,995). Mozna wigc w tym przypadku optowa¢ bardzo
rozsadnie na relacje Y=bh,+b; x; pomijajac zmienne x, i xs.

Dane zostaty nastgpnie przegrupowane, tym razem, by sprawdzi¢ wynik agre-
gacji. W modelu BC przegrupowanie jest systematyczne, w modelu BD przeciwnie,
jest przypadkowe. Dla modelu BC (grupowanie systematyczne) zmienna x; wyjasnia
na nowo prawie catkowicie zmienno$¢ Y(RZ =0,99907 wobec 0,99955 dla trzech x
jednoczesnie). Przegrupowanie danych usuwa czg$¢ ,,czynnika losowego" 1 to
tak dobrze, ze relacje miedzy x; i Y sg prawie liniowe. Co si¢ tyczy modelu BD

> W zwiazku z tym patrz: J. Johnston, Econometric Methods, wyd. 2, Tokio 1972, rozdz. V.

* Przypomnijmy, ze wspolczynniki regresji b; otrzymuje si¢ z réwnania macierzy B=
=(X'X)'X'Y, gdzie Y jest wektorem zmiennych zaleznych, X jest macierza zmiennych nie-
zaleznych, a B jest wektorem szukanych wspotczynnikow.
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Ryc. 1. Zmienne x; (0§ pozioma) i x, (0§ pionowa)

(grupowanie losowe), regresja krokowa wykazuje, ze Y jest wystarczajaco dobrze
oszacowane na podstawie x, (R°=0,997). Ukazuja sie wigc dobrze zwiazki, mimo
przypadkowego przegrupowania danych.

II. MODEL DRUGI: DANE LOSOWE

W modelu C trzy serie zmiennych niezaleznych x; sg losowe. Model CB roz-
ktada te dane na 8 klas wedlug losowania. Wychodzac od danych nie przegrupo-
wanych otrzymuje si¢ wariancje objasniong (R’) tylko o 7%, biorac pod uwage
tylko zmienng niezalezna x;. Dodanie dwoch innych zmiennych powicksza R’
zaledwie o 0,5% wartosci absolutnej. Ten brak korelacji szczesliwie odzwierciedla
przypadkowy charakter modelu. Z modelu CB (dane pogrupowane) kwadrat wspot-
czynnika korelacji wielokrotnej dochodzi do 60%, przy jednej zmiennej niezaleznej
(x2) w réwnaniu; test istotnosci R (hipoteza zerowa) wykazuje jednak, ze ten wynik
jest nieistotny dla wydania sagdu o przystosowaniu modelu do rzeczywistosci. Ba-
danie relacji graficznej miedzy Yi x, (ryc. 2) wykazuje zreszta dobrze niedorzecznosé
uciekania si¢ do modelu liniowego na podstawie tych danych.
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III. MODEL TRZECI: WYNIKI KONTEKSTUALNE

Model trzeci (model DA) jest bliski modelu B. Jednakze jednostki sa rozdzielone
na 8 grup takich, ze w kazdej grupie zmienna zalezna jest skorelowana ujemnie
z trzema zmiennymi niezaleznymi x;. Rycina 3 przedstawia, jako przyktad, zwigzek
migdzy Vi x; Takjak w modelu B, wspotliniowos¢ jest bardzo silna miedzy zmien-
nymi niezaleznymi. Ponadto obserwuje si¢ tym razem efekt kontekstualny: relacja
w kazdej grupie jest przeciwstawna relacji catosci. Problem ten traktowaltby sie
wiec klasycznie przez analize kowariancji w braku wzajemnego oddziatywania,
jednakze tutaj zwrocimy si¢ znowu do analizy regresji klasyczne;j.

Regresja krokowa na zbior danych indywidualnych zatrzymuje istotnie zmienng
x;, jako zmienng objasniajaca, doprowadzajac do wariancji objasnionej R’=
=0,9329. Wprowadzenie dwu innych zmiennych niezaleznych zwigksza kwadrat
wspotczynnika korelacji wielokrotnej tylko na trzecim miejsce po przecinku; widaé¢
wiec, ze dwie z vizech zmiennych sa zbyteczne, co zreszta doskonale odpowiada
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Ryc. 3. Zmienne x; (0§ pozioma) i y (0§ pionowa)

budowie danych, a mianowicie wspotliniowosci bardzo silnej migdzy trzema zmien-
nymi niezaleznymi rzedu r=0,99. Nalezy zauwazy¢, ze wspotczynniki korelacji
prostej (r) migdzy Y i trzema x; sa bardzo wysokie i dodatnie (rzgdu +0,96). Wew-
ngtrz grupy przeciwnie, wspotczynniki sg ujemne’. Relacja catosci dominuje zatem
wyraznie nad relacja rzeczywista istniejaca wewnatrz kazdej grupy. Dodajmy, ze
efekt kontekstualny ujawnia si¢ rowniez, jezeli wykonujemy wykres reszt standary-
zowanych (migdzy wartosciami rzeczywistymi a ich oszacowaniem przez regresj¢)
w zalezno$ci od zmiennej zaleznej Y, jak mozna to zobaczy¢ na rycinie 4. Trzy
zmienne niezalezne x; zostaly tu zatrzymane dla zapewnienia liniowosci. Widaé
wyraznie, moze nawet lepiej niz na rycinie poprzedniej, pojawienie si¢ istnienia
o$miu grup.

Nastepnie dane zostaty przegrupowane (model DB) na 8 grup, takich samych,

> Przypomnijmy nawiasem, ze przeciwnie do korelacji prostej miedzy dwiema zmiennymi,
znak wspotczynnika korelacji wielokrotnej nie ma znaczenia. Umownie bierze si¢ go jako do-
datni. Patrz: H. M. Blalock, Social Statistics, New York 1960, s. 347.
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Ryc. 4. Reszty (o$ pionowa) w stosunku do wartosci zmiennej y (0§ pozioma)

Wartosci $rednie przegrupowanych danych

Grupa | Y | X, i X, | X,
1 o e 39,83 4,09
2 L3 L1124 105,20 11,01
3 i 33 1814 | 18583 18,77
4 L as 24,83 255,69 24,81
5 i 52 L3 313,00 31,66
6 L9 3945 ' 395,14 40,02
7 66 4549 | 45186 44,92
8 | 73 | 5281 | 551,81 | 51,48

|

jakie byly podstawg budowy modelu DA. Dla kazdej z tych grup obliczono $rednie
zmiennych zaleznych i niezaleznych, dochodzac do wynikéw ukazanych w tabeli.

Wykazuja one, jak agregacja spowodowata zniknigcie prawdziwej relacji miedzy
Y i x; wewnatrz grup: odtad pojawia si¢ tylko relacja (w znaczeniu przeciwnym)
miedzy grupami. Efekt kontekstualny, potaczony z przegrupowaniem danych,
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nie pozwala odtad uzytkownikowi na uznanie prawdziwego sensu relacji miedzy
zmiennymi. Byloby tak na przyktad w wypadku, gdyby w kazdym powiecie obser-
wowano korelacje ujemng miedzy trwaniem Zycia jednostki a spozyciem tytoniu,
podczas gdy — na skutek efektu kontekstualnego — przecigtne dhugosci zycia i spo-
Zycia tytoniu na powiat bylyby polaczone dodatnio jedne z drugimi. Przegrupowanie
danych jednostkowych doprowadzitoby w tym wypadku do wniosku, oczywiscie
btednego, ze dlugos$¢ zycia wzrasta, gdy zwigksza si¢ spozycie tytoniu.

W przypadku danych modelu DB regresja wielokrotna krokowa dokonana na
podstawie danych tabeli zatrzymuje istotnie zmienng x; dla najlepszego objasnienia
wariancji (R’ =0,9997). Wprowadzenie dwu innych zmiennych do modelu regresji
nie zmienia prawie wartosci R°; sa one wiec zupelnie zbyteczne. Jezeli chodzi o ko-
relacje proste rzedu zero, to obserwuje si¢ wspotczynnik korelacji bardzo wysoki
i dodatni (7+ 0,998) migedzy zmienng zalezng Y i kazda ze zmiennych niezaleznych
Xi.

W stosunku do modelu catkowitego fakt zabrania si¢ do analizy na podstawie
$rednich z 8 grup zwicksza wariancje objasniana: R’ przechodzi z 0,9358 do 0,9998,
biorgc pod uwagg trzy zmienne niezalezne. Ponadto korelacja migdzy Y i kazda
zmienng x; ulepsza si¢ takze, poniewaz osigga teraz okoto 0,999 zamiast okoto 0,960
w modelu zupelnym (przy danych nieprzegrupowanych). Raz jeszcze wiec przegru-
powanie danych powoduje znaczny wzrost korelacji rzedu zero i wielokrotnych.

*

Praca miala za gloéwny cel badanie wptywu agregacji danych na wyniki regresji
wielokrotnej. Ponadto zostala wprowadzona do danych wysoka wspotliniowosc,
w celu zbadania ewentualnych zaklocen wprowadzonych przez ten czynnik. Agre-
gacja danych prowadzi do wzrostu wspotczynnika korelacji wielokrotnych. Kiedy
jest efekt kontekstualny (zwany niekiedy ,.ekologicznym"), agregacja danych moze
ukrywac relacj¢ prawdziwg miedzy zmienng zalezng, a zmiennymi niezaleznymi —
gdy relacje wewnatrz- i miedzygrupowe sa zwrocone w kierunku przeciwnym.
Jest wiec rzeczg istotng przede wszystkim branie pod uwagg liczby obserwacji bar-
dziej niz warto$¢ wspotczynnika korelacji wielokrotnej, by osadzi¢ warto$¢ obja-
$niajaca modelu. Widzielismy w przypadku danych losowych, Zze przegrupowanie
prowadzito do wariancji objasnionej przez model liniowy rzgdu 60%. Ten absurdalny
wynik odrzucilismy weryfikujac hipoteze zerowa: ze wzgledu na niewielkg ilosé
obserwacji, warto$¢ R> — nawet wysoka — nie rozni sie istotnie od zera; nie mozna
wigc wyciagna¢ wniosku przyjmujac model liniowy w tym przypadku.

Co do efektu kontekstualnego, moze on by¢ tatwo wykryty na podstawie in-
formacji indywidualnej kompletnej, rzucajac na wykres punkty migdzy zmienng
zalezng Y i kazda zmienng niezalezng x; lub jeszcze dodatkowe reszty zaleznych
zmiennej zaleznej Y. Jezeli taka relacja wylania si¢ z danych, regresja liniowa nie
jest oczywiscie modelem statystycznym adekwatnym. W tym przypadku konieczna
jest analiza kowariancji.

Agregacja danych moze — widzieli§my to na modelu DB — spowodowaé zni-
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knigcie dowodoéw istnienia efektu kontekstualnego. W tym przypadku narazamy
si¢ na dojScie do wnioskow zawodnych, jezeli transponuje si¢ relacje otrzymane
z danych przydzielanych na jednostki, przez jednostki geograficzne. Z braku moz-
no$ci postugiwania si¢ danymi indywidualnymi, zadne $rodki techniczne nie pozwa-
laja na wykrycie takiego efektu, wychodzac z danych agregowanych, chyba ze dysponuje
si¢ informacjami a priori dotyczacymi relacji indywidualnych. W przypadku zatrucia
nikotyng i dlugo$ci zycia dysponujemy licznymi badaniami indywidualnymi, wy-
dobywajacym wlasciwy sens zwiazku. Gdyby dane agregowane prowadzily da
wniosku przeciwnego, chodzitoby prawdopodobnie o efekt kontekstualny. W tym
przypadku trzeba by zrezygnowaé z wyciggniecia wniosku z tych danych. Jezeli
zwiazki wewnatrz- i miedzygrupowe zdazaja w tym samym kierunku, wniosek jest
mniej oczywisty. Sens relacji bedzie respektowany, jezeli uciekniemy si¢ do danych
agregowanych, ale relacja miedzygrupowa nie odbije na tyle relacji wewnatrz-
grupowej, poniewaz agregacja pozwoli oczywiscie na przetrwanie efektu kontekstual-
nego®.

Jezeli wspotliniowo$¢ miedzy zmiennymi niezaleznymi istnieje, eliminacja zmien-
nych zbytecznych jest dokonywana przez regresje wielokrotna ,.krokowg". Jednakze
zmienna ,,0bjasniajaca" zmienia si¢, jak widzieliSmy, od jednego modelu do innego;
nie mozna wiec by¢ pewnym prawdziwosci wyodrgbnionego zwigzku lezacego
u podstaw. Pozyteczne jest wigc sprawdzenie przedtem istnienia ewentualnej wspot-
liniowos$ci migdzy zmiennymi. Jezeli jest ona silna, mozna poming¢ zmienne zbytecz-
ne. Jezeli nie zaleca si¢ klasycznego wprowadzenia nowych danych pozwalajacych
na zredukowanie wspolliniowosci’; to rozwigzanie jest czesto niemozliwe do
zrealizowania w praktyce, z braku dodatkowych informacji. Mozna takze
przegrupowa¢ zmienne skorelowane przystepujac do analizy gléwnych skla-
dowych, ktore sg, jak wynika z definicji, ortogonalne (niezalezne) i wykorzystaé
tadunki czynnikowe zamiast zmiennych niezaleznych poczatkowych. Jednakze
uzyskanie niezaleznosci migdzy zmiennymi dokonuje si¢ za cen¢ wickszej trudnosci
na poziomie interpretacji wynikow: poniewaz kazdy tadunek czynnikowy jest kombi-
nacja liniowa zmiennych pierwotnych, interpretacja skierowuje si¢ odtad na kom-
binacje, a nie na same zmienne. Jezeli te kombinacje tub ,,czynniki" moga otrzymacé
wiasciwe znaczenie, mozna w konsekwencji zweryfikowac teorig; czesto identyfikacja
,»czynnikow" jest niemozliwa. W tym wypadku zadna teoria nie moze si¢ rownac
z zastosowanym modelem statystycznym.

W koncu dobrze jest sprawdzié, czy reszty nie sg dotkniete autokorelacja prze-
strzenng: reszta odnoszaca si¢ do jednostki administracyjnej nie moze ulegaé wpty-
wowi reszt sgsiednich. Problem ten byt niedawno przedmiotem réznych artykutow
w czasopismach geografii ilo§ciowej. Proponujemy w tym wzgledzie badanie mapy
geograficznej reszt, w celu ujawnienia ewentualnej obecno$ci stref geograficznych.

% Innymi stowy, nachylenia prostych regresji wewnatrz- i miedzygrupowej moga by¢ rozne,
nawet jesli sa na przyklad wszystkie rosnace.
T Johnston, Econometric ..., s. 164-167.
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w tonie ktérych te reszty sa autokorelowane®. Poza badaniem wizualnym mozna
réwniez uciec si¢ w tym celu do metod klasyfikacji geograficznej reszt, z ogranicze-
niem sgsiedztwa; brak autokorelacji przestrzennej wyrazi si¢ przez wysoka wielo-
krotno$¢ klas.

ZALACZNIK: BUDOWA MODELI

Model podstawowy (model A) jest zbudowany na podstawie nastgpujacych relacji:

Y=.\'1+20
X2=104\'1
x3=57T—x,

Mozna wigc napisaé rownanie regresji w postaci:
Y(l —b1)=(bo—20b1 +57b3)+(10bz - b3)X; .

Relacje te zostaly nastepnie zaktocone przez czynnik losowy: kazda wartos¢ x;, okreslona
przez powyzsze rownania, zostata dotknigta przez czynnik j, gdzie j jest liczba losowa zawarta
migdzy 1, 10 i 0,90. Dla kazdego z modeli zostato generowanych, a pdzniej przegrupowanych 56
liczb (na 8 grup) — systematycznie lub losowo, zaleznie od modelu. Wszystkie wyliczenia zostaty
wykonane na materiale Tektronix 4051, o wizualizacji graficznej Zaktadu, za pomoca programu
analizy regresji krokowej, za pomoca metody najmniejszych kwadratow (OLS) zawartej w ,,sof-
tware" statystycznym Tektronixu.

Z jezyka francuskiego ttumaczyla Czestawa Rutkowska

THE IMPACT OF AGGREGATION AND MULTICOLLINEARITY ON THE RESULTS
OF THE MULTIPLE REGRESSION ANALYSIS OF SPACE

Summary

Simulated data are used to test the impact of aggregation and of multicollinearity on the
results of the multiple regression analysis.

Aggregation increases the level of the multiple correlation coefficient. Furthermore, con-
textual (or ecological) effects can conceal the true relationship between dependent and indepen-
dent variables. Redundant variables due to multicollinearity are usually eliminated by step-
wise regression procedures. However, the variables thus selected differ from one model to anot-
her: the actual underlying relation is not dislosed. Various ways of coping with aggregation and
multicollinearity are proposed as conclusions.

¥ Na wzor autokorelacji rzedu 1 w seriach chronologicznych, mozna sadzié, ze autoko-
relacja — jesli istnieje — zaznacza si¢ bardziej migdzy jednostkami geograficznymi sasiednimi
niz migdzy jednostkami bardzo od siebie odleglymi.





