Uniwersytet im. Adama Mickiewicza w Poznaniu

Karol Gierszewski

Oszacowania dolne
dla wspotczynnikdéw Dirichleta
odwrotnosci funkgji

z wybranych podklas klasy Selberga

Rozprawa doktorska napisana pod kierunkiem
profesora Jerzego Kaczorowskiego (promotor)
i

doktora Macieja Radziejewskiego (promotor pomocniczy)

POZNAN V. I. MMXIII







The author was a student of the joint PhD programme Srodowiskowe Studia Doktoranckie
z Nauk Matematycznych co-financed by the Europen Social Fund through the Operational

Programme Human Capital

srodowiskowe

NATIONAL COHESION STRATEGY studia doktoranckie SOCIAL FUND

z nauk matematycznych

% EUROPEAN UNION
HUMAN CAPITAL SSdnm uAM EUROPEAN

ADAM MICKIEWICZ
UNIVERSITY
IN POZNAN






W pierwszej kolejnoéci pragne podziekowaé mojej Zonie za nieocenione wsparcie podczas pisanie tejze
rozprawy, bez ktérego jej napisanie bytoby niemozliwe. Nastepnie chciatbym podzigkowaé mojemu
Promotorowi, profesorowi Jerzemu Kaczorowskiemu, za zwrdocenie mojej uwagi na problematyke
podjeta w niniejszej rozprawie oraz za podzielenie si¢ Swoimi intuicjami dotyczacymi tych zagadnien.
Na koncu cheg podzigkowaé mojemu Promotorowi pomocniczemu, doktorowi Maciejowi
Radziejewskiemu, za zyczliwo$¢ okazana podczas pisania niniejszej rozprawy, za poswigcony czas oraz

za rozliczne uwagi, 1 wskazowki ktorych udzielit mi podczas jej pisania.






Dicebat Bernardus Carnotensis nos esse quasi nanos,
gigantinm humeris insidentes, ut possimus plura eis
et remotiora videre, non utique proprii visus acu-
mine, ant eminentia corporis, sed quia in altum
subvenimur et extollimur magnitudine gigantea.

Jan z Salisbury

Metalogicon, V. I. MCLIX






Spis tresci

WSTED . . . XI
Rozdzial 1. PRELIMINARIA . . . . . e e e 1
1.1. Twierdzenia pomocnicze dotyczace sumicatek .. ... ... ... .. o L 1
1.2. Klasa 2l oraz inne rezultaty pomocnicze .. ... ... ... 6
1.3, FunkcjeBessela ... .. 7
L4, Klasa ST Lo 10
1.5. FunkcjaL krzywejeliptycznejnad @ ... ..o 14
Rozdzial 2. ROWNANIE FUNKCYJNE DLA FUNKCJT 72(F, @)+« . oo eeeieee e 17
2.1, Rezultaty pomocnicze . . .« v vt e 18
22. Dowdd Twierdzenia 2.1 . . ... oo 25
Rozdzial 3. TWIERDZENIATYPU Q .. ... ... . .. i 31
3.1. Twierdzenia pomocnicze dotyczace sum wazonych funkeji Mbiusa . . ... ... ... L 32
3.2 Whasnosci funkeji Gy ..o v oo 37
3.3, Twierdzenia typufd. . o oo oo 62

Bibliografia . .. ... ... 91






WSTEP

KLASYCZNA arytmetyczng funkcje Mobiusa 4 mozna zdefiniowac jako ciag wspdtczynnikéw

rozwinigcia w szereg Dirichleta funkeji

gdzie { oznacza funkcje dzeta Riemanna. Przyjmijmy ponadto klasyczne oznaczenie funkeji sumacyjnej

M(x): Z,u

n<x

arytmetycznej funkcji Mobiusa

W liScie datowanym na dzien 11. lipca 1885 roku T. J. Stieltjes napisat do K. Hermite’a [34, p. 162]':

Or je trouve gue dans la somme

M(n) = u(1)+ u2)+---+ u(n),

M(n)
Yo
quelque grand que soit n (probablement on peut prendre pour ces limites +1 et —1).

t. M(n)
v

les terms £1 se compensent assez bien pour gue —~= reste toujours comprise entre deux limites fixes,

Dalej w tymze liscie Stieltjes dowodzi, ze ograniczonos¢ implikuje stynna hipotez¢ Riemanna,

po czym stwierdza

Cela monte plus clairement la nature de cette proposition sur laqualle je me suis appuyé, que

p(1)+ p(2)+ -+ u(n)
N

reste comprise entre deux limites fixes.
Vous voyez que tout dépend d’une recherche arithmetique sur cette somme u(1)+ u(2)+-- -+ u(n).
Ma demonstration est bien pénible: je tacherai, lorsque je reprendrai ces recherches, de la simplifier

encore.

Nigdzie Stieltjes nie opublikowat, ani swojego demonstration pénible, ani ewentualnego dowodu

uproszczonego, co wiecej, nie zachowat sieg po nich jakikolwiek slad. Jednak wiadomos¢ o tym, ze
M(n)
f )
! W stosunku do oryginatéw [34] oraz [26] zmieniono oznaczenia, na uzywane wspdlczesnie, zaé pisownie pozostawiono
bez zmian.

Stieltjes posiada dowdd na ograniczonosé a w konsekwencji dowodd hipotezy Riemanna, dotarta
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do kilku matematykow. Miedzy innymi J. Hadamard w swojej fundamentalnej pracy [11, pp. 199-200]
pisal:

Stieltjes avait démontsré, conformément aux prevision de Riemann, que ces zéros sont tous de la
forme % + 1t (le nombre t étant réel); mais sa démonstration n’a jamais été publice, et il n’a méme

pas été étabili que la fonction { n’ait pas de zéros sur la droite R(s) = 1.

Do dzis doktadne wartosci granic

M M
o =liminf () oraz ot :=limsup )

X—00 ﬁ X—00 ﬁ

pozostaja nieznane. W pracy [26, pp. 779-780] F. Mertens na podstawie danych numerycznych stwierdzit

Da die Ungleichung |M(x)| < v/x, (...), sehr wabrscheinlich ist, so ist anch die Rimannische

Behauptung sehr wahrscheinlich, dass die imaginiren Wurzeln der Gleichung
{(z)=0
alle den reellen Bestandtheil 5 haben.

Stad tez oszacowanie
IM(x)| < Vx, x>1, ©))

nazywane jest hipoteza Mertensa. Pociaga ona za soba, ze
‘a_| <1 oraz |a+’ <1.
Jednakze w 1985 roku A. M. Odlyzko i H. J. J. te Riele w pracy [28] udowodnili, ze
o~ <—1,009 oraz at>1,06

obalajac tym samym (1). Wczesniej A. E. Ingham w pracy [13] udowodnit, ze jezeli dodatnie czgsci

urojone zer nietrywialnych funkeji " sa liniowo niezalezne nad Q, to wtedy

@ =—o0 oraz at =o0,
w szczegblnosci
. M(x
limsup M) = oo. Q)
X—>00

W pracy [27, (20)] N. Ng przytacza przypuszczenie S. Gonka, ze istnieje stata B > 0 taka, ze

. M(x) : M(x)
liminf =—B oraz limsup =B. ?3)
x=00 /% (logloglog x)*/* x—00 /% (logloglogx)*/*

Twierdzenia udowodnione przez A. E. Inghama oraz A. M. Odlyzko 1 H. J. J. te Riele opieraja

si¢ na przedstawieniu funkcji M(x) w postaci sumy dwoch zbieznych szeregéw z ktorych pierwszy
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indeksowany jest zerami nietrywialnymi funkcji dzeta Riemanna {, za$ drugi jej zerami trywialnymi.
Poniewaz szereg indeksowany zerami trywialnymi jest zbiezny bezwzglednie oraz definiowana przez
niego funkcja zmiennej x ma rzad wzrostu szacowany przez O (x_l), zatem za asymptotyke funkcji
M(x) odpowiada szereg indeksowany zerami nietrywialnymi. W pracy [2] K. Bartz zdefiniowata funkeje
m({,z) przy pomocy szeregu zbieznego indeksowanego zerami nietrywialnymi funkgji ¢, ktory jest
pewna modyfikacja szeregu odpowiedzialnego za funkcje M(x), a nastgpnie udowodnita, ze funkcja

m({,z) posiada analityczne przedtuzenie do funkcji meromorficznej na C oraz zachodzi nastepujace

cos < _Z> . 4)

J. Kaczorowski w pracy [17] udowodnit (4) innymi metodami, a ponadto w pasie |3z| < 7= udowodnit

/ . .
rownanie funkcyjne

m({,z)+m( :—22

formute doktadng dla funkeji m({,z) [17, Theorem 2.]. Korzystajac z tej formuly doktadnej i [22,

Theorem 1.1] udowodnit twierdzenie [17, Theorem 1.]
> x
Z u(n) <cos <;> — 1> =0, <\/§logloglogx) ,

n=1

dla x — co. Nastepnie z twierdzenia tego wyciagnal nastepujacy wniosek [17, Corollary 1.]

S uten(2)

n<x

x)|+ :Q(ﬁlogloglogx),

gdzie x — 00, zas$ a # 0 jest dowolnie wybrana stala rzeczywista niezalezna od 7 1 x. Odnotujmy, ze
powyzszy rezultat zostal udowodniony niezaleznie od hipotezy Riemanna. Zauwazmy tez, ze gdyby w
powyzszej formule mozna byto przejs¢ do granicy za — 0, to otrzymalibysmy twierdzenie silniejsze od
(2) 1 zblizone do (3). W pracy [25] A. Lydka metodami wypracowanymi w [17] udowodnit twierdzenia
analogiczne do (4) i [17, Theorem 2.] w przypadku arytmetycznej funkcji Mobiusa krzywej eliptycznej
nad Q [25, Theorem 1.3. & Theorem 1.4]. W rozdziale 2 niniejszej rozprawy stosujac metody z [17]
dowodzimy Twierdzenia 2.1., ktdre jest uogélnieniem (4) oraz [25, Theorem 1.3.].

Glownymi wynikami niniejszej rozprawy sa twierdzenia z rozdziatu 3. Mianowicie dla dowolne;j
funkgji g takiej, ze g jest rozniczkowalna w sposob ciagly, monotonicznie rosnaca od pewnego miejsca,

g(x) = o(logloglogx) dla x — oo oraz g’(x) = O (x_l) mamy z Twierdzenia 3.1., ze

Z#E \/_g( ))

n<x

a;éO Z/UE < >1/4COS<4\/;> (\/_g( ))

n<x

lub

lub
" Z,u \/’ Q0 (vxlogloglogx), gdy F(3)#0
En<x £ Q, (Vxlogx), gdy F(3)=
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gdzie w; = £1 jest znakiem roéwnania funkcyjnego funkeji L krzywej eliptycznej E, zas uj jest

arytmetyczng funkcja Mobiusa krzywej eliptycznej E. Stad, z Twierdzenia 3.2, otrzymujemy

S kn) - =0V ()

n<x

lub

Voo Sur(5) " cos (a2 ) =g,

n<x
Twierdzenia te s3 analogonami [17, Corollary 1.] w przypadku krzywej eliptycznej nad Q. Zaznaczamy

jednoczesnie, ze sa one niezalezne od znanych hipotez dotyczacych rozmieszczenia zer nietrywialnych

funkeji L krzywej eliptycznej nad Q, w szczegdlnosci hipotezy Riemanna dla tejze funkeji L.



Rozdzial 1

PRELIMINARIA

W tym rozdziale przytaczamy fakty, ktére wykorzystywane sa w dowodach lematéw i twierdzen

w rozdziatach nastepnych. Ponadto bedziemy stosowali nastgpujace konwencje oznaczen

s=o+1it
z=x41y
w=u-+1v

gdzie o, t, x, y, n oraz v sa liczbami rzeczywistymi. Zera nietrywialne funkcji typu L oznaczal
bedziemy

o=p+iy.
Dla dowolnej funkdji zespolonej b ktadziemy h(z) := b (z). Aby uniknaé konfliktu oznaczes, odstapili-
smy od tradycyjnego oznaczenia statej Eulera trzecia litera alfabetu greckiego, stosujac w zamian trzecia

litere alfabetu hebrajskiego J. W catej rozprawie ustalamy gataz logarytmu w taki sposéb, ze logz € R
dlaz=x>0.

1.1. Twierdzenia pomocnicze dotyczace sum i calek

Lemat 1.1. [29, Satz 1.4 p. 371] Niech A, < A, < ... bedzie dowolnym ciagiem liczb rzeczywistych takim,

zelim, A, = oo oraz niech

b:[A,x]->C

bedzie funkcja rézniczkowalna. Mamy wtedy

S, b(3,) = A(x)b(x) J AE)B(E)dE, (L1)

A <A, <x

gdzie
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oraz gdzie a,, sa dowolnymi liczbami zespolonymi. Jezeli w (1.1) mamy lim,_,  A(x)b(x) =0 7 ponizsze

suma lub catka posiadaja granice przy x — oo, to wtedy

S, b(A) = — J AE)B(E)dE.
A<, <00 bt

Wniosek 1.2. Niech (a,,)7"_, bedzie dowolnym ciagiem liczb zespolonych oraz niech b [1,00) — C bedzie

funkcja rézniczkowalna. Niech

A(N) = Zan.

n<x

Wtedy

X

>, b(n) = A()b(6)— | AN
n<x 1

Wniosek 1.3. Niech (a,,)>" | bedzie dowolnym ciagiem liczb zespolonych oraz niech b [1,00) — C bedzie

funkcja rézniczkowalna. Niech M > 11 niech

A(N):= Z a,.

n<N
Jezeli

lim A(N)b(N)=0

N—oco

oraz catka

| A
M
jest zbiezna, to wtedy

> 0, bm=—| AGDBON + [ AEWHE)
n>M u

Dowdd. Niech N > M. Stosujac Wniosek 1.2. otrzymujemy

M

> 4, blm) = A0~ [ AEXBE) 12
n<M 1
oraz
N
> 0, b =ANBN)— [ AEXB(E) (13
n<N

1

Odejmujac stronami (1.2) od (1.3) otrzymujemy

M<n<N

N
> ﬂnb(ﬂ)=A(N)b(N)—A(M)b(M)—fA(cf)db(é')'
M
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Stad otrzymujemy teze. O

Lemat 1.4. [29, cf. Satz 1.1 p. 370] Niech (a,,)>"_, oraz (b,)}"_, beda dowolnymi ciagami liczb zespolonych.
Niech N > 1 bedzie liczba naturalna oraz niech

A(N):= Z a,.

n<N

Wtedy
> a,b, =AN)b(N)—=> _A(n)(b,1—b,)

n<N n<N-—1

Lemat 1.5. (Kryterium WeierstafSa)[35, §1.11] Niech (£,,)°_| bedzie ciagiem funkcji zespolonych okreslo-
nych w obszarze D C C. Jezeli dla kazdego n = 1,2,... istnieje liczba M, taka, ze

(<M,

dla kazdego z € D oraz szereg

jest zbiezny, to wredy szereg funkcyjny
D fal2)
n=1

jest zbiezny bezwzglednie jednostajnie w obszarze D.

Lemat 1.6. (Kryterium Mertensa)[35, §1.65] Niech

bedzie szeregiem liczb zespolonych zbieznym bezwzglednie do liczby B. Wiedy szereg

oo
26w
n=1

gdzie
n
Cn = Zﬂk bn—k
k=1

jest zbiezny do liczby AB.
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Lemat 1.7. [35, §§1.62 & 1.64] Niech (an)k );Ok: . bedzie dowolna, nieskonczona macierza, zespolona, Jezeli

to

Lemat 1.8. [35, §1.71] Niech (f,,)°"_, bedzie ciagiem funkqji zespolonych ciagtych okreslonych na przedziale

[, b] takim, ze szereg
2t
n=1

Jest zbiezny jednostajnie na przedziale [a, b]. Wredy

b b
f D S(E)dE :Zf £(E)dE.
n=1 n=1

Lemat 1.9. [35, §1.77 p. 45] Niech h,, beda funkcjami zespolonymi ciaglymi w przedziale [a,0), dla

kazdego n. Przypusémy, ze
b b
| Shene =3 [ ene
n=1 n=1

dla kazdego b > a oraz, ze jedno z ponizszych wyrazen jest skorczone

o0

[Sim@me [ b
n=1

n=1
a

Wtedy
f S E)dE=S] f b (E)dE.
n=1 n=1

Lemat 1.10. [35, §1.84] Niech h bedzie funkcja, zespolona, ciagla w obszarze [a,00) X [c,d]. Przypusémy,

b d d b
[ [ semande = [ [ mencan

dla kazdego b > a oraz, ze catka

ze

fh@ ,7)dE
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Jest zbiezna jednostanie wzgledem n dla ¢ < n < d. Wredy

rf h(&,n)dndE = f fh(g”,n)dédv-

Lemat 1.11. (Nierownosc Cauchy’ego-Schwartza) Niech b, oraz h, beda funkcjami zespolonymi ciagltymi

okreslonymi na przedziale [a, b]. Wtedy zachodzi nastepujaca nieréwnos¢

f B(Eh(E)E| < f by (E)PdE | jb Iha(€) P dE

Lemat 1.12. (Twierdzenie Cauchy’ego o reziduach) Niech U C C bedzie obszarem jednospdinym a

2

(cp )2]:1, bedzie skonczonym ciagiem punktow z U. Niech M bedzie dodatnio zorientowana, krzywa, Jordana

zawarta, w zbiorze U \ {c,¢y,...,cx} taka, Ze wszystkie punkty c, znajduja, sic wewnatrz obszaru przez
nia, ograniczonego. Jezeli funkcja zespolona b jest holomorficzna na zbiorze U \ {c, c,, ...,y }, to wredy
1
— | h(z)dz= Res h(z
21 1 7=C%
M

1.1.1. Wlasnosci funkeji I' i silni

Lemat 1.13. (Formuta Stirlinga)[19, p. 216] Dla dowolnych liczb a < b mamy
ID(o +it)| = e~z |72 (277)2 (1 +0,, ([e17)), (1.4)
gdzie |t| — oo, jednostajnie wzgledem a < o < b.
Lemat 1.14. (Formuta Stirlinga)[7, (3) p. 63] Dla dowolnego ¢ > 0 i dowolnego o € C mamy
1 1 L
logT'(s +a) = 5+a—§ logs—s+§log277:+0<|5| ), (1.5)
gdzie |s| — oo oraz |arg(s)| < T —e.

Ponadto zachodzi rowniez nastepujaca formuta [7, (6) p. 3]

T

I'(s)I'(1—s)=

sin(7ts)’ (16

Stosowac rowniez bedziemy ponizsze nieréwnosci

1 e\n n n ne\1?
a=G) - ()=m=(T)) 4

gdzie n oraz q sa liczbami naturalnymi.
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1.2. Klasa 2 oraz inne rezultaty pomocnicze

Za 22, §1] przyjmujemy nastepujaca definicje: Niech 2 oznacza zbidr funkeji

[e°]
G(z)=> a,e’” (3z>0),
n=1
gdzie 0 < w; < w, <... sarzeczywiste, a wspOtczynniki a,,, 7 > 1 sa liczbami zespolonymi spetniajacy-

mi ponizsze warunki:

1. Istnieje stata B(G) = B > 0 taka, ze

o0
a
Sl
n=2 wn
2. Istnieje liczba rzeczywista Ly = Ly(G) taka, ze granica

P(x)= lim R (G(x+1y))

y—07t
istnieje dla kazdego x > L 1 przedstawia funkcje ograniczona lokalnie dla x € [L,, 00).
3. Dla kazdego ograniczonego przedziatu I C [L,,00) mamy

R(G(x+1y)) < 1,

dlaxeliy>0.
4. Istnieje funkcja malejaca i ciagla ¢: (0,1) = R, ¢(8) — oo, gdy & — 0T, oraz istnieja punkty
x1,x] € R takie, ze
(G, +8¢)) > 4(8)
=9 (Gl +8¢)) > $(8),
gdy & — 0%, jednostajnie dla 8, < 0 < 0,1 0] < 0’ < 0, odpowiednio, gdzie 0 < 0, < 0, < 7 i
0< 0] < 0} < m sa pewnymi ustalonymi parametrami zaleznymi od G.

5. Mamy |{n | w, < T} <K TlogT, gdy T — oco.

Lemat 1.15. [22, Theorem 1.1] Niech G € . Weedy istnieje stata dodatnia by = by(G) taka, ze

3
NRG(x) =0y <gb <bo(loii%x)>>, dla x—>o0

Lemat 1.16. [23, cf. p. 80] Przypusémy, ze funkcja catkowalna b: [1,00) — R jest taka, ze h(x) < x4F¢
dla kazdego ¢ > 0. Wtedy zachodzi nastepujace oszacowanie dla jej transformaty Mellina

f/o(x)x_s_ldx<<51 dla o>A+e,
1

dla kazdego ¢ > 0.
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Lemat 1.17. [22, cf. Corollary 3.2] Przypusémy, ze funkcja mierzalna i ograniczona lokalnie b [1,00) —» R
spetnia warunek h(x) < x*loglog x, dla pewnej stalej a i wszystkich x > xy > e. Wtedy jej transformata

Mellina jest holomorficzna dla o > a oraz

[ 1 1

f h(x)x—dx < log< >
o—a o—a

1

jednostajnie dlaa < o <a+1/2.

Lemat 1.18. [17, Lemma 4] Niech
C(s):= J (cosx—1)x!dx dla O<o<2.
0

Funkcja C posiada przediuzenie meromorficzne do C. Dokladnie mamy

VAT (1=(5/2)
s2T((1+5)/2)

Cs)=
W szczegdlnosci funkcja C nie posiada zer w pasie O < o < 2. Ponadto mamy
IC(o +it) = (Jt|+2)727°

niemal jednostanie dla 0 < o < 2.

1.3. Funkgcje Bessela

Funkcja Bessela pierwszego rodzaju dana jest wzorem [8, (2) p. 4]

B oo (—1)/€ 7\ 2k+v
M=)

gdzie v € R jest nazywana rzedem tej funkcji. Szereg definiujacy 2] (z) jest niemal jednostajnie zbiezny
wzgledem z oraz v [8, §7.2.1]. Jezeli v € Z, to wtedy funkcja ], jest funkcja holomorficzna (8, cf. (24) p.
6], ajezeli v ¢ Z, to ma rozgalezienie w punkcie z = 0. Ustalamy gataz funkcji J, przyjmujac z¥ > 0 dla
z=2x>0. W przypadku gdy v = 1 funkcje I' w powyzszej formule mozna zastapi¢ silnia otrzymujac

00 (_1)/€ 7\ 2k+1
Jl(z):§m<z> . (1.8)

W przypadku, gdy v =1,z [8, (14), (15) p. 79] mamy, ze

2 2 .
1(z)=\| —cosz oraz  Ji(z)=1\| —sinz. 1.9)
2 VivA 2 v/
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Funkgje Bessela drugiego rodzaju rzedu pierwszego mozna zdefiniowa¢ wzorem [8, cf. (32) p. 8]

=4i)= (20 (s(5)+3)(5) 2 Hf,ﬁﬁ’ii“” G oo

gdzie b, oznacza k. liczbe harmoniczna. Funkcje Bessela trzeciego rodzaju, zwang rowniez funkeja,

Hankela, rzedu pierwszego definiujemy wzorem (8, cf. (6) p. 4]

H(12)(Z) =J,(z)—1Y,(2). (1.11)
Ktadziemy
= TR (1=23i+i(hy + by, g +2log2)) (1.12)
oraz
i (—1f
= ek (1.13)
T kl(k+1)14
Lemat 1.19. Mamy
1 1
d, L —— oraz <K ——, gdyk— .
© (kryat O eyt 57
Szeregi
deZZ/e-H’ ZekZZkH (1.14)
k=0 k=0

sa zbiezne niemal jednostajnie w calej plaszczyznie zespolonej. Dla z # 0 funkga H(lz) spetnia réwnanie

o0 2: 1 ad
H(2)=>d 2 + =~ 4logz- <Z ek22k+1> : (1.15)
k=0 Tz k=0
Dowdd. Mamy
) 1 |1—23i+i<bk+h/€+1+210g2>‘ 1
¢ R1(k)122k 1 k+1 < (k!)24*
i analogicznie
1
L ——.
© (4t

Na mocy powyzszych oszacowan z Lematu 1.5. otrzymujemy zbieznos¢ jednostajna szeregéw (1.14)
w kazdym zwartym podzbiorze C. Zatem z (1.8), (1.10) oraz (1.11) przez odpowiednie grupowanie

wyrazow otrzymujemy (1.15). O

Whniosek 1.20. Funkca H(iz) jest funkca wielowartosciowa z rozgalezieniem typu logarytmicznego w

punkcie z = 0.
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Whniosek 1.21. Mamy

> S|
Zk ksAk<<ZEAk:eXP<A)<<A 1
o Rt3 k=0 "
Zk ksAk<<ZEAk:eXP(A)<<A 1
k=0 +§ k=0 """

gdzie A > 0 jest dowolna, stata niezalezna od k.

Uwaga 1.22. Ze wzgledu na wybrana wczesniej gataz logarytmu, dla z = x > 0 mamy H<12>(z) eR.

(2)

Zatem w obszarze zadanym nierownoscia |arg z| < 7t funkcja H

jest holomorficzna.
Lemat 1.23. [31, cf. (2) p. 198] W obszarze

—2n+ 8 <argz<m—4,

gdzie & > 0 mamy

HY(2)= @e_i(z_i”) (1+05(I2[™)),  edy|z| = oo. (1.16)

Whniosek 1.24. Dla kazdego 8§ >0, xy > 0 w obszarze

largz| < ©— &, |z| > x4 (1.17)

H() = \Jge_i(z_i”) (1+47).

gdzie biz) jest funkcja holomorficzna w obszarze (1.17). Ponadto dla z z obszarn (1.17) zachodzi

manvy

bP(2)=04, (l2[). (L.18)

Dowdd. Kladziemy

gdzie dla pierwiastka wybieramy jego gataz gtéwna. Zatem z (1.16) mamy, ze
2 _
bP(2) =04 (j2I™"),  gdylz] — oo

jednostajnie w obszarze (1.17). Zatem dla |z| > x; > 0 mamy (1.18). Z Uwagi 1.22. wiemy, ze dla |z| > x,

R (€
oraz |arg(z)| < m, funkcja Hj

jest holomorficzna. Poniewaz ustalilismy gataz pierwiastka, funkcja
\/ %Zei(z_%”) jest holomorficzna dla |arg z| < 7. W konsekwencji funkcja hiz) jest holomorficzna w

obszarze (1.17). O
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Whiosek 1.25. Dla kazdego x> 0 w obszarze
T

argz| <
Igl_2

, |z| > 2x,

b : :
funkga — jest holomorficzna i spetnia

db(z)
d; :oxO<|z|—2).

Dowdd. Ktadziemy z = re'?, gdzie —7% <0< 5. Z Twierdzenia Cauchy’ego mamy

db® 1 P

1 1
=— dé.
dz  2mi ) (E—2z) ¢
|f—z|:%r
Poniewaz
)
1 (€) 1 1 2
— |1 2|| |<— max 52)( )’J 2{ | < X ’/95)5)_
2n € —2| 27T |E—7|=1 € — 2| [ r
|£—z|:%r | —z|:%r
zatem o
dh 2
L|< PO )| =.
dz | = jetais, ! @3

Dla kazdego |0 < % i dla kazdego r > 2x, > 0 okrag |£ —z| = %r jest catkowicie zawarty w obszarze

|E| > xy >0 oraz |arg&| < %n, zatem z (1.18) mamy

max |h§2>(5)‘ <y, E
’ r

|E—z|=3
1 w konsekwencji
2)
wp 11
dz Xo 7.2 |Z|2

1.4. Klasa S*

Méwimy, ze F € S' jesli spetnia nastepujace pigé aksjomatéw

1. (Szereg Dirichleta) F jest szeregiem Dirichleta zbieznym bezwzglednie dla o > 1

F(S):iﬂF(sn)'

n=1 n

2. (Przedluzenie analityczne) Dla pewnego m > 0, funkcja (s — 1) F(s) jest funkcja catkowita skon-

czonego rze¢du.
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3. (Roéwnanie funkcyjne) F spetnia rownanie funkcyjne ponizszej postaci
Op(s)= wEF(l —s),

gdzie
& () = QT (s + L)F(s) (1.19

z2Q>0,4>0,Ru>0o0raz |w|=1.
4. (Warunek Ramanujana) Dla kazdego ¢ >0, a(n) <K, n¢.

5. (lloczyn Eulera) Dla o > 1
E(s)=] [£,6),
p

gdzie p przebiega wszystkie liczby pierwsze,

o b(p7)
log Fy(s) = > —>=
m=1 p
oraz b(n) < n? dla pewnego 6 < .
Z powyzszej definicji wynika, ze klasa ST jest podzbiorem klasy Selberga S [4, 16]. Znane niezmien-
niki funkeji z klasy Selberga S: stopier, niezmiennik &, parzystos¢ oraz przesuniecie w przypadku funkeji

F € S" moga by¢ zapisane jako
dp =24, &p+1=2u, np+1=2Ru oraz 0, =23u.

Chociaz parametry réwnania funkcyjnego funkcji z klasy Selberga S nie sa w ogdlnosci jednoznacznie
wyznaczone, a fakt ten zostal wyczerpujaco opisany w [33, §4], [4, §4], [16, §3] oraz [20], sa one
jednoznaczne w przypadku réwnania funkcyjnego z S' co jest natychmiastowa konsekwencja prostego
opisu podanych niezmiennikéw. Ponadto w przypadku funkcji F € S¥ mozemy oszacowaé z dotu
parzystosc przez

np=>—1.
Przez zera trywialne funkcji F € S rozumiemy miejsca zerowe potozone w punktach

k+u

§=——

P gdzie k£=0,1,2,.... (1.20)

Przez zera nietrywialne funkcji F € S' rozumiemy miejsca zerowe
e=pB+iy, gdzie 0<B<1

Dla F €S" oraz dla 7 > 0 niech N (T') oznacza liczbe zer nietrywialnych p = B +iy dla ktérych
ly| < T. Zachodzi wtedy formutfa Riemanna-von Mangoldta [16, (2.2) p. 162]

d
NF(T):;FTlogT+cFT+O(logT) dla T — oo. (1.21)
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W konsekwencji wiemy, ze zer nietrywialnych jest nieskonczenie wiele.
Na mocy [19, Theorem 1] oraz [21, Theorem] wiemy, ze jezeli F nalezy do klasy Selberga S (w

szczegblnosci jezeli nalezy do S¥) i ma dodatni stopien, to albo dy =1, albo dy > 2.

1.4.1. Przyklady funkcji nalezacych do S" z d; =1

Funkcja ¢ Riemanna spefnia (1) za, () = 11w konsekwencji rowniez (4). Warunek (2) jest spetniony
zm =136, cf. Theorem 2.1], za$§ warunek (3) jest spetniony z Q = y/7, A=, u =0 oraz w =136,
cf. §2.7]. Warunek (5) jest spetniony dla { poniewaz dla kazdej liczby pierwszej p oraz dla kazdego
m > 1 zachodzi b (p™) =1 [36, cf. §1.1]. W konsekwencji funkcja dzeta Riemanna nalezy do S' z
dr =1inp=—1iklasaS" jest niepusta.

Niech y bedzie charakterem Dirichleta modulo ¢. Najmniejsza liczbe naturalng f taka, ze f < g,
/| q oraz

X=X X
gdzie y, jest charakterem glownym (mod q), y* jest charakterem (mod f), a mnozenie charakteréw
rozumiane jest jako mnozenie ich wartosci, nazywamy przewodnikiem charakteru y. Jezeli f = ¢q, to
wtedy méwimy, ze y jest charakterem pierwotnym [14, cf. §3.3]. Funkcja L Dirichleta stowarzyszona z

charakterem pierwotnym y

L(s,)():i)((?), o>1

n=1 n

spetnia (1) oraz (4), a poniewaz posiada przedtuzenie analityczne do funkcji meromorficznej skonczonego
rzedu, z biegunem rzedu co najwyzej pierwszego w punkcie s = 1, zatem spetnia réwniez warunek (2).
Ponadto jezeli charakter y jest niegtowny, to wtedy funkcja L(s, y ) posiada przedtuzenie analityczne

do funkgji catkowitej. Funkcja ta spetnia réwniez warunek (5). Ponadto funkcja

ot )=(2) (740 ),

T

gdzie
0, gdy y(=1)=1

1, w przeciwnym przypadku,

a(y)=

.y . .
spelnia rownanie funkcyjne

(s, y)=w,®(1—s,7),

gdzie
o =)
x ﬂ(){)ﬁ’

a 7(y) oznacza sume Gaufla. Poniewaz | 7(y )| = /¢ zatem |w , | = 1 [16, pp. 135-136]. W konsekwencji

dla y bedacego charakterem pierwotnym funkcja L(s, y) nalezy do S'. Jezeli dodatkowo charakter y
jest niegtéwny, to wtedy dla kazdego 6 € R funkcja L(s + 6, y ) nalezy do S'. W konsekwencji dla
takich funkcji mamy dp =1, 0, =0 inp =a(y)—1.

Ponadto z [ 16, Theorem 3] wiemy, ze jezeli F € S oraz dp = 1, to wtedy albo F = {, gdzie { oznacza
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funkcje dzeta Riemanna, albo istnieja liczby ¢ €N, g > 2 oraz 6 € R takie, ze F(s) = L(s +10, y ), gdzie
7 jest pierwotnym charakterem Dirichleta mod g. Zatem jezeli F €Sidy =1,t0o F € S'.

1.4.2. Przyklady funkcji nalezacych do S' z d =2
Zauwazmy wpierw, ze dla dowolnych F, G € S mamy d; = dy +d;. Niech y bedzie pierwotnym

niegléwnym charakterem Dirichleta takim, ze a(yy ) = 1. Wtedy funkcja {(s)L(s, y ) ma stopien réwny

2. Ponadto czynniki I w jej kanonicznym réwnaniu funkcyjnym maja postac

s (5) ()

zatem stosujac formule podwajania Legendre’a dla funkgji I

[(z)T <z + %> = 21722 /7T (22)

otrzymujemy

() (e ()

W konsekwencji {(s)L(s, y) € S' z np = —1 oraz 6 = 0. Niech y, i y, beda dwoma pierwotnymi
niegtéwnymi charakterami Dirichleta, takimi, ze a(y;) = 0 zas a(y,) = 1. Wtedy dla dowolnego
0 € R, argumentujac analogicznie jak w przypadku {(s)L(s, y ), otrzymujemy, ze L(s + 20, y;)L(s +
i0,0,)€ S znp=—1oraz G, =0.

Niech 5 bedzie unormowana forma pierwotna wagi & poziomu N, czyli h € §7¢®(N). Wtedy
k—1
2
catkowitej skonczonego rzedu i spetnia réwnanie funkcyjne postaci

funkcja L stowarzyszona z b, oznaczana L <s + =, b), posiada przedtuzenie analityczne do funkeji

A(s,h)=wA(1—s,h),

o= (Y e e ) =

[16,§1.4.4 p. 150]. Jezeli ponadto 4 jest wspolnym wektorem wlasnym wszystkich operatoréw Heckego
k—1
2
[5] P. Deligne, a w [6] P. Deligne wspolnie z J.-P. Serrem udowodnili, ze czynniki iloczynu Eulera

gdzie

T, to na mocy twierdzenia Heckego [34, Satz 24] funkcja L <s + 5=, b) ma iloczyn Eulera. W pracach

mozna zapisa¢ w podanej nizej postaci [16, §1.4.2 pp. 147-148]

-1

LP<5+$,}J>:<1—¢F;SP)> , gdy p|N (1.22)
k—1 a(p\, @)\

L (s )= (1= )(1__>, dy pIN,

(o)) ()
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gdzie ‘a i( p)| =1dlaj=1,2. W szczegblnosci spetniona jest dla wspdtczynnikdw rozwinigcia w szereg
Dirichleta funkeji L (s + /"T_l, b> hipoteza Ramanujana. Zatem L <s + %, h) nalezy do S z 9y =k —2
oraz Oy =0.

1.5. Funkcja L krzywej eliptycznej nad Q

Funkcja L krzywej eliptycznej E nad cialem (Q dana jest wzorem

—1 —1
L(s,E):H(l—%) H<1—%+p1_2‘> , o>1, (1.23)

pINg PN

gdzie a,, sa liczbami rzeczywistymi, zaleznymi od typu redukcji krzywej mod p oraz od liczby punktow
na krzywej zredukowanej, za$ liczba naturalna N oznacza przewodnik krzywej eliptycznej E, przy
czym dla p | Ny mamy ’ap’ < 1. Zauwazmy, ze tak zdefiniowana funkcja L przyjmuje wartosci

rzeczywiste dla s = o > 2 a w konsekwencji

L(s,E)=L(s,E). (1.24)

C. Breuil, B. Conrad, F. Diamond 1 R. Taylor pokazali [3, Theorem A], metodami wypracowanymi
przez A. Wilesa [32, Theorem 0.4] 1 R. Taylora wraz z A. Wilesem [30], ze dla kazdej krzywej eliptycznej

E nad Q istnieje forma modularna by € S7¢® (Ng) taka, ze

1 1
L<5+§,E>:L<S+E,]ﬂ5>.

W konsekwencji, na mocy faktow przytoczonych w poprzednim paragrafie,

1 r
Lis+-,E)eS .
2
W szczegblnosci
Ni(sy1p)=0 oraz Oy 1) =0 (1.25)

Dla funkeji L (s + %,E ) przyjmujemy nastgpujace konwencje: réwnanie funkcyjne zapisywac bedziemy
W postaci

Sp(s)=wpP(1—s), (1.26)
gdzie

1 1
‘PE(S) = Q%F <S + §>L<S + E,E) ,

wp ==£1[14, (14.37)], zas Q = @

Korzystajac z (1.20) otrzymujemy, ze zera trywialne funkeji L (s +3E ) sa pofozone w punktach

1
s:—<§+k>, gdzie k=0,1,2,.... (1.27)
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Z [3, Theorem A] oraz [15, Theorem] wynika, ze funkcja L (5 + %,E ) nie posiada zer nietrywialnych
dla ktérych 8 =11ub 8 =0. W konsekwencji wszystkie zera nietrywialne tejze funkgji s potozone w
pasie0< o < 1.

Lemat 1.26. [24, Lemat 2.5.] Istnieje rosnacy ciag liczb dodatnich (T,,)77_,, T, — oo taki, ze

max : :O<TA>
—1<o<2 )L(0+%+iTnaE>| n

dla pewnej stalej dodatniej A.

1.5.1. Oszacowanie wypuklosciowe funkcji L krzywej eliptycznej w pasie 0< o < 1
Dla funkgji F € S' kfadziemy
Jp(o)=inf{E €R | F(o+it)=0(|t]*), |¢] oo}
Lemat 1.27. [35,§9.41] Niech F € S'. Funkcja J. jest funkcja wypukla, nierosnaca i ciagla,
Lemat 1.28. Niech F(s)=L (s + %,E). Wtedy dla 0 < o < 1 mamy oszacowanie
Jp(o)<1—0

Dowdd. Dla o > 1+ 2¢, gdzie € >0, mamy

>

n=1

HOIE

<3 bl
n0'+26

n=1

Poniewaz dla wspotczynnikéw a; zachodzi warunek Ramanujana mamy zatem

S ap(n) &1
Z no+Ze <<5 Z na-i—e <<€ 1

n=1 n=1

1w konsekwencji

HOR N

dla ¢ > 1. Zatem dla takich ¢ mamy J (o) = 0. Z réwnania funkcyjnego (1.26) dla o < 0 otrzymujemy

3 3
120 ( ) =27 )
= — = |F(1—5)| L,
Z formuty Stirlinga (1.4) otrzymujemy
FG=s)|_ 2 -
Ferp| T on (). s
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niemal jednostajnie w kazdym pasie 0, < 0 < 0. Zatem dla ¢ < 0 mamy J;(¢) = 1—2¢. Na mocy

Lematu 1.27. funkcja 3 jest ciagta, zatem
J,(0)=1 oraz Jg(1)=0.
Dalej z Lematu 1.27. mamy, ze J jest funkcja nierosnaca i wypukta zatem
Jp(o)<1—0

dlao<o<1. ]



Rozdzial 2

ROWNANIE FUNKCYJNE DLA FUNKC]JI m(F,w)

ELEM niniejszego rozdzialu jest przedstawienie dowodu Twierdzenia 2.1, ktéry jest opublikowany

w pracy semestralnej [10] oraz bedzie opublikowany artykule [9]. Ani struktura klasy Selberga

S, ani struktura S' nie s znane, cho¢ na temat klasy Selberga sformutowanych jest wiele przypuszczen

[16, 20]. Zaznaczamy jednoczesnie, ze rezultat z tego rozdziatu jest od tych przypuszczen catkowicie
niezalezny. W rozdziale tym ustalamy F € S' oraz parametry Q, A, 4, e w réwnaniu (1.19).

Przez uy oznaczamy odwrotnosc funkeji a; wzgledem splotu Dirichleta, tak wiec czysto formalnie

mozemy napisac

Z up(n) @.1)

o+it ’
0_+lt n— 1n

Dla prostoty oznaczen ktadziemy

’7F+ o . .
—IE gezeli np>—1
xp = fdf ’ ' E 2.2)
— , jezeli np=—1.

Dla w w gornej pdtplaszczyznie h := {w € C | 3(w) > 0} funkcja m(F, w) jest zdefiniowana jako

Fowy=— [ £ 4 23
m( ,‘Ze))—z—mfm S, ()

gdzie F € S'. Droga catkowania sklada sie z pélprostej s = xj +it, 0o >t > 0, gladkiego tuku .o/ na
gbrnej potplaszczyznie taczacego punkty x, oraz % oddzielajacego mozliwe miejsca zerowe funkcji
FF znajdujace si¢ na prostej rzeczywistej od tych ponad nia, oraz pbtprostej s = % +1t,0< ¢t <oo.
Zbieznos¢ (niemal jednostajng) catki (2.3) wykazujemy ponizej w Lemacie 2.6. Z lematu tego wynika

rowniez, ze dla w € b funkcja m(F,-) jest holomorficzna.

Przez é\f oznaczamy delte Kroneckera, ponadto uzywamy oznaczenia m(F, z) :== m(F,z).

Twierdzenie 2.1. Niech F € S'. Wtedy m(F,) posiada przediuzenie meromorficzne do C z biegunami
pojedynczymi w punktach w =logn, up(n)#0, n €N, i reziduami

n
Res m(F,w)= —MF—(,) .
w=logn 271
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Ponadto spetnia ona ponizsze réwnanie funkcyjne

e 2_ l ’ZU
m(F,w)-l—m(F,w):——we Z IuF(
d 142i £ f = 1+z
FQ 2.4)
. (anew>%_é\]1d <2<Q2new>_d;>_8% 1 —R(F,w),
29FNF —1F<%dF>
gdzie
sw eSw
R(F,w)= Res + Res
Fe)=2. R T
0<f<1
P#

zas ], oznacza funkcje Bessela pierwszego rodzaju, ktéra omdwilismy w Preliminariach niniejsze] rozprawy.

W Twierdzeniu 2.1. rzad funkcji Bessela zalezy w sposéb wyrazny od stopnia i parzystosci funkcji

F w nastepujacy sposob
1 :
v:EdF—HyF, gdzie dp >0oraznp >—1,

zatem jest wigkszy od —1. Ponadto w przypadku gdy dz = 1 na mocy [19, Theorem 2] mamy 7, =0

lub 7z = —1, zatem rzad funkcji Bessela v = +1, za§ w przypadku dr > 2 rzad oszacowany jest

2 >
y > 0. W przypadku, gdy dp = 1 formuty (1.9) daja prostsza postac rownania funkcyjnego (2.4). W
szczegblnosci fatwo otrzymujemy rezultat K. Bartz [2] poniewaz funkcja dzeta Riemanna nalezy do S'.
Zatem Twierdzenie 2.1. uogélnia ten wynik. Uogélnia ono réwniez wynik A. Lydki [25, Theorem 1.3]

poniewaz funkcja L(s + %,E ) nalezy do ST

2.1. Rezultaty pomocnicze

Lemat 2.1. [7, Chapter 5.3., pp. 203-204 & (9) p. 205 & (3) p. 211] Niech

1 I'(s+a)
Glelab)=2 | 7oy
M

gdzie M jest krzywa, gladka poza skoriczona liczba, punktdw zaczynajaca sie i koriczaca w —oo, obiegajaca,
zgodnie z ruchem wskazdwek zegara wszystkie bieguny funkcji U'(s +a) dokladnie raz, zas a i b sa dowolnymi

liczbami zespolonymi. Catka ta jest wtedy zbiezna dla wszystkich |z| > 1. Ponadto dla takich z mamy

1

Glzla,b)=720040] 4y (270,

Lemat 2.2. [18, Lemma 1] Niech F € S. Wtedy dla kazdego € > 0 istnieje M = M(€) takie, ze up(n) <L, n¢
dla (n,M)=1.



2.1. Rezultaty pomocnicze

Lemat 2.3. Niech m > 1 bedzie liczba naturalna. Wtedy wyrazenie

Lt k=12 1
E /€—1>’ =L4....,m—1,

przyjmuje najwicksza, wartosé dla

k=|vm|~m.

Dowdd. Ustalmy m > 1. Zauwazmy, Ze nierdwnosé
1 m—1 1 /m—1
—_— > J—
(B+1I\ & kI\k—1

1 1
Rkt 1)

. / .
]CSt rownowazna

m—Fk

1 dalej
m—2k—k>>0.

19

2.5)

2.6)

Zatem k = | y/m | —1 jest najwigksza liczba catkowita £ dla ktdrej zachodzi (2.6). W konsekwencji dla

k = | v/m] wyrazenie (2.5) osiaga maksimum.

O]

Lemat 2.4. Niech F € S'. Wredy dla kazdego ¢ > 0 szereg (2.1) jest zbieiny bezwzglednie i jednostajnie w

potplaszczyznie o > 1+ €.
Dowdd. Na mocy Lematu 2.2. mamy, ze dla kazdego € > 0 szereg

i up(n)

n=1 "
(n,M)=1

jest zbiezny bezwzglednie 1 jednostajnie dla o > 1+ €. Stosujac aksjomat (5) mamy

1
)

5

Dla o > 6 4 ¢ na mocy oszacowania b(p™) < p?” wnosimy, ze

< me(ﬁ—a) <, 1

m=1

> [

Zatem z Lematu 1.6. mamy

gdzie

k
:e_zm:1b(l7 P :ZE<_Z b(pm)p > , o> 0.
k:o ° m:l
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dlak>1, ¢y(1)=11icy(p™)=0dla m > 1. W konsekwencji

1 J—
Fy(s)

© 1 =
ZEZCk(pm)p_ms, dla 0'>9. (27)
k=0 """

m=1

Na mocy oszacowania b(p™) < p?”, gdzie 6 < % mamy

m—1
a(p™)< P> 1 =p6’”<k_1>, (2.8)
Lt ly=m
;>0

gdzie stata w symbolu Winogradowa nie zalezy od 7. Poniewaz na mocy definicji ¢, mamy ¢, (p”) =0

dla k > m, zatem dla kazdego 7 > 1 mamy

(P o < aG(27)
PR DI e @9)
k=0 k=1

Na mocy (2.8) dla o0 > 0 otrzymujemy

>

m m
k=1

a(p™)
T4

—sm

m 1 /m—1
- m(6—o)
<<;/e!<k—1>p '

Stosujac nieréwnosci (1.7) na mocy Lematu 2.3. otrzymujemy

Sl ) <

k=1
Jm vm
pmw—w< e > <1Ti> = pm0=0) V7 (210)
vJm 1/7’}’1

gdzie stale w symbolach Winogradowa nie zaleza od m. W konsekwencji mamy

>

m=1 k=0

a(p™) .,
TR

< S pr0V T < 1, gdzie o >0+
m=1

Zatem na mocy Lematu 1.7. w (2.7) mozemy zamieni¢ kolejnos¢ sumowaniapo kim dlao > 6. W

konsekwencji dla takich & mamy

DT =T C’e(ﬁ )

m=1 m=1 k=0




2.1. Rezultaty pomocnicze

Na mocy (2.10) mamy

< me(e_”)ezm<<e 1 dla o>0+e¢,

i;]l ]uf(p”’)p‘ms

m=1
zatem szereg Dirichleta
1 o8]
=S
Fy(s) mZ:l £

jest zbiezny bezwzglednie niemal jednostajnie dla o > . Z Lematu 1.6. wnosimy, ze szereg

o0

Z/L‘F(n): 1_[ 1‘uF(pm)p—ms’

n=1 n M)>1m=

a dalej takze szereg

= MF(”)_ & pp(n) &S pp(n)
(n,M)=1 (n,M)>1

jest zbiezny bezwzglednie 1 jednostajnie dla o > 1+ ¢, 1 w konsekwencji otrzymujemy teze.

Whniosek 2.5. Szeregi

i |/1F(”)|, i |/1F(”)|’ oraz i |#F(n)3| logn

3 3
n=1 N2 n=1 n2

sq zbiezne. W konsekwencji mamy

1 ad 3
—< L

Dla prostoty oznaczen, dla F € S' kladziemy

L(As+ )

e (\2s—1
hr(s)=Q TA(1—s)+7)

Wtedy réwnanie funkcyjne z aksjomatu (3) przybiera postac

ktéra nazywac bedziemy asymetryczna postacia réwnania funkcyjnego.

Lemat 2.6. Dla s = xj + it mamy

1 d
4 (1420 )
t|=2
o) S ]

gdy t — 0o oraz catka (2.3) jest zbiezna niemal jednostajnie dla w € V). Ponadto catka

i ;(?) ds

21

@.11)

2.12)
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jest niemal jednostagnie zbiezna dla w € C.

Dowdd. Kazda z trzech czesci konturu 6 w (2.3) rozwazymy oddzielnie. Poniewaz z Wniosku 2.5.

1

—_— 1
F(%+it)<<

oraz |e(%+it )w| S <L, e (przy czym stata w symbolu Winogradowa zalezy od # w sposéb
ciagly) catka po pionowej potprostej s = % +1t,0 <t < oo jest zbiezna niemal jednostajnie dla w € by.
Dla dowolnego w € C calka jest rowniez zbiezna na tuku .o/, poniewaz funkcja e /F(-) jest tam
holomorficzna. Aby uzyskac zbieznos¢ niemal jednostajng catki na pétprostej pionowej s = x +it,

gdzie co >t > 0, postepujemy nastepujaco: najpierw z rownania funkcyjnego (2.11) otrzymujemy

Poniewaz R(1—xp —it) =14 |xp| mamy zatem

1 o

S Tan an—l—it<< n n"F_1<<1.
TR IR0 > lur(n)

n=1
Nastepnie stosujac do czynnikow I' w by formule Stirlinga (1.4) otrzymujemy

d
=5 (142]x))

e e + i) < |t , gdy |t - oo

Zatem dla s = xp + it mamy (2.12). Poniewaz |e*?| = e *#l*=7t & =% (gdzie stata w symbolu

Winogradowa zalezy od # w sposdb ciagly), to funkcja podcatkowa w (2.3) jest oszacowana przez e ™%,

tak wiec catka jest zbiezna niemal jednostajnie na potprostej pionowej s = x5 + i ¢, gdzie co > ¢t >0 dla

w € h. Zatem catka (2.3) jest zbiezna niemal jednostajnie dla w € b. O

Lemat 2.7. [1, cf. Lemma 2.3] Niech F € S. Wredy
Np(T)=Np(T +1)=Op(log T).

Lemat 2.8. Niech F € S i niech p = B+ iy przebiega zera nietrywialne funkcji F. Wtedy zachodza,

nastepujace formuly

F’ 1

—(5)= > +Og(loglt]) dla|t]|>2 (2.13)

F s —

lt—y|<1
oraz
logF(s)= >_ log(s—p)+Op(loglt]), gdyt— oo 2.14)
lt—rl<1

jednostajnie dla —1 < o < 2, gdzie state w symbolach Landana zaleza jedynie od F.

Dowdd. Formuta (2.13) wynika natychmiast z [1, Lemma 2.4]. Aby zakonczy¢ dowdd wystarczy

udowodni¢ druga formute. Catkujac réwnanie (2.13) po odcinku taczacym 2+ it i s, zatozywszy, ze ¢
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nie jest rOwne rzednej zadnego miejsca zerowego, otrzymujemy

logF(s)—logF(2+it)= Z (log(s —p) —log(2+ it — p)) + Op(logt).

[t—y|<1

Na mocy aksjomatu (5) mamy

: o | b(p™) - 16(p™)]
|lOgF(2+lt)|SZZ m(2+lt ZZ 2m
p m=1 p m=1 P
Poniewaz |b(p™)| < p™? < p7 zatem mamy
b(p™ 1
| (;;m)|<< :
p p"

1 w konsekwencji
o
log F2+ir)| <K Z n < 1.
n=1
Poniewaz |t —y| < 1, sktadniki log(2 + it — p) =log|2 + it — p| + i arg(2+ it — p) sa ograniczone, za$
na mocy Lematu 2.7. ich liczba jest ograniczona przez Oy (logt). Zatem otrzymujemy teze¢ lematu dla
t o module wigkszym od 2, nie bedacych rzedna zadnego miejsca zerowego funkeji F, a przez ciagtosc

dla wszystkich s w pasie —1 < o < 2. O
Whniosek 2.9. Dla kazdego € >0, w pasie 1 + ¢ < 0 <2 mamy
logF(o+it) <L, rlog(|t|+2), gdy|t|— oo (2.15)

Dowdd. Poniewaz szereg (2.1) jest zbiezny bezwzglednie i jednostajnie dla o > 1+ € dla kazdego ¢ >0,
wnosimy, ze dla o > 1 funkcja F z S' nie ma miejsc zerowych (w istocie jest to dobrze znana wlasnoé¢
funkeji z klasy Selberga). Zatem dla kazdego € > 0, w pasie 1+ ¢ < 0 < 2 oszacowanie (2.15) implikuje
2.14). 0

Dla prostoty oznaczen ktadziemy

|0l 1. 2.16
UF.—I-F (. )

Mamy wtedy

Lemat 2.10. Niechw € b, s = Re'?, Rsinh > v, R|cos | > 2lxp |, gdzie £ < ¢ < 1 oraz niech F €S'.
Wtedy dla R > Ry(u,v) mamy

log|hp(s)| = (dgRcos p)log(R) + O(R) (2.17)

oraz
sw

log m

:dFRlog<d7FR> cosd+Rf (¢, u,v)+O(logR), (2.18)
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dzie
g f(db,u,v):=(u+2logQ—dr)cosd + <—v +dp <¢— ;n>> sin b,

oraz

Dowdd. Korzystajac z asymetrycznej formy réwnania funkcyjnego dla F € S danego przez (2.11)

otrzymujemy
sw

lo
S|EG)

= N(sw)—log|[F(1—s)| +log|h(s)]-

Poniewaz (1 —s) =1+ R|cos #| > 1+ 3|x;| na mocy (2.15) mamy log ’F(l —s)’ < logR. Poniewaz
Rsin¢ > vy, mamy

d
log|sin (7t (As + w))| = FTNR sing 4+ O(1). (2.19)
Stosujac (1.6) otrzymujemy
I(As+u)= -
A ) = = s (b + 1))

W konsekwencji

log|hp(s)| = (20 —1)logQ +log r —log|T'(A(1—s)+ )|
—log|T'(1— As — )| —log|sin (7 (As + w))|. (2.20)

Stosujac formute Stirlinga (1.5) otrzymujemy
log|T"(A(1—s)+ @)=
. 1 . . 1
N <<—/1Rel4s +A+u— E) log</1Re‘(¢_”)) + ARe'? + 3 log(27f)> + O<|/1R|_1) =
N (—)Re“é log (ARei@S_”)) + /1Rel¢> +O(logR) (2.21)
oraz
loglT(1—As — u)| =
. 1 ‘ . 1
N <<—/1RelsZS + - — ,u> log(ARel(‘}s_”)) + ARe™® + —log(27t) + O(|/1R|_1>> =
2 2
N (—/U{eiq5 log(/lRei(‘ﬁ_n)) + )Rei‘ﬁ) +O(logR). (2.22)
Poniewaz

N <—/1Rei‘7S log(leei(gé_n)) + /lRei¢> =—(ARcos@)log|AR| —(ARsin ) (¢ — ) + AR cos ¢
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w konsekwencji z (2.19), (2.21), (2.22) oraz (2.20) mamy

d
log|hr(s)| = (2R cos $)logQ + (dpR cos ¢) log <7FR>
dpr
+(dpRsing)(¢p—m)—dpRcosp— FTR sing + O (logR),

a zatem

d
log|hg(s)| = (2R cos $)log Q + (dr R cos ¢) log <7FR>

3
+drR <¢ — Erc> sing —dgRcos ¢ + O(logR),
i dalej (2.17). Jednoczesnie otrzymujemy réwniez (2.18). Poniewaz

f<§,u,fv> =—v—dpm

oraz

af 7
%(¢’”>0)<<u,v 1, E<¢<7T’

mamy dla § < ¢ < 5 41/4/logR

1
f(gﬁ,u,v):—'v—an—i—Omv( logR>.

Zatem dla takich ¢ oraz odpowiednio duzych R, wobec (2.18) i cos ¢ < 0 mamy

esw

E(s)

R
<—v—.
2

log

Dla £ +1/4/logR < ¢ < = mamy |cos $| > 1/4/log R i stosujac (2.18) otrzymujeny

sw

log )

d R
=—d;Rlog <7FR> lcosp|+ O, ,(R) < —v5

dla odpowiednio duzych R. O

Wniosek 2.11. Przez podstawienie F — F teza Lematu 2.10. jest prawdziwa réwniez wtedy, gdy w € b,
s =Re'?, Rsing < —up, R|cos | > %|xF|, gdzie 1 < p < %n oraz F €SL.

2.2. Dowdd Twierdzenia 2.1

Rozumowanie dzielimy na dwie czgsci. Najpierw dowodzimy, ze funkcja m(F, ) posiada przedtuze-

nie meromorficzne do calej plaszczyzny zespolonej, a nastepnie dowodzimy réwnania funkcyjnego.
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Przez of, T >0, oznaczamy tuk faczacy xp +ivp 41T i xp+ivp—T. W obszarze ograniczonym
przez kontur 9 sktadajacy sie z tuku o/ oraz odcinkdéw [xp —T +tvp, xp +ivg), [xp +ivp,xp +
i(up+T)], funkcja e®/F(-) nie ma osobliwosci, poniewaz zera trywialne funkgcji F znajduja ponizej

vp (cf. (1.20) oraz (2.16)). Zatem
1 eS'w

27i ) F(s)

Dla v > 0 oraz T dostatecznie duzego, na mocy Lematu 2.10. mamy

— | —d — —7|d Te 2 -0 dlaT — co.
ZnifF(s) S<<27IJ6 ’ | S|<< ¢’ 2 o

Mozemy zatem przesunac w (2.3) droge catkowania z (x + 100, x| do 9, skladajacej si¢ z pdtprostej

s =0 +ivp, —oo < o < xp oraz odcinka pionowego [x + 1Ug, xp]. Otrzymujemy zatem

%-i—ioo
1 sw
m(F,w)=— J+J+ J - ma(F,w)+m y(F,w)+mqy(F,w), (2.23)
271 E(s)
724 3

gdzie & = [%, % +i00). Dlas =Re'? =0 +ivp, gdzie 0 < xp mamy

sw ou—Urv
|e*®| = e?"0r,

Korzystajac z (2.18) otrzymujemy

1
log| ——| =—dpRI
°8 F(o+1ivp) 0g< >|cos¢|
3
—R <(2logQ—dF) |cos | — <dF <q§ — §ﬂ>> sin ¢> +O(logR) =
—dpRlog(R)|cos p|+ O(R)
Zatem .
U o dlolloglol+) <
Flo+ivg) & IS

dla ¢ > 0 zaleznego jedynie od F. Zatem m(F,-) jest funkcja catkowita. Z Lematu 2.6. wiemy, ze
m_ o (F,-) jest rowniez catkowita. Niech v > 0. Wtedy z Wniosku 2.5. mamy

pp(n)
2+zt

[3]et

n=1

(;+n)w‘dt<<f‘e(;+n)w’dt <, %
0
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W konsekwencji na mocy Lematow 1.5. 1 1.8. dla kazdego T > 0 mamy

—+zT —+zT
Z up(n) o Pds = /"F(" P ds
] nz—l—zt 2+zt )
2
Z (2.23) mamy
%—i—ioo %—i—ioo
L e = up(n)
Fow)=—| —ds=—| ¢’¥ —d
me(F,w) ZnifF(s) ’ ZniJe ; n’
3
2 2

Zatem na mocy Lematu 1.9. mozemy zamieni¢ kolejnos¢ catkowania i sumowania

—+zoo 2—Hoo

/1 —logn)s
mo(F,w)= sz i ds Z/“F ij< logm)s 5.

3
2

Obliczajac catke otrzymujemy

5t+ioco
L. p(w—logn)s 4o — L; o(w—logn)s 2tioco
271 271 w—logn 3

3

Poniewaz v > 0 mamy
‘e(‘w—logn)(%-i-it) — e%(”_l(’g”)_”} <<u,n el 0, gdy t — oo.
Zatem otrzymujemy
%—i—ioo 3
1 ( 1 e2% 1
o e ogn)sds - - - -
27i 271 5 w—logn
%
1 w konsekwencji
éw
e2
m o (F,w) = ———mqo(F, w),
271
gdzie
& wp(n) 1
(. 0) = ‘ 2.24
olF,w) ; 73?2 w—logn 229

Poniewaz (2.24) jest zbiezny niemal jednostajnie na C\{w =logn | uz(n)#0, n € N} otrzymujmy
przedtuzenie meromorficzne m o (F,-), a w konsekwencji m(F,-), do calej plaszczyzny zespolone;.
Jedynymi osobliwosciami sa te pochodzace od m14(F,-) to znaczy, bieguny pojedyncze w punktach

logn, n €N, up(n)# 0 z reziduami

Res m(F,w)= —#F(n)

w=logn 2ri
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Rozwazmy m(F,w), gdzie v < 0. Zamieniajac zmienng s — s w (2.3), otrzymujemy

_ 1 es'w

(F,w) = — | —d
mEw) =7 ) et

—6

gdzie 6 oznacza kontur sprzezony do 6, a minus oznacza odwrécona orientacje. Podobnie jak w
pierwszej czgéci dowodu, zamieniamy pdtprosta [z, x + ico) na kontur — skladajacy si¢ z pionowe-
go odcinka [xp,xp —ivy] oraz polprostej s = 0 —ivg, 0> 0 > —o0. Zatem analogicznie jak w (2.23)

mamy

3
ezw

m(F,w)= 2—71_” f + J+ J %ds =m_z(F,w)+m__(F,w)+ mo(F,w)  (2.25)

—9 —d j—ioo

271

1 réwnosé ta przedtuza si¢ do w € C na mocy przedtuzenia analitycznego. Z (2.23) oraz (2.25) otrzymu-

jemy dla w € C\{logn | up(n)#0, n € N} rébwnos¢

e’v 1

ds+—
F(s) +27ti F(s)

2

m(F,w)+m(F,w)= ! J

" 2mi

gdzie & jest droga sktadajacasic z (—oo + vy, xp +i1ugp], [Xp + iV, xp —ivp] oraz [xp —iup,—c0o—iup),
a .o/, = .o/ U—.d jest zamknieta petla. Poniewaz ./ oddziela miejsca zerowe funkcji FF na prostej
rzeczywistej od tych ponad nia, poza przedziatem [0, 1] funkcja e®/F(-) nie ma osobliwosci wewnatrz

petli .o/, Zwazywszy na fakt, ze orientacja .7, jest ujemna, obliczajac rezidua otrzymujemy

1 e’” e’
— | —ds=— Res — =—R(F,w).
2n1 ) F(s) F%Os:ﬂ F(s)
2 0< <1

Z réwnania funkcyjnego (2.11) oraz rozwiniecia 1/F(1—s) w szereg Dirichleta otrzymujemy

1 esw 5 eS'w
e — _ = — h =
ZNiJF(S)dS 27rij F(S)fu_s)ds
&

&
T Thtp) o (S E)
ész =+ ) <Z = >d5' 220

n=1
&

Dla s lezacego na polprostych (—oco - ivp, xp £ vy | mamy

>

n=1

o

ol -

—1 n1+|KF| '

up(n)

1—s
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Na mocy (2.17), (2.27) oraz Wniosku 2.11. dla # > 0 mamy

XF

pp(n)
1—s

n

|hF(‘7:|:iUF)|

>
n=1
XF

gdzie ¢; > 0. Niech &7 jest droga skfadajaca si¢ z (=T +ivp, xp +ivp], [xp +ivp, xp —ivg] oraz

[xp —ivp,—T —ivp). Na mocy oszacowan (2.28), (2.27) i Lematéw 1.5. oraz 1.8. dla # > 0 oraz dla
kazdego T > |xp| mamy

e () sw g —~o [ Gr(n) s
f F(S)ds:wf;#/@(s)e ds:a);f nFl_S hp(s)e*@ds.
Er &r

ér

Zatem z Lematu 1.9. w formule (2.26) zamieniamy kolejnos¢ catkowania i sumowania otrzymujac

IR BCFRNCE - Hp(n) 1 T(As + ) 2,00\ ds
27rifF(s)d _an:; n 2m'fm(1—s)+p) (Q > ds.

& 3

Do zakonczenia dowodu wystarczy pokazaé, ze

E > m(n)i M 2ne® s s =
Q; n Znifl"(,l(l_s)_i_p)(Q )d =

1

1_ 1 _ 1 1
27 dp ]l 3 <2 QZnew dF>_é\zF >
7dr—1 ( ) 11"(%dF>

dla w bedacego w zbiorze posiadajacym punkt skupienia. Podstawiajac As — s, otrzymujemy

1 1"(/15+,u) o\ g 2 1 r(s+y) wé s
i) = 17" dS‘E%im (@) ) s

Zauwazmy, ze jezeli np > —1, to wszystkie bieguny I'(s + 1) sa okrazane przez kontur A& przy ujem-
nej orientacji. Poniewaz ’anew ) =Q%ne* > 1dlau>—log <Q2n>, na mocy Lematu 2.1. otrzymujemy

dla takich #
1 r(/15+[(l) 2 w\’ _
ijr(x(1—s)+p) (Qne) ds =
&

_ %( e (@) gy, (2(@ne) ),

a przez przediuzenie analityczne teze twierdzenia dla wszystkich #.

Or
7.

1 oznaczamy tak zmieniony kontur

Jezeli np = —1 wtedy jedynym biegunem I'(s 4+ u) na prawo od konturu A& jest punkt s =—i

9

Przesuwamy zatem kontur A& tak, aby obiegt punkt s = —i
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przez A§’. Na mocy Lematu 1.12. mamy, ze

[ (e ) 0=

E,\g F'(A+u—s
! 1ﬂ(L‘u))<<anew>"’1”> ds — Rgsﬁzrr(s—tﬂ))«anew)#) )

270 ) T(A+H—s e T(A+u—s
A&’
Poniewaz r( ) . ,
Ut (o deF>s_ 2, 0\ i
:lieséi r(A+p—s)<<Q ne’) _r@dF)( net)
zatem z Lematu 2.1. otrzymujemy
LJ_ r(/15+‘u) <Q2n€w>sd.§_
2ri ) T(A(1—s)+7) B
3
—£<Q2new>_iz'C <Q2new>%_ﬁ]1 <2<Q2new>_”’lf>— !
dr 2%~ T (3dr)

dla # >—log (an), a przez przedtuzenie analityczne tez¢ twierdzenia dla wszystkich #. O



Rozdzial 3

TWIERDZENIA TYPU

UNKCJA L krzywej eliptycznej E nad Q jest okreslona tak jak w (1.23). Przypominamy, ze wtedy
funkcja F(s)=L (s +3.E ) nalezy do S' (cf. §1.4. niniejszej rozprawy). W tym rozdziale ustalamy
krzywa eliptyczna E nad Q i dla prostoty oznaczen przyjmujemy

L <s + %,E) =F(s)

oraz

MF = MKE>
gdzie up jest zdefiniowane przez (2.1). Zauwazmy jednoczesnie, ze dla takiej funkeji F, dla kazdego
o > 1 mamy F(o) €R, zatem w przypadku krzywej eliptycznej nad Q funkcja uy przyjmuje wartosci
rzeczywiste.

Niech & oznacza klase funkeji g: R,y — R, rozniczkowalnych jednokrotnie w sposéb ciagly,

spetniajacych nastepujace warunki:
1. g(x)— oo, gdy x — 0o, monotonicznie dla x > x, = x,(g)

d
2. £<<%,gdyx—>oo.
Lemat 3.1. Niech funkcga g € &. Wtedy
g(x)<K logx, gdyx — oo.

Dla kazdego a > 0 mamy
g(x)

—0

, gdyx—o0

monotonicznie od pewnego miejsca.

Dowéd. Z 1. wynika, ze funkcja g jest monotoniczna dla x > x,, a zatem j—i >0dlax >xyiw
konsekwencji.
dg 1
0< = <B- dlax>x, orazpewnego B >0. (3.1
x x

Catkujac nieréwnosc (3.1) otrzymujemy

o<fdg(g’)<3f§

0 X0
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1w konsekwencji
0 < g(x)—g(x) < B(logx —logxp),
czyli
g(x)<logx, gdy x — oco.
Ustalamy @ > 0 zas$ B i x4 niech beda takie jak w (3.1). Poniewaz funkcja g rosnie do nieskonczonosci,

zatem

B

2
g(x)>;

dla kazdego x > x; > x,. Mamy zatem

ax " lg(x)>2Bx7*1,

az(3.1)
d
_gx—az < Bx—a—l
x
dla kazdego x > x; 1 w konsekwencji
d
ax*g(x)> 8y
dx
Zatem dla x > x;
d g(x) dg |
o = o g g (x) < 0
dx x* e “ 8(x)
1 w konsekwencji funkcja % jest malejaca, dla x > x;. O

3.1. Twierdzenia pomocnicze dotyczace sum wazonych funkcji Mébiusa

Dla prostoty oznaczen ktadziemy

Mp(x) ZZME(”)-

n<x

Bedziemy moéwili, ze spelnione jest oszacowanie (3.2), gdy dla pewnej funkeji g € & mamy
Mp(x) < v/xg(x), gdyx— oco. (3.2)

Lemat 3.2. Niech zachodzi (3.2). Wtedy dla kazdego a < % many

n
S ¢ ), edxe

n<x



3.1. Sumy funkcji Mobiusa
Dowdd. Korzystajac z Wniosku 1.2. mamy

Z/“E( )—ME fME )dE— <

n<x n

VEgs ffg E~| < Vrg(x) + gl jﬂdé

X

33

x%—"‘g(x)+|a|g(x>J5‘5—“d5<<ax§_"g(xx gdy x—oco.

1

Lemat 3.3. Jezeli zachodzi

1 pp(n)
ME<x;§>::nZSx f/ﬁ < g(x), gdyx— oo

dla pewnej funkgi g € 8, to wtedy zachodzi réwniez (3.2).

Dowdd. Korzystajac z Wniosku 1.2. mamy

> urn =3 K2 =g (53 ) 7 fM( ;) vE<

n<x n<x

X

ﬁg<x>+j ¢(E)dVE < VEg(x) +g(x) f dVE < Vxg(x), gdy x - oo,

1 1

Lemat 3.4. Niech zachodzi (3.2). Wtedy dla kazdego o > % szereg

Z up(n)

n>x n

Jest zbiezny i spetnia

Z #Ei”) <

n>x 7

a+1
( T >x;_“g(X), gdy x > x,,

a—3

przy czym xy oraz stala w symbolu Winogradowa nie zaleza od a.

Dowdd. Dlakazdego @ > mamy

M(N) VNg(N) g(N

Nl= | ~—

>

N¢? N¢* o No—
stad
M (N
lim E( ):O.
N—oo Na

(3.3)
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Ponadto mamy

N

N N
lim. f M€= < fim f VEQ(E)E1dE = Jim f QE)EHE, x>x, (4

X

dla pewnego x; niezaleznego od a. Poniewaz o > % zatemdla 8 =a— % > 0 mamy

r G
tim [ gtz = tim [Ee-tag < im & f Etde =
2 glx) . oN 2g(x) 2g(x) . _5_2g(x)_ 2
_53 3 Nhi‘log zx—§x_8_§x_gzvhi%oN =55 _a_%x g(x). (3.5)

Zatem wobec bezwzglednej zbieznosci catki
B G el

na mocy Wniosku 1.3. szereg (3.3) jest zbiezny. Mamy ponadto, znéw z Wniosku 1.3. oraz (3.4) 1 (3.5)

a
B0 o+ =g () <
n>x )
a a+1
x%_ag(x)"' T2 ag(x)<<< 1>x; “g(x), gdy x> x,
a—z a—i
dla pewnego x, > x; niezaleznego od a. O

Lemat 3.5. Niech g € &. Wetedy dla n odpowiednio duzych mamy

S ED < g

n>n N

Dowéd. Dla n odpowiednio duzych mamy

> f 55/4d5<< j (€0 = | g [ f £V ()| <
N

n>7]
ne(n)— Jim & g f E74dg(&).

Z Lematu 3.1. wnosimy, ze

lim E~Y4g(&)=0,

&—o0
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az (2) mamy

j £ dg(€) < f -5/,
n n

Otrzymujemy zatem

7 e(n) +J EDNAE < g+ < ().

Dla x > 0 kfadziemy
K(n,x)=n""* <e_i<QzE Vi) 1>

oraz

J(n,x) =RK(n,x).

Lemat 3.6. Niech x > 1. Wredy dla kazdego x szereg

2 ke(n)(n,x)

n>x

Jest zbiezny bezwzglednie. Jezeli ponadto spetnione jest zatozenie (3.2), to wtedy dla kazdego x > 1 oraz dla

ZHE (n,bx)

n>x

kazdego b > 0 szereg

jest zbiezny oraz
ry(x) <, xM*g(x), dlax — oo.

Dowdd. Dlan > x mamy J(n,x) < —7 przy n — 00. Zatem
| (n |lux(n)]
D lupml](nx) <x 35—~ 5/4 < 2—5/4 <,
n>x n>x n=1 7

poniewaz ostatni szereg jest zbiezny na mocy Wniosku 2.5. Przyjmijmy teraz zalozenie (3.2). Ktadziemy

r(x,n,N Z[uE (n,bx), dlan>x.

n<n<N

Poniewaz r(x) = r(x,x,00) oraz r(x,n,00) jest reszta szeregu 7,(x), aby wykazac zbieznosc r,(x)

trzeba wykazac, ze r(x, 7, 00) istnieje 1 7(x,7,00) — 0 dla 7 — co. Z Lematu 1.4. wnosimy, ze

|7 (e, NI < [Mp(N) = Mp(n)| IK(N, )|+ D |My(n) — Mp(n)| [K(n, bx) —K(n+1,bx)|. (3.6)

n<n<N—1
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Poniewaz funkcja g jest monotonicznie rosnaca od pewnego miejsca, z zalozenia (3.2) otrzymujemy
[Mp(N)— M ()] < IMp(N)| + M ()] < VNg (N)

oraz
\Mp(n)—Mp(n)| < |Mp(n)| +|Mp(n)| < Vg (n)

Dla x < N mamy, ze bx << 1, a w konsekwencji

K(N, bx)| = ‘N‘l/“( (V%) _ 1>

<<b \/;N—3/4.

Zatem
M (N)— Mg (p)| IK(N, x)| <, VxN~/*g (N).

Z Lematu 3.1. mamy, ze, dla ustalonego x,

lim N~/*g(N)=0

N—oo
Ponadto mamy

n+1 n+1

|K(n,bx)—K(n+1,bx)| = JdK(E,bx) = Jd§—1/4<e‘i<é\/?>_1> -

n+1

J(e <QE\/W> >d§ 14 4 J51/4d< < \/?>_1> <,

n+1
J. —EVE) 5_5/4d§+x1/zf

n n

G VE) e

Poniewaz w powyzszej formule mamy x <n<n <& <n+1, zatem % <, 1, 2w konsekwencji

e <(§EF>—1 <<b \/§

n+1 n+1 n+1

K(n,bx)—K(n+1,bx)| <, Vx J ET7ME +/x f E7ME <, Vx J E7ME <, Van

Zatem

> | My(n)—My()||K(n, bx)—K(n+1,bx)| < /x> 5/4—~/_Z 5/4,

n<n<N—1 n<n<N—1 7 n>n 1



3.2. Wlasnosci funkgi G,

poniewaz funkcja g jest rosnaca od pewnego miejsca. Z Lematu 3.

5. mamy, ze

iy 8 5/4<<\/577_1/“g(77)-

n>n 1

Ostatecznie z (3.6) 1 Lematu 3.1.

r(x,7,N) <, van g (n).

37

Stad ciag (7 (x,x,7)) _jest ciagiem Cauchy’ego, wigc szereg 7,,(x) jest zbiezny. Mamy tez

n(0) = Jim 7(x,x,N) <, Vaxg(x) =

3.2. Wlasnosci funkgji G,

Dla x < —1 kladziemy

_|x

2 ev?
Gi(Fx) == wEQE _Wf ZME < <QE f> -

gdzie droga catkowania jest prosty odcinek taczacy —|x| oraz i.
< 2 e 2>
R — >0
Qg vn
M= <
Qe vn

2 e@/? v
(a5

Dowdd. Przy powyzszych oznaczeniach mamy

Lemat 3.7. Niech |3(w)| < 7r. Weedy

2 e—u/Z
Qp vn'

oraz

2 e—w/2 2 e—u/Z
_ —_ e
Qp vn Qg vn

A
—i3

Zatem

5 2 e—w/Z 2 —u/2 <‘U
(&%) e 7=

—w/2
(5% sin(2)[<

2 e/

Qe v

Vg (x).

2; < 2 w2
m \Qg vn

oo

2 e 2

Qs vn '

—1
> >e_wdfw, (3.7)
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< 2 e'w/2> v
arg =——.
Qe vn 2
Lemat 3.8. Niech |3(w)| < v. Weedy dla kazdego n > 1 zachodzi nastepujaca formuta

H(2)< 2 e-w/2> 2z< 2 e-w/2>—1:

" \Qe v Qe V7

—w/2 2k+1 2 e—w/Z 00 2 e—w/Z 2k+1
+log< > e <——> , (3.8)
;<EI> & v )\ &\

gdzie d, i e}, sq takie jak w (1.12) oraz (1.13). W szczegdlnosci lewa strona jest funkcja, cathowita, zmiennej

oraz

w.

Dowdd. Mamy, ze ;é 0 dla kazdego » € N i dla kazdego w. Z Lematu 1.19. podstawiajac

Q f
2 ¥

2=5:% otrzymujemy formule (3.8). O

Lemat 3.9. [24, cf. pp. 31-32] Szereg

o ke () (z><ie"w/2> 21< 2 e-’w/2>‘1>
; n <H1 Qe vn Qe V7

jest zbiezny bezwzglednie niemal jednostajnie dla |3(w)| < 7.

Lemat 3.10. Zachodzi nastepujaca formuta

G(F,x) = Gyy(x) + Gpp(x) + Gy3(x),

gdzie
—|x| -1
1 ugp(n) @ 2 e /2 21 2 ¢ _
G(x)=— e I/2 —_— f H” | — e “dw,
! 205Qg ngc n ! Qg Vn QE Vn

—logn
a droga catkowania jest catkowicie zawarta w osi rzeczywistej,

Gy(x) U e 5 wi(n) _Tgn H(z>< 2 6’"‘”/2> 21< 2 e'w/2>_1 —_
X)=————c¢ —_— — e w,
2 205 Qg n<ell 7 : " A\Qe v Qg Vn

gdzie droga catkowania jest prostym odcinkiem laczacym i oraz —logn,

|x]
1 n 2 v 2i [ 2 ew?\ !
=g P E <H(12) &) &) >e_wdw’

n>el!
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~W, e —1 .
Dowéd. Namocy Lematu 3.8. funkcja <H(12) <QLE ¢ ‘/g> z <QLE ‘f/z > > jest holomorficzna. Z Lematu

3.9. wiemy, ze szereg w formule (3.7) jest zbiezny bezwzglednie niemal jednostajnie wzgledem w, zatem

zamieniamy kolejnos¢ sumowania i catkowania otrzymujac

—|x] —1
X 2§ HE( o 2 e‘w/2> 21< 2 e-w/2> >e_wdw
Gi(Fx)= wEQE Z J < <QE Jn Qs Vn |

W powyzszej formule rozbijamy sumowanie na dwie czesci, 7 < el oraz n > el otrzymujac

G1(F,x) =Gp(x)+
—|x|
1

-1
I ) FE_(”)J ) ie—‘w/2 Zz 2 /2 .
PO Pl <Hl <QE Vi) w\e ) o 8

-, —w —1 .
Poniewaz funkcja <H(12) <Qi i > — <Qi : /2> > jest holomorficzna, zatem mamy

Vn Vn

—|x]
@ ieﬂ/2>_2—<ie_wz> oy =
J<HI<QE¢% Vi) ) T
[ () 22 oy
— - = e “dw,
) ! Qr Vn T\ Qg Vn

(l’x)

n

gdzie [ (i,x) jest ztozone z dwéch odeinkéw, jednego faczacego i z punktem —log#n oraz drugiego

taczacego punkt —log7n z —|x|. Suma po 7 w (3.9) jest skonczona. W konsekwencji

i . -1
1 B (n) 2 /2 20/ 2 w2 -
L ”E_f H<2><_ >__<_ > ® g =
ZwEQEe n§c| n i < ! Qg Vn 7\ Qg Vn ‘ ¢
Gpy(x) + Gyy(x).
O

Lemat 3.11. Przy zalozenin (3.2) mamy

Gis(x)=0(g(el)),  gdy x| —oo.
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Dowdd. Korzystajac z formuty (3.8) otrzymujemy

—IXI

2 e_,w/z >2/€+1

o I S
=g 500 | (e

n>elt!
2 e—w/Z 00 2 e—w/2 2k+1
log< > e <——> e “dw.
Qe V7 kZ \Q: vr

Na mocy Lematu 1.19. szeregi po B w powyzszej formule sa zbiezne bezwzglednie dla kazdego 7 1 w,

jednostajnie wzgledem 7 i niemal jednostajnie wzgledem w. Ktadziemy

—|x|

U e o ) ([, (2 e\
Al(x)::—ZwEQ e Z — J de‘ <Q_ 7 > e “dw
E 4 k=0 E

n>el*!

oraz
1 wg(n) e 2 g2\ % 2 vl
B(x):=— eIl fe f e <— > log<— >e_wdfw.
1 205 Qg n§| n ; ¢ Qg vn Qg Vn

Jezeli szeregi A, 1 B, sa zbiezne, to
Gy3(x) = A (x) + B, (x).

Poniewaz suma po k w definicji A, jest zbiezna bezwzglednie jednostajne wzgledem w na drodze
catkowania (dla ustalonego x), z Lematu 1.8. mozemy zamienic¢ kolejnosé sumowania po & i catkowania

otrzymujac formalnie

—|x|

00 2 1 2k+1
A )= — e 50 HE) A <__> J 3/ gy
) szQEe Z n ; ¢ Qg v ‘ “

n>eltl

Mamy

—|x|

2 1 2k+1 d 2 1 2k+1 )
d/e <__> f e—(/e+3/2)wdw — k < > (e(/e+3/2)|x| _ e—(k+3/2)l> )
Qg vn (k+3) \Qg v/7

2k 4 k
L 3.10
<Q> 6.10
E

| (n lpp(n
Z 32 <Z 3/2 (3.11)

n>ell

[

Poniewaz dla 7 > el*l mamy
2 1

Qe V7

oraz




3.2. Wlasnosci funkgi G,

korzystajac z Wniosku 1.21 mamy

- 2k
o—xl/2 Z g (n) lZ || 21 |e—(/e+3/2)i
n>e\x 3/2 _O k+ ) QE \/ﬁ
k
> |d 4
g () o, e
+)\QE
Dla 7> el na mocy Wniosku (1.21) oraz (3.10) i (3.11) mamy
e o el ) | 2 1 * e o
e —— e
i D k+3)|Qevn
- k
etz 5 EOISH el | AP g e 2
e e e <
2 kD
o 3 el lxlz"“‘ﬁ I e, gdy v — oo
n>ell
Zatem -
00 +
Ap(r) =tz 5 HED e < 2 L> J(k+3/2)
ZwEQE n>€|x| n k=0 (k + E) QE ﬁ
oraz -
1 pp(n) & dy, 2 1N\
A (x):: e |x[/2 e (k+3/2):
. 20 Qg n§ n Zo (k+3) QE\/_

sa zbiezne bezwzglednie, stad zbiezne jest takze
A=Ay +Ap,
a w konsekwencji B; poniewaz B, = G;3 —A;. Z (3.12) mamy

Ap(x) <2, gdy |x| - oo,

41

(3.12)

(3.13)

zatem aby oszacowaC A; wystarczy oszacowa¢ A,;. Poniewaz zachodzi (3.13) zatem z Lematu 1.7.

mozemy zamieni¢ kolejnos¢ sumowania po k i 7 w formule na A, otrzymujac

2\ SUk+3/2)
- +3/2)|x
(q) ey

n>el! n

1 o0
Ay (x) = T Q e_|x|/22
ERE

= (k + %) k+3/2

Poniewaz zachodzi (3.2) zatem na mocy Lematu 3.4. mamy

pp(n)
Z n/e+3/2 <

n>eltl

k+3
k+1

g (elxl) <e|36|)_k_1 <Lg <e|x|> <eIX|>_I€_1 ., gdy x> x,,
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przy czym x, oraz stata w symbolu Winogradowa sa niezalezne od k. Zatem korzystajac z Wniosku

1.21 otrzymujemy

2 2k+1
< Q_> elh+3/ 2l ~(k Dl g (o) =
E

2\ 2k+1 4
(o) g<elxl><<exp<&>g<elxl)<<g(eixl), oy ] = oo

E

[ee] d/e
ALK e—IxI/ZZ _r
olk+3

dj
k+3

o0

k=0

W konsekwencji otrzymujemy
A(x) = Ay () +Ap(x) < g () +e M2 < g (M), gdy x| - oo.

Poniewaz w By szereg po k jest zbiezny bezwzglednie dla kazdego 7 i w, jednostajnie wzgledem 7 1
niemal jednostajnie wzgledem w, zatem na mocy Lematu 1.8. zamieniamy w B, kolejnos¢ sumowania

po k 1 catkowania otrzymujac

_|x
1 S 2 1 \2k+ 2 /2
By(x) = ————e M2 ST ”E_(”)Zek<__> f log< ef >e_(k+a/z)wdw_
k=0

20 Qg oG

Mamy

—|x| —|x| —|x|

~w/2
f log<ie—> e_(k+3/2>wdw:log<i> J e_(kJr3/2)"”deE)—1 f log(ne®)ek+3/21% dqp,
Qe vn Qg 2

[ [ [
Ktadziemy

—|x|

! 2\ pE(7) & 2 1 \¥H
B..(x)=— lo <—>€ |x|/2 ~eyv/ e <__> fe (/e+3/2)wdw
11(x) 205Qp & Qr n§d » g k Qg /7

i
oraz

—|x|

1 B #E(n) o) 2 1 2k+1 m
By(x) = e 112 e | ——= J e~ 3122 o0 ne®)dw.
e 2 2 e

i

Rozumujac analogicznie jak w przypadku A, otrzymujemy, ze By, jest zbiezne (tzn. zbiezne sa szereg

wewnetrzny po k 1zewnetrzny po 7) oraz

B (x)K g (e|x|), gdy |x| — oo. (3.14)
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Stad otrzymujemy zbieznos¢ By, i tozsamos¢ B, = By, + B;,. Mamy

—Ix| —|x|

+ j (B4 g,

—x|

, —(k+3)w ] w
e_(k+5)wlog(new)dw:— ‘ og(ne”)

(k+3)

Dalej ktadziemy

—|x]
1
By (x) = ————¢HI?
40pQg n§|

peln) & <ii>2’e“ e (449 log(ne®)
Qg vn (/e + %)

n

oraz

o
el o e < 2 1 >2k+1 () g
4¢0EQE Z Z Qg v Je “

n>ell

Bip(x) =
Znbéw rozumujac analogicznie jak w przypadkach By, oraz A, otrzymujemy, ze szereg B,,, jest zbiezny

oraz

Bin(x)< g (eM),  gdy x| oo (3.15)

Stad takze By, jest zbiezny 1 mamy By, = By, + By,,, oraz

1

i (n), e
Biy(x)= ——=—e M2 37 a Z/e . <
k=0 +§

4w Qg poell T

21 \%H
&)
(ek+3/20 log (metl) — k432 log (e

Rozumujac analogicznie jak w przypadku funkeji A, otrzymujemy

; 00 k+1
P up(n) & < 2 1 > s
|x[/2 (k+3/2)i |x[/2
—Qe E E —_—— e Le ,  gdy |x| — oo
40 Qg n 2\Qg V7

n>el!

Poniewaz dla 7 > el*l mamy (3.10) oraz

lup(n)logn & |up(n)|logn
Z 232 < Z_: 2312 <1 (3.16)

n>el!

zatem z Wniosku 1.21 mamy

k
o2 Z |/‘E(7Z)|lognz 1|7 |e_(k+3/2)i
n>el! 713/2 QE \/_
1 2k
e Il —| <e k2 gdy |x| — oo.

Qg vn

+]
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W konsekwencji mamy

1 B (n) & e < 2 1 >2k+1 B
2 ME k(< - (k+3/2)i |

e E E og(ne
405 Qg n % Qg V7 g( )

n>ell

l‘ 7’1) 0 1 2k+1 )
_ o~k +3/2)i
SRS ( =)

40)EQE n>e|~c| Q \/_
k
1 S pe(n)logn & e <iL>2 ! (k432
4wp Qg el n Qe vn
oraz
_ up(n €L 2 1 \*H k+3/2)
B (x) = 2 < > B3/ Jog (elo1) 4
P e EQE 2" Z Qe v ()

n>el®l k=

O(e ™72y, ody |x| > 00. (3.17)

Dla 7 > el stosujac Wniosek 1.21 oraz (3.10) i (3.16) mamy

2k
ok +3/2)x] o

1 o 2 1
o2 |pp(n)|logn Z |€/e|3 s b
n? k+§ Qg v/n

n>ell =0

1| 4
(32| o Il
v Zk'<QE

k
_|x|/zzk’< > B« el edy x| > 00, (3.18)

_|x

k
> I3l (B43/De] o

Podobnie stosujac Wniosek 1.21 oraz (3.10) 1 (3.11) otrzymujemy

|—|x|/22|luE Z 2 1 * (k+3/2)|x|<<
— | e
n>ell 71/ Ok‘i‘é \/Z
2%k
1
|x|e—|x Q \/_ e(k+3/2)|x|<<
E

k
|x|e_|x|/22% <iz> oHIxl (k3]
k=0 """ QE

k
|x|e™ |X|/ZZ/€'< > B2« x|ell,  gdy |x| » 00, (3.19)
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W konsekwencji mamy

2 1 2k+1 .
. < > k43720 og neHl) =
2

1 o
w2 5 M
e
4w Qg n§| Zo k+ Qg vn
00 2k+1
e Ix1/2 Z He( Z < 2 | > e(k+3/2>|x|1og(7z)+
40)EQE o ; Qg v/n
1 e |/2 IuE e/e 2 1 S k+3/2)|x —|x
|xl/ Z . Z Q \/_ e(+/)l|10g<e||>_

46‘)EQE el

Dalej, znéw z (3.18) i (3.19), mozemy na mocy Lematu 1.7. zamieni¢ w (3.17) kolejnos¢ sumowania po

n 1k otrzymujac

e—|x|/zf:e_k i>2k+ (k+3)Ix] Z ) 1o <ne_|x|>—|—
Q - /e+3/2 8

By (x) = 4005 Qg PN
k=0 2
O(e %), ody |x| » 0. (3.20)

Dla oszacowania sumy wewnetrznej w (3.20) wykazemy teraz, ze catka

fME@)d(g—k—% log(£¢7))

ol

(3.21)

jest zbiezna 1 oszacujemy ja. Poniewaz

O I G CH )

z zalozenia (3.2) mamy

Joog(f)f_(k“< <k+ >log(§e 'x>>d£, gdy |x| = oco.

x|

ﬂME@d(a—k—% log(£¢7)) | <

ol

el

Z Lematu 3.1. otrzymujemy

X|/2f5 (k+2) <1+</e+ >log<5e |x)> 4z

fg(ﬁ)é‘(k“)<1+</e+ >log(5e g )>d5< o

||

e
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dla x dostatecznie duzych. Mamy

g(‘;:)fg—w;)<1+<k+§>1og(5e—'x')>d5:
If<1+<k+ >log (€e™ "“))dé"(k*%) <

g<e|x|) [ oor 3N\ [ (bl
2N de k) 4 (k42 ) | log(Ee ) dg—(RH3)] =
(k+%>1/exu +< +2>f g( >

ol

e|x

ol
8 (e|x|) . —k—1/2 —x|(k+1) 3\ [ e g (k)
ﬂ <e—|x|(k+§)>+</€+§> rlog@e_'x')df_(“é)
(k+1) Vel 2|

Ponadto mamy

o0

flog Ee x| df —k—3

Il
<k+; log(£¢)

k43 gkt

k+
k+

N

N —

oo k—i_ o0 . )
> k+2f5 “Hdlog(£e) =

ol

3
sze—lxi(“é).
(k+3)

E+2 logil k+ :
2 % fak de| =
k+§ e|x|(/e+ ) k+

eH

Mamy zatem

f Mg (§)d
o

<5_k_% log<£€—|x|)>’<< <<Zk+_+1§2> g<€|x\>e—|xl(/e+1), gdy |x|— oo,
2
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w szczegblnosci catka (3.21) jest zbiezna. Stosujac Wniosek 1.3. otrzymujemy

> A0 g e =

n>elil 7 :
— log(M (e} (eF) F7F f M, (€)d (£ log(£e)) =
ol
- [ae@a(e g ),
ol
zatem

kot 1)) eRlERD ™ Gl

e|x| €|x|
Z#E_Wog(nex><<<<2k+2>g< ) E)

gdzie stale w symbolu Winogradowa sa niezalezne od k. W konsekwencji podstawiajac powyzsze

oszacowanie do formuly (3.20) otrzymujemy

||
B 00 |e/e| 2 2k+1 3 g <€ >
121( ) ; b +% QE e|x|(/€+1)

co 1 / 9 \2k+
g(elxl)§E<Q_E> <<g(€|x|), gdy |x| = 0c0. (3.22)

Dalej z (3.15) 1 (3.22) mamy
Bip(x)< g (M), gdy x| - co. (6.23)

W konsekwencji z oszacowan (3.14) i (3.23)

B(x)< g (eM), gdy x| oo.

Lemat 3.12. Niech zachodzi (3.2). Mamy wtedy

Gpa(x)=0(g (M) dla x| - oo.

Dowdd. Mamy z definicji

Gpolx) =2 37 2 _Jogn g 2\ a2 e\
YT 0 S S U\ Qe v ) 2\ v ) )0

1
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Korzystajac z formuly (3.8) mamy

oI ;U
EXE

n<ell

—logn e_w/z 2k+1 | 2 ew/z 00 2 &2 2k+1 e

Na mocy Lematu 1.19. szeregi po k£ w formule (3.24) sa zbiezne bezwzglednie jednostajnie wzgledem 7

1 niemal jednostajnie wzgledem w. Mamy

Gyy(x) = Ay(x) + By(x),

gdzie

” —logn —w/2 2k+1
) = e ) j < > dw
EXE

n<el!

oraz

ogn 2k+1
1 (n) 2 e\ & 2 e _
Bolx)m el HE f loe [ = Sl “ dow.
i PR Sl om0 DIEA Comv) B

nSe‘ |

Zauwazmy najpierw, ze dla ustalonego 7 w powyzszych formutach zmienna w przebiega zbior zwarty.
Zatem niemal jednostajna zbieznos¢ szeregéw po k implikuje ich jednostajna zbieznos¢ na drodze
catkowania dla ustalonego 7. Zatem na mocy Lematu 1.8. zmieniamy kolejno$¢ sumowania po k& i

catkowania otrzymujac

— u 2 2k+1 e
e g TS (L) Tt

n<el! k=0

205 Qg n<el n Qg v/n QEW
Mamy
—logn
1
—(k+3)w _ —z(k-i— ) k+3
f e~ (F+2)w gy = /e-l—%)( n >

Ktadziemy formalnie

1 o 2 1 2k+1 ,
A= s DS G (L) e

3
200 Qg gl M okt
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1 (n) &, d 2 1 \2k+1 s
A(x) = 2T HE k <__> i(k43)
2(x) 200 n§ . §k+% 7 e

Mamy

)] _ & lpe()
Z 32 <Z 32 <1,
n<e™ =

a zatem, poniewaz 1/4/n < 1, korzystajac Wniosku 1.21 otrzymujemy

© 2k
—|x|/2 |pp(n)] || < 2 1 >
e D <<
SZ 32 ZQH; Qg v
dy| 2%
2o 1% < > <
Z o
o 1/ 4\
e—lxl/22§<&> <2, dlalx] > oo
k=0 """ E

W konsekwencji A,, jest zbiezne, zatem A, jest zbiezne 1 zachodzi tozsamos¢ A, = A, + A,,. Ponadto
otrzymujemy oszacowanie

Ay(x)< e 2 dla|x| — oo.

Dla A,; mamy

1 o 4 2 1 2k+1
Ay(x)= ——€_|x|/zz £(7) : <— > nk+3

205 Qg <ol okt % Qe ﬁ
— ﬁe—lxl/i;ﬁl#iw g k‘j'i% <Q1E%>2k+l (ﬁ)2k+3 _
Jn o 2\ 2k+1
2wEQE | |/2n§c|#E %k-ﬁé <Q_E> -
2\ 2k+1
szQE —le/zz <Q_E> n§ up(n

Korzystajac z zatozenia (3.2) oraz Wniosku 1.21 otrzymujemy

_| 2 S 2 2k+1
26‘)EQE Z <QE> Z () <

n<e‘x‘

]2 |dk| 2k+1
rial) e

zatem

Ay(x)K g <e|x|>, dla |x| — oo.
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50

W konsekwencji otrzymujemy
A, K e xI/2 g (e|x|> <g <e|x|>, dla |x| — oco.

Aby zakonczy¢ dowdd wystarczy teraz oszacowac B,. Ktadziemy formalnie
{ N2+t
> f o~ k4312 4

2
(o) )

! 1og<i> S #ET(”)i

By (x)=—
. 2w Qg Qr el k=0
oraz
—logn
L pe(n) & (2 LNEE
By(x) = eI2NT e\ —— e (+3/2)w10g(new)d,w'

Rozumujac analogicznie jak w przypadku A, otrzymujemy, ze B, jest zbiezne i spetnia

By (x)K g <e‘x|>, dla |x| — oco.

Stad otrzymujemy, ze B,, jest zbiezne oraz, ze zachodzi tozsamos¢ B, = B, + B,,. Mamy
—logn

—logn
g _ J e—(/e+3/2)wdlog(ne'w>

1
e_(]e+3/2)w log(new)dw — _/e n 5 e—(k+3/2)'w log(new)
2

—logn
i

Dalej ktadziemy formalnie

1 _ (n)X e
Ix|/2 ME k <__
‘ Z ;k—i-% Qg v

B =—
501(%) 40 Qp —
oraz
—logn
1 u (71) © 2 1 2k+1 &
—e—|x|/2 E Z k <__> J e—(/e+3/2)wd10g(new)
n i k+3\Qevn /

B, (x):=
222(%) 4 Qr P

—logn

Poniewaz
—logn
f e_(k+%)wdlog(new) = J e (kT2)w g,
[ i
zatem rozumujac analogicznie jak w przypadku A, otrzymujemy, ze B,,, jest zbiezne oraz zachodzi

tozsamos¢ By, = Byy; + B,y,, 2 w konsekwencji wobec zbieznosci B,, otrzymujemy, ze B,,, jest zbiezne

Ponadto mamy
By(x) < g (M), dlafx| — oo.
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Z Lematu 1.19. mamy

2

(G

k
<<Zk' <§> <1,

gdzie stala w symbolu Winogradowa jest niezalezna od 7. Stad mamy

BZZl(x): 400, Q
EXE

o2

n<el

i e <2 \/1_ >2k+1e—i(k+;)log<nei>:
O n

_|x|/zz pg(n)logn &
3

ZwEQE e /2

Ponadto z Wniosku 2.5.

2C()EQE

mamy

1
3 lup(n)llogn

% (2 LV i)
go +§<QE\/Z> ‘ -

_|x|/22# Z 9 <ii>2ke—i(k+g).
+% Qg vn

n<e|x| 7’1

e 1
$lusmliogn

n<ell 713/2 n=1 7’13/2
oraz | |
pg(n ug(n
Z 3/2 <<Z 32 <<1’
n<ell 7
a zatem
n)logn & 1\*
o—lxl/2 pe(n)log < > o—ilk+3/2) ¢
2coEQE n<Zex n3/2 Zok—i-; EVn
| (m)|logn & 1|
—Jx/2 E —i(k+3)| @ o2 gl
e e Le alx|— oo
el n/? gokJF% Qe v |
1
2%
2 S Z < 2 | > i(k+3) ¢
2605QE e 3/2 Qg vn

Jn |up(n)|logn &
w2 5 P S 2

3
/e:okJri

W konsekwencji

dalej

2k

1 .
e (k1) < o2 dla x| > 0.

n<e‘x

Qg V7

By (x)< e 2 dla|x| — oo,

By(x) <K e 24 g <e|x

><< g (e'xl), dla x| = o0

51
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oraz

By(x)< g (M) + g (eM) < g (M), dlafx|—oo.

U
Lemat 3.13. Niech zachodzi (3.2). Zachodzi wtedy nastepujaca formuta asymptotyczna
G,(F,x)=G(x)+ 0O <g <e|x|>> , dla|x| — .

Dowdd. Na mocy Lematu 3.10. mamy

Gy(F,x) = Gyy(x) + Gpp(x) + Gy3(x).
Na mocy Lematow 3.11.13.12. mamy

Gp3(x)=0(g(el)), dla x| o0
i

Gia(x)=O(g(eM)), dlafx| o0
odpowiednio i otrzymujemy tezg. O

Lemat 3.14. Zachodzi nastepujaca formuta

Gyy(x) = P(x)+ T(x)+ Er(x),

gdzie
—x]
1 _ urp(n) 1 _,-<L%_zn> _
P(x)=—————— /2 Z —J(new)‘*e BRI s 17 (3.25)
204/ Qg pel ”_logn
i
Er(x)=
_|x
—w/z ) e—m/Z 3
i 3 e f( ©)i <2 : > (& ) vdw, (.26
ZwE\/nQE n<Ze" . Qg vn
i
_ ( )—IXI
! — MEM _w
T(x)= e Ixl2 —f e 2dw, (3.27)

gdzie biz) jest funkcja, z Wnioskn 1.24.
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Dowéd. Z definicji G;; mamy

—|x|

1 n 2 e\ 2 [ 2 w2\
Gu=—poge 5 | <H(12)<Q_E ﬁ>7<Q_E f) >e_wdw'

n<el
= —logn

Dla w € [—|x|, —log7] mamy

2 w2 2
>_— >0.

Qv T Qg

Zatem z Wniosku 1.24. mamy

HO <ie_w/2> 2’< 2 e_w/2>_1_
" \Qe V2 Qg vn/)

%,/new>l/ze '<QZE‘_%Z_2 >< h < 2 e /2>> 21< 2 €_w/2>_1
<ﬂ 1+ o 7 ) (3.28)

Podstawiajac (3.28) do definicji G;; otrzymujemy teze. O

Lemat 3.15. Niech zachodzi (3.2). Wtedy dla funkcji P zachodzi nastepujaca formula asymptotyczna

P(x):Ce"xV“ Z 4“51(/4) —id W-{—O(g( |x|)>’
n<el!

Qg

T

. 2
dla x — oo, gdzie C= 5
@E

Dowéd. W formule (3.25) podstawiajac

4 1 _
QI%: ne® d
4 1 dw—d
lei ne® w=
otrzymujemy
4 elxl
Qt 1/4
P(x)= —1 e_M/2 n)J < > e—i(vi—ir) <QE’7n> T_
2e0p4/ Qg ,,<€\x| QE’} 4 7
QE
e
Q% 7
Cre M2 S J 14 =ividy,

n<e"‘
o2
Qg
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co3

gdzie C, = 8% %e”f?. Podstawiajac dalej

n=¢&2
dn=2&dE
otrzymujemy
\/W
)= Ce 2 ST f JEei€dE,

n<ell

gdzie C, = %@ei”%. Ktadac

mamy

J\/_e_‘gdf—lf\/_de_lg—l<\/g_‘5

QE

QE

zatem formute (3.33) mozemy zapisac

2

P(x) _lceleZZy < —ig

n<eh

—C e 1x1/2 Z 7

n<el!
Obliczajac P, otrzymujemy

x|\ 1/4 P :
P =G S o <<e> 4 :_el<Qz>>_

n<eh

N E
Ce 2 ST () <e|> VT & e ST

n<el n<el

Przy zatozeniu (3.2) mamy

Pyy(x) < e HI/2

> up(n

n<el!

Mamy zatem

ettt 37 EED VS (g (eM).

n<el!

)| < g< |x|>, dla |x| — oo.

(3.33)

Jﬂ 1
B —EP(x,n) ,

=: Py(x) + P,(x).

=:Pyy(x) + Ppy(x).
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Dalej mamy

2 up(n)P(x,n)|.

n<ell

Przy zalozeniu (3.2) korzystajac z Lematu 1.4. otrzymujemy

nS[eMJ—l

Py(x) <K e lxl/2 <|ME <e|x|>P <x, [e|x|J>| +Z |Mp (n)||P(x,n + 1)P(x,n)|> <

o Ixl/2 <ex/2g(ex)‘p<x’[ex >|+Z¢—g )|P(x, 2 +1)— P(x,n)|>.

n<e|—1
Z definicji P(x,n) mamy
P(x,[eM])=0(),
a zatem

Py(x) < eI/ Z ﬁg(n)|P(x,n+1)—P(x,n)|+0(g(e|x|)>, dla |x| — oo,

n<| e |—1

gdzie
2 L’M
o
|P(x,n+1)—P(x,n)| = J £ 4g|.

2 [l
Qp n+1
Catkujac przez czesci otrzymujemy

2 el 2z m

QE
2 el

ff_l/ze_igdf <|ET12eiE | \/> Jf 3267 4E ], (3.34)

2
Qe

n+1
2 [elxl 2 eM
Qh Qp V n+l

Szacujac pierwszy skladnik sumy (3.34) otrzymujemy

k] —1 2 *
&= 1/2, —i& QE\/; < 2 > e IxI/4 Jdglﬁ QE\/T <
Eys] \Qe
p+1
oIl fa s/t GV ag | 4 ol JS iV d| <

n+1

e =34  oll/4 =54 dla x| > oo
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Drugi skfadnik szacujemy przy uzyciu nieréwnosci Cauchy’ego-Schwartza
_ _ _ 1/2 1\ 1/2
GV GV GV GV
f EReitge| s [ e s f erae| | fe| <

2 e 2 M 2 /e 2 [l
Qg V n+l Qg V n+l Qg V n+l Qg V n+l

‘e_|x|n_e—IX|(n+1)|l/ < |x|/z<\/_ ‘/;_H>>1/2<<

dla |x| — oo.

Otrzymujemy zatem nastgpujace oszacowanie

e 2" ng(n)|P(x,n +1)— P(x,n)| <

n<|e MJ 1

n<e|—1

|x|Z ) b ST %14), dla x| = oo.

n<[ — nS[eI’CIJ—l

Poniewaz funkcja g jest monotonicznie rosnaca od pewnego miejsca, zatem dla odpowiednio duzych

|x| mamy

—hl Z —\XI/4Z

7’l

n<el|—1 n<|ell|—
1 1
e_ﬂx'g el _+e—IXI/4 || — <
< >ng%;]_1"1/4 < ) SE‘:J 34
e—%|x|g<e\x|>e%|x|+e_|x|/4 < ) |/4<<g<e|x|>, dla |x| — oo.
Ostatecznie

P(x)K g (e|x|>, dla |x| — oco.

Lemat 3.16. Niech zachodzi (3.2). Wtedy dla funkcji Ex mamy

Er(x)< g (e‘x|>

dla |x| — oo.
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Dowod. W formule (3.26) podstawiajac

4 1
QZ ne 7
4 1
E
otrzymujemy
4 elxl
1 s\ Qnn\ d
— —|x KE (2) —i(y7=3x) [ <XET*\ 97
Er(x) |x|/2 Z f( > b (ﬁ) 7 - —
20)E'\/ TCQE nSe|x| 4 Qi"? 4
%
Ll
Qg "
Ce M2 S ugl) | 4B (g7) e T,
nSelxl
Qf
gdzie C; = & %” Podstawiajac w powyzszej formule
n=_&2
dn=2&d&
otrzymujemy
Er(x) < e 12| 37 (R (x,m),
nSelxl
gdzie
2 [ell
Qg V n
R(x,n)= f VEWD (£)ei€de

Przy zatozeniu (3.2) z Lematu 1.4. otrzymujemy

Er(x)<e x/2<’M |x) ( >‘+Z|ME NIR(x,n+1)— R(x,n)|><<

n<| e |—1

x/z<¢7g (el) )R ’+Z¢—g )|R(x,n+1)— R(x,n)|>, dla |x| = oo.

n<|el]—1

Z definicji R(x,7) mamy
R<x, [e|x|J) =0(1),
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a zatem
Er(x) < e™ |x|/22\/—g )|R(x,m+1)— (x,n)|+O<g<e|x|>>, dla |x| — oo, (3.39)
n<ell]—1
gdzie
2 \/W
IR(x,n+1)— J\/_ EhP(E)eedE]. (3.40)
2 Aﬂ
QE n+1

Zatem aby oszacowac (3.39) wystarczy oszacowa¢ (3.40). Catkujac przez czesci otrzymujemy
eIl elx
g e
| vEr@eta=| [ vered| <
elxl el
é% n+1 é%\/;;;

e
\/W Qg "A

Q n+1
¢ 2 [
Qp V n+l

Pierwszy sktadnik powyzszej sumy, podstawiajac & = QLE %, mozemy przedstawi¢ w postaci

i r x| , o
QE\/7 ielxw f dg—1/4h§2> 2 cEVT . (3.42)
JQE Qe \ ¢
+1
Poniewaz

2 el
Qh n+1
2 el ;2 [
1/4 — etV E =
df }J <QE é,)e Q 3
eV /42 2 | LD 2 e Vg4
6Q5<45 R N7 ) g & QEJé ceeE
i
e 2, VellE14g
Q! <QE > < 5>

'\/_/?(2)(5 —i&| Qe

|¢Eh§2> (E)e
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zatem (3.42) jest oszacowane przez

n+1 ]
|x|/4f £5/4 h(2)<Q ef > d&+
E
n+1 @) ]
e4lxlf5 7|90 < \ €§>d§+
n+1 |x
el f g7 | p? <Qi : > dE. (3.43)
E

Poniewaz Qi VT &> L dla 7 < el*l, na mocy Wniosku 1.24. i Wniosku 1.25. szacujemy funkcje h§2> 1
e
dh w (3.43) otrzymujac

n+1 n+1 n+1

e_|x|/4J5_3/4d£+e_|x|/4f 5—3/4dé’+e|x|/4J5—5/4dé’<<e—|x|/4n—3/4+e|x|/4n—5/4, dla x| — oo,

gdzie n < el*l, 2 w konsekwencji dostajemy oszacowanie pierwszego sktadnika prawej strony (3.41)

2 [
e \/T L e WA= el =54 dla x| — 0. (3.44)

VERD (E&)e e L

Poniewaz

dp®
A(VERD () =36 e + VES f e

zatem

2 /e 2 [

QE\/? QE\/? | dh(E)

J e—lfd(£b§2>(g>> = f i€ 55_1/2b§2>(£)+ \/Eii—g dé|. (.49
Podstawiajac w (3.45)
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@
na mocy Wniosku 1.24. 1 Wniosku 1.25. szacujac funkcje hi oraz dgn otrzymujemy

5/2
QE o f gV L el 2
2 QE ! Qe n

7/2
2 ekt dp? [ 2 |l

— = === l|d|<
Qe \ 7 dn | Qg
n+1 ) x|
L S L PACIN i i |
e edly n+
P Qe
e | exlpTE —\|— ||dn K
dp | Qe \ 7
n
n+1 n+1
o—lel/4 J 5y 4 el f iy < W3 dla x| =00, n <l
n n

Zatem
f e_i5d<\/gh$2) (f)) L e FHAR=34 0 dla x| — oo (3.48)
Ostatecznie z (3.40), (3.41), (3.44) 1 (3.48) mamy

|R(x,n4+1)—R(x,n)| < e ¥/4n=3/* dla|x| - co.

W konsekwencji
e 2D ng(n)|R(x,n + 1) = R(x,n)| <

nﬁ[e"“]
IS Vgl (¢ ) = e S glmn M, dla ] - oo

n<lell -1 n<[e]1

Poniewaz funkcja g od pewnego miejsca jest monotonicznie rosnaca, mamy

el 'Zg 1/4<<e—%|x|g< |x|>Zn_1/4<<e_%|x|g<e|x|>e%|x|<<g<e|x|>, dla |x| = oo,

n<|el|—1 n<|el|—1

co wobec (3.39) konczy dowdd. O
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Lemat 3.17. Niech zachodzi (3.2). Weedy dla funkcji T zachodzi nastepujaca formuta asymprotyczna

T(x)= . luE(”) O e|x| ’
()= 2 = +Ola)

n<e

dla |x| — oo.

Dowdd. Poniewaz

—|x| —|x|

2 e—w/z —1 )
J<Q_E ﬁ) e_wdw:—QEﬁJ de™ 7 =Qun—QpVnel,

—logn —logn

wigc z formuly (3.27) otrzymujemy

. =l .
z o—lxl/2 pp(n) J —2dw 1 pp(n)
Jn

—logn =

T(x)=
2wy o

gdzie
z

T (x) =

)

ULy nge|’°|

Na mocy zatozenia (3.2) mamy

Ty(x)< g (eM), dlax] - oo.

Lemat 3.18. Niech zachodzi (3.2). Wtedy dla funkcji G, zachodzi nastepujaca formuta asymptotyczna

1/4
7n 7TC()E nSelxl

Gy(Fyx) = Ce I+ S e (3 L>+ s “E(;”Jro(g(em),

n<ell

Qe

5
. i elam
dla |x| — oo, gdzie C = Sor Vo

Dowdd. Na mocy Lematu 3.13. mamy
Gi(F,x)=Gyy(x)+0(g (")), dlafx|— 0.
Na mocy Lematu 3.14. mamy
Gyy(x) = P(x) + T(x)+ Ex(x)
Na mocy Lematu 3.15. mamy

P(x)=Ce /4 Z #El—(/z)e_i<QzE El:>+0<g (e|x|>>, dla |x]| — oo.
n<ell 7
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Na mocy Lematu 3.16. mamy

Er(x)

O(g ().

Na mocy Lematu 3.17. mamy

T(x)= : He() O(g (™).
() “")E,g:x Vn + <g< >>

3.3. Twierdzenia typu Q

Dla x > 0 kfadziemy

Lemat 3.19. Dla 0< o < 1 kladziemy

Cols) = [ S,

0

Calka ta jest zbiezna bezwzglednie niemal jednostajnie w pasie 0 < o < 1, defininjac tam tym samym funkcje

holomorficzna,

Dowdd. Niech 0 < 0, < 0, < 1 beda dowolne i ustalone. Wykazemy, ze catka Cj, jest zbiezna bez-
wzglednie 1 jednostajnie w pasie 0y < 0 < 0,. Dla x > 0 mamy |[/(x)| < 2, zas dla 0 < x < 1 mamy
dodatkowo |J(x)| < x. Mamy rowniez

o0 1 o0
Of J(x)|xdx = bf I (x)|x~ " dx —|—! J (x)|x " dx.

W konsekwengji dla o < 0, < 1 mamy

<1

_0'2

1 1
1
f () dx < J TS
0 0

zasdlaoc >0, >0

o0

r 1
f J(x)x™ e < J x g — <1,
o
1

1
1

a w konsekwencji

J J(x)]x™1dx < 1.
0



3.3. Twierdzenia typu 63

Zatem dla { — co mamy

f J(x)|x™1dx — 0
&
jednostajnie dla 0y < 0 < 0,. O

Lemat 3.20. Funkca Cy ma przedtuzenie meromorficzne do C. Dokladnie mamy

v I(1—s)

CE(S):_@—F(%—{—S)'

W szczegdlnosci, Cy nie ma zer w pasie 0 < o < 1. Ponadto mamy
ICp (o +it)| = (2]¢] 42y 7%

niemal jednostajnie w pasie 0 < o < 1.

Dowdd. Z Lematu 1.18. mamy, ze dla 0 < o < 2 funkcja

_ Q?f 2 —s—1
Cs)=17J < ) dx (3.49)
0
jest postaci
r(1—:
c=—ZHd
Podstawiajac Qngxz — & w calce (3.49) mamy
2
x=—+E
Qg
dé

dx =
VEQ,

1 otrzymujemy

Cls)= ff(f) (QiE JE>_H \/%ZE -5(%) f](g’)&?ldg’ -3 (3) ).

W konsekwencji

2ﬁ< 2 >2Sr(1—275)_ V7 T(1—s)

2 2s
av=2(g;) =% (a) TEE i)

Druga czes¢ tezy lematu wynika z odpowiedniego oszacowania dla funkcji C zawartego w Lemacie

1.18. =
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Dla x > 1 kfadziemy
fx) =D up(n)(n,x)

oraz . -
F)=>upmi(n,x) dlax>o.
n=1

Z Lematu 3.6. wynika, ze funkcja f jest dobrze okreélona.

Lemat 3.21. Niech zachodzi (3.2), f(x) < x%g(x) oraz niech g(x) < loglogx, dla x — oco. Wredy

hipoteza Riemanna dla funkcji F jest prawdziwa, wszystkie zera nietrywialne sq pojedyncze oraz

,L<<(V+2)log(y+2), y >0. (3.52)
F(p)

Dowdd. Dla % < 0 < 1 mamy nastepujace oszacowanie

o0

o T I#
Zofw Wm0 £ e

n__l
n=1 7’21/
0

Poniewaz o > % zatem szereg w (3.53) jest zbiezny, zas z faktu, ze % < 0 < 1 wynika, ze spetnione sa

x 0 dx =

(g o)

x—”—ldx:<z_:|“§4+o >JV Vx~0ldx. (3.53)

o

zalozenia Lematu 3.19. i w konsekwencji catka w (3.53) jest zbiezna niemal jednostajnie. Dla 0 < 1

ktadziemy

Poniewaz dla 0 < x < 1/7 mamy |J(x)| < x, wiec dla o < 1 mamy, ze

1/n

1/n

& |pp(n o1 |pup(n
1/4+0J x)|x dx <<Z 1/4+0J
0

0

U< e ﬂ)lf U <5 lue)] U < lue()
dx—ot = n° = . (3.54)
1— ; 1/4+0 0-; n1/4+0 1_0—; 715/4
Na mocy Wniosku 2.5. ostatni szereg w (3.54) jest zbiezny, zatem dla kazdego ustalonego o5 < 1 szereg

definiujacy E(s) jest zbiezny bezwzglednie jednostajnie dla 0 < 05, a w konsekwencji dla 0 < 1 funkcja

E jest holomorficzna. Ponadto z (3.54) wynika rowniez, ze

1
E(s)<<1 , dla o<1 (3.55)

— 0
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Dla % <0 <1z(3.53) 1 Lematu 1.9. mamy, ze

[ e tae= [ St 1dx_f§ <COS<C§E JE) 1)t
|

n=1

0%8
N
i[V]e
3 |&
-
NS

SN—"
N
(@)
o
w

~ N
£ IN
S IR
v
\/
|
V.
H
(oW
R
X o;
I NgE
1
Q
~
/\
(@)
o
w
/\
& N
ﬁ
\_/
H
~_
=
|
)
|
_
(oW
X
Il

0, up(n) ) [ Gl
nz::l f/‘“”!](x)x 1dx—n:1nf/4+5!](x)x 1dx_F(%l/é‘)—E(s). (3.56)

Poniewaz zachodzi (3.2) zatem z Lematu 3.6. wnosimy, ze

R (x ZIUE J(n,x)< xV*g(x) dla x — oo,

n>x

a poniewaz f(x) < x'/*g(x) oraz g(x) < loglogx, dla x — 0o, mamy
fN(x) = F(x)+Rr(x) < xV*g(x) < x/*loglogx  dla  x — oo.

Zatem z Lematu 1.17. wnosimy, ze transformata Mellina funkgji f jest holomorficzna dla o > %, za$

(3.56) 1 Lemat 3.20 ustanawia jej przediuienie meromorficzne do pétplaszczyzny o < 1. Z Lematu

Ce(s)
D
wiemy, ze funkcja Cp nie ma zer w pasie 0 < 0 < 1, zatem funkcja m

% < 0 < 11w konsekwencji spetniona jest hipoteza Riemanna dla F. Z Lematu 1.17. dla funkgji f~

~ 1 1
) e < - log -
g — 1 o — 1

jednostajnie dla % <o< %. Poniewaz dla o > % z Lematu 1.16. mamy

1.17.1 (3.56) wnosimy, ze funkcja % E(s) jest holomorficzna w pasie % < 0 < 1.Z Lematu 3.20.

jest holomorficzna w pasie

wynika rowniez, ze

._\%8
=

f(x)x_s_ldx <1,

H%g

wiec

~ 1 1
f(x)x—s—ldx < — 1 10g<0 >
1

1
P

)—k%g



66 Rozdziat 3. TWIERDZENIA TYPU Q

jednostajnie dla % < 0 < 1. Na mocy (3.56) oraz (3.55) mamy zatem

Cr(s—3) 1 1 1 1 1 1
< 1Iog N +|E s—— < 1log - |+ -
E(s) o—3 \973 o—3 \0e—3) o—;

2

jednostajnie dla % <o< %, a w pasie % <o<1

Cr(s—3) 1 1
1
Fo) So—1%\ o1

jednostajnie, zatem wszystkie zera F s3 pojedyncze, oraz mamy

1 1 1 1
< lo -<o<1l
O (o= e (1) () i

Aby zakoficzy¢ dowdd wystarczy wykazaé oszacowanie (3.52). Ktadac s = o +iy, 3 < 0 < 1,gdziey >0

oznacza cz¢S¢ urojona zera nietrywialnego funkcji F, na mocy Lematu 3.20. i powyzszego rOwnania

mamy
1

(r +2)* 1
F(s)<< 0_% log<0_l>. (3.57)

2

Z twierdzenia Cauchy’ego mamy dla w € [p,3/4 +iy]

1 |d&] 1
f|§ 5|4l < s F(gnﬂj |§—w|3_|5r—n£|)irlp(§)| 2

E—w|=r |E—w|=r

Ustalmy 7, €;,0 < r < 3,0 < ¢, < 1/10. Poniewaz okrag |£ —w| = 7 jest catkowicie zawarty w
pétplaszczyznie o > %— 7 > 0, zatem z Lematu 1.28. mozemy oszacowaé Jz(o) < % + 7 na tym okregu.

Poniewaz dla takich & mamy |3 | <y + r zatem

max |F( )|<<(}/_|_r)%+r+e/2<<(}/_+_2)%+r+e/2

|€—wl=r

dla dowolnego € >0, a w konsekwencji

1

1 (}/+2)§+r+6/2

ma F _<<—-
max [F(O)| :

Stad, biorac r = ¢, /2 dostajemy
F'(w) <, (y +2)*9, przy 0<y — co.

Kladac

(3.58)
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z twierdzenia Taylora z reszta Lagrange’a wnosimy, ze istnieje w € [p, 5] takie, ze

F(s)=F'(o)(s —p)+ F"(w)(s — p)*. (3.59)

Poniewaz mamy

Flo)|ls—pl=|F'(p)

mm{w ;}' o { Fl )] }
(r+2)"(r+2) (y+2) (y +2)

oraz

2

F'(w)|ls —pf <, (+2)4

w121
(y+2)(y+2)
(V+2);+‘min{|F/(’0)|2 ! }:min{ |F/(/0)|2 : },

(r+2° (y+27 (r +2)77 (y+2)1

1

15> zatem drugi skfadnik sumy (3.59) jest mniejszy, co do modutu, od pierwszego

dla ustalonego 0 < ¢, <
1w konsekwencji

F(s)~F'(p)(s—p), dla0<y— cc.

Poniewaz s —p =0 — % mamy, wciaz dla s okreslonego jak w (3.58), ze

FO~Fe) (o3,

a dalej, z (3.57), mamy

1 1
— <L (y+ 2)20 log < > . (3.60)
F'(p) o— %
Zatézmy, ze
1
>(y+2)log(y +e), (3.61)
[F'(p)]
gdyz w przeciwnym wypadku zachodzi (3.52). Mamy wtedy m >2loge > 11 |Fl(p)| < l,aw
konsekwencji
1 F’ 1 F’
a——:min{| (0l }:' ()l (3.62)
2 r+2)(r+2)) (r+2

zatem z (3.60) mamy

b
F'(p)

(r+2)
IF'(0)|

L(r+2)(y+27%" log< > =(r+2)(y +2)* " (log(y +2)—log|F'(p)]).

Poniewaz |F'(p)| < 1, z (3.62) mamy, ze

(1 +2)27" = (Co—1Iog(r42) — 201/ loglr+2) — LT3 084D _ IF(p)llog2 2, dlay>o0.
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Zatem

—— <y +2)(y +2*" |log(y +2)—log|F(p)|| <
F(p)
(}/+2)‘10g(}/+2)+’log|F/(p)|_1||. (3.63)

Z (3.61) wnosimy, ze
[log /(o) | = log(y +2).

Wtedy z (3.63) otrzymujemy

log

gl
F'(o)||

1
2

L_| > 1 mamy nastepujacy ciag implikacji

F'(p)

Poniewaz |F'(p)| < 1, ktadac ¢ =

t

Ly+2=3 V<L y+2=logt < log(y +2).

logt
Zatem
t L (y+2)log(y +2)

1w konsekwencji

—— <L (y+2)log(y +2).

F'(p)

O
Dla 3z >0, kfadziemy
G(F,Z):ezf m(F,w)e” “dw, (3.64)
z+100

gdzie m(F,w) jest zdefiniowana przez (2.3). Poniewaz F jest przesunieta funkeja L krzywej eliptycznej

nad Q na mocy (1.25), (2.2) oraz (2.16) mamy

)fF :_Z

UF:1'

Lemat 3.22. Niech x,, x, i ¥y > 0 beda dowolnymi liczbami rzeczywistymi oraz niech xy < Rw < x; i
L oraz t > 0 mamy nastgpujace oszacowanie

Sw >y, Wtedy dla o = % io0=—1
esw
—tv
) Lir € (3.65)

Ponadto dla w z tak okreslonego obszarn mamy
(3.66)

—tyv

m(F’ w> <<xo»x1)yo ¢ ’
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gdzie ty > 0 jest ustalone i zalezne od F.

Dowdd. Na prostych % + it oraz —% + it na mocy Wniosku 2.5. oraz (2.12) odpowiednio, mamy
1/F(s)< 1. Zatem na prostej % + it mamy

sw

3 3
< e’ :ei”_”’ S ezxo—t'u < e—t'z/.
F(S) | | Xo

Na prostej —% + it analogicznie mamy

sw

F(s)

L, —
<<|eS’LU|:e 3 tfv<<xle tv

co dowodzi (3.65). Poniewaz v > 0 zatem m(F, w) jest réwna calce (2.3). Niech ¢, := 11, gdzie y; oznacza
czgS¢ urojony, zera nietrywialnego funkcji F lezacego najnizej ponad osia rzeczywista. Ze wzgledu na

rozmieszczenie zer funkeji F (cf. (1.27)) z twierdzenia Cauchy’ego o reziduach mamy, ze

Fyw)= — Jeswd
mE )= 7

<€/

gdzie kontur 6" sktada si¢ z pdtproste; <—% +ico,—1+ ito], odcinka [—% +ity, % + ito] oraz potpro-
stej [% +ity, % + ioo). Na pétprostych konturu 6’ wykazalismy juz, ze zachodzi (3.65). Zatem

3 .
E"I‘ZOO

J

3 .
5“1‘1 ty

esw

E(s)

1
ds <<x0 ze—to’u <<x e—tov’

0:)0

podobnie
—1+ioo
f e
E(s)

1 .
‘4"1‘1 Ly

sw

X1,)0

d l —tyv —tyv
5<<x1 7)e < e .

Poniewaz dla s na odcinku [—% ity 3+ i1, ] mamy

sw

F(s)

sw u—1tyv —tyv
<< |€ | = eU ° <<xo,X1 e

zatem otrzymujemy oszacowanie funkcji m(F,-). O

Lemat 3.23. Catka (3.64) jest zbiezna bezwzglednie niemal jednostajnie w pétplaszczyznie Sz > 0. W szcze-
g0lnosci funkga G(F,-) jest dobrze okreslona i holomorficzna w tej potplaszczyznie. W kazdym domknictym
obszarze 3z > 3z > 01 Rzy < Rz < Rz funkcja G(F, z) jest oszacowana przez O, , (e737), gdzie

to > O jest ustalone i zalezne od F.
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Dowéd. Ustalmy xy, yo > 0, zy = x5+ 1y, oraz niech v >y >y, > 01 xy < # = x < x; = Rz,. Namocy
(3.66) mamy

x+io00 00 00

—w —lyv —X —tyv —t
ﬂm(F,w)e [ RS- f e <, J Cdv &, e,
x+iy y y

Zatem catka (3.64) spetnia wymagane oszacowanie i w konsekwencji jest ona bezwzglednie niemal

jednostajnie zbiezna zatem funkcja G jest holomorficzna. O

Lemat 3.24. Funkca G(F,-) przediuza sie analitycznie wzdtnz kazde drogi kawatkam:i gladkiej 2 =
punktn z, do z,, lezace] na plaszczyznie zespolonej, nie przechodzacej przez ani jeden punkt z =logn, n > 1,

ug(n)#0, zgodnie ze wzorem

G(F,z)=¢* f f % dep. (3.67)

Dla
, 1 1
z:logn—l—&e‘g’ 0<b<m, O<é\<§log<1+—>, up(n)#0 (3.68)
n

mamy
up(n) MV
2rin

Dowdd. W przypadku, gdy droga & jest zawarta w goérnej poiptaszczyznie, prawdziwosé (3.67), tj.

G(F,z)= —+O L(1).

mozliwos¢ przesunigcia konturu, wynika z oszacowania (3.66) w Lemacie 3.22. i faktu, ze funkcja
m(F,-) jest holomorficzna w gbrnej pdtptaszczyznie. Wiemy, ze funkcja m(F,-) posiada przedtuzenie
analityczne do funkcji meromorficznej, ktdrej jedynymi osobliwosciami sa bieguny pojedyncze w
punktach w =logn, uz(n) # 0. Stad dla kazdej drogi omijajacej te punkty wzdr (3.67) zadaje wymagane

przedtuzenie. Reziduum funkgji m(F, w) w punkcie w = log 7, na mocy Twierdzenia 2.1., jest rOwne

Res — _/"E(’?)’
w=logn 271
zatem dla . )
|w—logn|<—log<1+—> (3.69)
2 n
mamy
ug(n) 1

m(F,w)=—

: +h,(w), (3.70)
2n1 w—logn
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gdzie b, jest funkcja holomorficzna w dysku (3.69). Niech z bedzie takie jak w (3.68). Niech z, =
logn + 841, 8= 3log(1+1). Z (3.67) mamy

ZO z
G(F,z)=e? f m(F,w)e “dw +e? J m(F,w)e” “dw =
Zy+ico Zy

z z

e T G(F,zy)+e? f m(F,w)e “dw =e2 f m(F,w)e”“dw +O,(1).

Z 2y

Na mocy (3.70) mamy zatem, ze

z

G(F,Z)=_HE(n)ezf = dw+0,(1)=

2mi w—logn

%

A — —logn —logn

n)e? (e @ 4e 98" —e7 8

_ #en) J dw+0,(1)=
2mi w—logn

Zy
z

_,uE(n)ng' elogn dw—qu(n)e;fe

2m1 w —logn 271

—w __ e—logn

dw+0,(1). (3.71)

w —logn

Zy Zy

Poniewaz funkcja
e~ — e—logn

w —logn
jest holomorficzna w punkcie w = z zatem druga catka w (3.71) jest oszacowana przez O,,(1). Dalej
mamy

z

[ eloe 1 1 i
J ———dw= —J ———dw = — (log(z —logn) —log(z, —logn)) =
w—logn n) w—logn n
Zy Zy
1 . 1 G 1 1 1 1
- (log(é‘ele>—log(i30)> =—logd +—1i _ i —log<—log<1 + —>> =—logd +0,(1).
n n n  2n n 2 n n

Zatem

z

G(F,z) = _:UE(ﬂ)e? logd +0, (1) =

ME—(;)_log<l> N /UE(n)<e%ei€ - 1> 10g<é> +0,(1)=

2min
wiyn
S (1) 5 1 1) o

Ostatecznie

G(F,z)= %log(%) +0,(1).
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O

Lemat 3.25. [25, Theorem 1.4] Dla |3w| < 27 oraz w # logn dla wszystkich n takich, ze uy(n) #0,

maniy
U & pen) 1 :
m(F,w)=— B(n,w)— - (R(F,w)—iR"(F,w
(F,) 20 Qs 2 (n,w) == (R(F, w) (F,w))+
1 — e3®
2—i<H(F,w)+H(F,fw))—2mm0( ,w)— — (my(F,w)+7,(F,w)),

MO(F’ ) o n3/2 w_logn
F ! g
m(F)= 3 [ Galme)—i) £,
€
%+ioo
H(F,w) 1J < g
( s W _27TZ (tg(ﬂ:s) Z)F(S) S,
R(F,w) Res <
,W) = es —,
rigo =P £(5)
0<f<1
R(F @)= Res( a2 )+ s (1) 7 )
) W)= es| ta(rTs es| ta(rTs .
oot \ R TS TR
0<f<1
B#

Lemat 3.26. Dla z = x <—1 mamy
—|xl
G(F,z)=e 112 J m(F,w)e” “dw + O(e_|x|/2> .
Ponadto G(F,x) mozemy wtedy zapisal w postaci

8
G(F,x) = Gy(F,x)+ D> G;(F,x)+O(eH1/2),

j=2
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gdzie funkcja G,(F,x) jest okreslona w (3.7) oraz

—|xl
f R(F,w)e “dw,

i

e_|x|/2
G,(F,x)=—

, x|
Gy(F,x) = ée—lxl/z f R*(F,w)e “dw,

i

—|xl
e_lxl/z
G,(F,x)= T JH(F,fw)e_wdw,
i
ez
Gy(F,x) = — J H(F,w)e *dw,
i
—|xl
e—Ix1/2 v
Gy(F,x)=— i fmo(F,w)eZdw,
i
—|xl
e—lxl/2
G,(F,x)=— 5 m,(F,w)e”“dw,
i
—Jxl
e—1xl/2
Gy(F,x)=— Y my(F,w)e “dw.
i

Dowéd. Z Lematu 3.24. mamy

_|x

G(F,x)=e /2 f—i—f m(F,w)e”“dw,

gdzie catkujemy wpierw po potprostej urojonej (i0o, ] a nastepnie po odcinku [7,—|x|]. Poniewaz

i

o2 J m(F,w)e— dao = /2= 2G(F, i) < e—HI/2,

100
zatem
—x|
G(F,x)=¢ /2 f m(F,w)e”“dw+O (e_|x|/2> . (3.72)
i
Druga cz¢S¢ tezy Lematu jest natychmiastowa konsekwencja Lematu 3.25. i formuty (3.72). O

Lemat 3.27. Niech zachodzi (3.2) oraz f(x) < x/*g(x), gdzie x — +oc0, dla pewnej funkdji g € ®, gdzie
g(x) <K loglogx dla x — +oo. Wredy dla x < —1 mamy

G(F,x)=G(F,x)+C¢lx| +O(1),
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gdzie
Cy=—imRes —. (3.73)
Dowdd. Z definicji (cf. Lematy 3.25. oraz 3.26.) mamy
e—1x1/2 o up(n) e?
Gr=-5— | S do.

271 n3 12 w—logn

i
Dla w €K C C, gdzie K jest dowolnym zbiorem zwartym nie zawierajacym punktow log 7z, mamy
—w
— <k L
w —logn
przy czym stata w symbolu Winogradowa nie zalezy od 7. Na mocy Wniosku 2.5. mamy zatem

i |l (n)]
2312 wek

n=1

—w

< L.

w —logn

Z Lematu 1.5. wnosimy zatem, ze szereg

—w

o up(n) e

73?2 w—logn

n=1
jest zbiezny niemal jednostajnie na C\{w € C | w =logn, n=1,2,...}. Zatem z Lematu 1.8. mamy

—|x|

—|x|/2 oo 5
Gy(F,x) =——— Z”E(")Jw . dw=

2ni = w32 ) w—logn

gz [ e S )_M ]
e e up(n e

— —dw+ d 3.74
271 ) w @ ; n3/zj logn @ G-74)

Dla n > 2 funkcja
e
w —logn

jest holomorficzna dla # <0, zatem z Lematu 1.12. mamy

—|x| w

f ¢ f f w, (3.75)
—logn —logn
] [ 0

1
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gdzie drogi catkowania to odcinki [7,0] oraz [0,—|x|]. Stosujac (3.75) do (3.74) mamy

o—lxl/2 Ieﬁ 0 —x et
f; 3/2 J+J —logn “=
0

x| .
(e =) [ e
—dw + dw |+
(2mi) f w ; n31? f w—logn ¢
7
—|x|/2 |/UE(”>|
© nZ_: n*/? w
Poniewaz dla n > 2 mamy
O w
ez 1
f dw| < ,
w —logn logn

zatem z Wniosku 2.5. mamy

o w
_|x|/22 |/UE3/2 J ez dowl | = O<e—|x|/2>_

Dla n > 2 oraz w € [0,—|x|] mamy

ez e
0<
|w—logn| ~ logn
zatem
—Ix @ 0
e? 2
f dw| < f "~ 4
w —logn logn logn
0 —Ix|
Funkcja e 7 /w jest holomorficzna dla w # 0, zatem
¢l . -1 =N\ . I,
ez2 e ez
J —dw = J—i—f —d‘w:f —dw +0O(1).
w w w
z [ —1 —1

Ponadto
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Zatem

—|x| w

I |ux(n)] e? p |ux(n)] l/2
Gy(F,x) < e P/ 1+Z fw—logndw < el 1+Z— <L e K2,

n*/? = n*?logn

0

Z definicji funkgji G, (cf. Lematy 3.25. oraz 3.26.) mamy

ez
GolE,e) = fgﬂ (
) 3

Z Lematu 3.21. wynika, ze wszystkie zera nietrywialne funkcji F sa pojedyncze, zatem dla y > 0 mamy

e “dsdw.

>F(s)

sw epw

Fl(p)

e

Res(cg(ms)— ) 75 = (ta(mp) =)

Poniewaz dla kazdego ustalonego o oraz t > 0 mamy
tg(a—l—it):i—i—O(e_Zt), gdy t— oo, (3.76)

azLematu3.21. wynika, ze spetnionajest hipoteza Riemanna dlafunkcji F oraz 7 — < (y +2)log(y +2)

( )

zatem dla dowolnych #, u, takich, ze # < uy, mamy

ef?

F'(p)

(tg(rp) — i) —— < &2 |eZHNFi) (4 D) log (y +2) <, e (1 +2)log(y +2).

Z Lematu 2.7. wnosimy, ze dla kazdego £ =0,1,2,... mamy
Np(k)—Ngp(k+1)=Op(logk).
W konsekwengji dla takich £ mamy

ef®

F'(p)

>

k<y<k+1

< 25 P (r42)log(y +2) <,
k<y<k+1

(tg(mp)—1)

(v +2m)(k+1) (k+3)log? (k+3),

adalej dla v > —27 + ¢, dla dowolnego € > 0, mamy

[o.°]

2 2

k=0 k<y<k+1

o0

S e EFAED (k4 3)log? (k +3) <, 1
k=0

el

—<L,
F'(p)

(tg(rp)—1)

0

Zatem dla v > —27 szereg
ef®

> (tg(mp) =)

y>0 ( )
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jest zbiezny bezwzglednie niemal jednostajnie wzgledem w, a z Lematow 1.12. oraz 1.26.
., er®
m(F,w) = Z;(rg(np)—z) o
Zatem N
—|x|/2 w
o)== f 3 Gtne) i) ;f;p)dw,
a w konsekwengji, z Lematu 1.8., mamy
o—lx/2 R —
P == 5 3 ) 1) J Ve =
L ) =) gy, P o)D)
2i 53 (0 — D) F'(p) 2i S5 (p—1)F(p)

Ze wzgledu na oszacowanie —— < (y +2)log(y + 2) oraz (3.76) mam
g 14 gly y

F'(p)

(tg(mp)— 1) < e (y +2)log(y +2)

- <L e log(y +2).
pF (p) y ’

Ponownie z Lematu 2.7. mamy
Np(k)—Ngp(k+1)=Op(logk).

W konsekwencji, dla & =0,1,2,..., mamy

M < e log (k+3),
r<rzer1l PE(P)
a dalej
00 t s 00
Z Z M <<Ze_2”/e logz(/e +I)KL 1.
k=0 k<y<k+1 Pl (p) k=0
Poniewaz p—1= —% + iy = —p mamy stad
€_|x|/2 (tg(ﬂflo)jl) e_}/_i/z :O(e_|x|/2>
2t 1 (p—DF(p)
oraz _
_i Me—iylxl —0(1),
2133 (e— 1D F(p)
a zatem

G,(F,x)=0(1).

77
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Analogicznie mamy

Gy(F,x)=0(1).
Dla dowolnego T > 0 mamy

—|x|2+lT 2+lT —|x|

f J (tg(res)—1) dsdw_ f f (tg ns)—z () dwds

poniewaz funkcja

e(s—l)w

E(s)

(tg(7s) —1)

jest ciagta w obszarze catkowania. Na mocy Lematu 3.22. oraz (3.76) mamy

<, —2m et _e—('z;+2n)t.

(tg(rmes)—1)

Zatem dla v > —27 oraz dla dowolnego 7' > 0 mamy

%{-ioo (1)
. _ d ~T(v+427)
f (tg(res) =) F(s) [ds] < ‘v+27ze
34T
W konsekwencji catka
2tico
2

| ttmo-0%

3
3
jest zbiezna bezwzglednie niemal jednostajnie wzgledem w dla v > —27 [24, cf. (3.33)]. Zatem z Lematu

1.10. mamy

x| H+ico 2 tioo —|x|

el (=) ~lxl/2 ? —i
G,(F,x)= J J (tg(7s) —i)e dsdw = J (tg(s) —1) f D% dapds.
EF(s) 47 F(s)

2 1
2
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Dalej z (3.76) oraz Wniosku 2.5. mamy

3.

+100
e—xl/2 ? f (tg(res)— i) e~ DIl _g(s—1)i

G,(F,x)=— d
lFx) 47 F(s) s—1 <
%
H ol
—(0— P —r
e—|x|/2 o2t ¢ te |dS| —
|s—1]
3
g
—|x + —t
e_|x|/2fe_zm%|ds|<<e_|x|/z, dla |x| — oo.
S_

3
2

Rozumujac analogicznie jak powyzej otrzymujemy G5(F, x) < e 1*l/2, Poniewaz spetniona jest hipoteza

Riemanna dla funkeji F mamy zatem

1 w konsekwencji

el2 o—lx1/2 i
G,(F,x)=— fR(F,w)e_wdw:— Res—fe_zd‘w:
2 ) 2 =l F(s) '
1 1
1 .
|x[/2 — [x[/2 _ p=/2
<E{:€:;SF(S)><E e )<<1.
Dla R*(F,w) mamy
e Res_; BZ) 4 e s Res,_, (=3)rale) gdy F (1) =0
R(Fw)={ ¢ ' A :
F(])Ressz%tg(rcs), gdy F (3)#0
Zatem w przypadku, gdy F (3) # 0 mamy
. x| _ N
l i eI/ w
Gy(F,x) = —e /2 f R*(F,w)e “dw=- Restg(7s) J e dw < e 22 =1,
2 2 F(3) \s=1

[ [

Poniewaz mamy

zatem
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W przypadku, gdy F (%) =0 mamy

—x| —|x|

. 1
t w s—
GZ,(F,x)zie_PC'/2 Resmfe_zdfw +Res<—
2 s=1 F(s) =1 F(s

[ 1

—_

N
S~—
—t
g9
a
>
S
o
o
8
I

—|x| —|x|
e lxl/2 C7fe—zdw+zcéfwe_2dw =

[ [

e (=2C, (e — e )~ (e Fw+2) ) ) =

—2C, + Cy|x| +2C e 2e M2 4 Ce™¥I2(; 4 2)e/2 —2C, = C,|x| + O(1).

O

Lemat 3.28. Niech zachodzi (3.2), f(x) < x'*g(x), dla x — 400, gdzie g € & oraz g(x) < loglogx,
dla x — +o00. Wredy dla x < —1 mamy

(:_J(;(F,x):Z€_*xv4j§i/1E(n)f((n’eV‘>4_

n=1

Z pp(n) —|x|/4 pp(n) 1 x|
Cm‘)Engc n'/? e ngljxl nll* e C6|x|+O< ( >)’

dla |x| — oo, gdzie C jest stala z Lematu 3.18.

Dowdd. Przy zatozeniu (3.2) na mocy Lematu 3.18. mamy

GG (P ) =Y S pK et 37 A et 3 EE 0 g (o).

n<ell n<el®

Na mocy Lematu 3.27. mamy

- - : ug(n)
CG(Fx) = ST p(mK (mel) + "
n<Ze|x| CﬂwE <e|x| ﬁ
1 HE() "
> £ S o g ).
n<el*

Przy zatozeniu (3.2) z Lematu 3.6. mamy

ST K (nye) = e |x|/42# K(n,e)+0 (g ().

n<eh
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Lemat 3.29. Niech zachodzi (3.2), f(x) < x'/*g(x), gdzie g € & oraz g(x) < loglog x. Wredy dla Sz > 0
mamy

=3

y>0 /OF (/O

Dowéd. Poniewaz spelnione sa zatozenia Lematu 3.21. zatem zachodzi hipoteza Riemanna dla funkgji
F, wszystkie zera nietrywialne sa pojedyncze oraz zachodzi (3.52). W konsekwencji dla #y < # < u,

mamy

lIft—}/’U

el
/ /O)|

el

Flp)|

L, € Ty +2)log(y +2).

Z Lematu 2.7. mamy
Ny (k)= Ny (k +1)= Oy (logh).

W konsekwencji dla takich £ =0,1,2,... mamy

er?

)| o (R +3)logl (B +3),
p

k<y<k+1

a dalej, dla v > ¢, dla kazdego € > 0, mamy

/eZ:c:Jk<yZ<:_k+1 F(/O) o kZ: m
Stad dla v > 0 szereg
el
i (3.77)
}; F'(p)

jest zbiezny bezwzglednie niemal jednostajnie. Ponadto z [24, cf. Lemat 2.6]

el
m(F,w)=>» ——, dlav>0.
;F/(P)
Dalej mamy
f |:ZH— Yldv <, ZJ T (y +2)log(y +2)dv,
y>0 r>0 F'(p) r>0y

a poniewaz v >y > 0, zatem

o0 e 7Y
=—(y+2)log(y+2)
VY

o0 _}/Iv
J “(y+2)log(y +2)dv = —em/ (y +2)log(y +2)
y

Y
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y>O j

1w konsekwencji

|dw}<< Z }/+2 log(y +2).

y>0
Z Lematu 2.7. mamy
eV ek 5
> —(r+2log(y+2)< —(k+3)log’ (k +3),
k<y<k+1 VT y
a zatem
00 e—ky 5
f —— D p (k+3)log? (k+3)<, 1.
Ok<}/<k+1 : k=0 Y

Poniewaz szereg (3.77) jest zbiezny bezwzglednie niemal jednostajnie, zatem z Lematu 1.8. mamy, ze

VA pw
f _wdw = Z f Fe/ e “dw
y>O r>0 o (o)

dla kazdego 7' > 0. Zatem z Lematu 1.9. otrzymujemy

z
z 2 el®
G(F,z):ezf m(F,w)e_wdw:ezf e “dw=
. ‘ ; F'(p)
Z+i00 z+100
z
e? Z /1 Je('o_l)wdw —e: /1 —1 ele=Dw|” .=
y>0 F (P)z+ioo y>0 F (/O) (/O_ 1) 274100
; (p—1)z ; (o—1)(z+it)
o= DF(p) i o DF(p)
Poniewaz spetniona jest hipoteza Riemanna dla funkeji F to (0 —1) = —% +iy =—poraz
elrP 1Tt eIt e (y +2)]log(y +2
— < (r +2)log(y )<<e_}’tlog(y+2).
PF'(p) F/(,o)' Iyl
W konsekwencgji
00 eiyz—%—yt

hrn e O,
tﬁoo;/eqzsljﬂ-l PF'(p)

a zatem

G(F,z)=—>_ T

Dla 3z > 0 kladziemy
~ 1— l—
G(F,Z) = :G(F,—Z) = :G(F,—E)
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Poniewaz funkcja F jest funkcja rzeczywista na osi rzeczywistej (cf. (1.24)), zatem przy zalozeniach

Lematu 3.29. mamy
1 1

G(F, iz, 3.78
(o) = gpF (p)e 78)

Lemat 3.30. Niech zachodzi (3.2), f(x) < x'/*g(x), gdzie g € & oraz g(x) < loglogx. Wiedy funkcja
G(F,-) nalezy do klasy 2.

Dowdd. Z (3.78) widaé, ze funkcja G(F,-) jest wymaganej postaci. Na mocy Lematu 3.21. mamy, ze

1
7o) <L (y+2)log(y +2),

zatem wobec Lematu 2.7. mamy

' log(y+2) log?(k+3)
PPF®)| i (r+2? T (k+2)

k<y<k+1
Stad
o 1 © |og?(k+3
ﬁ| < Lz) <1
k<ot 1P PE (R = (R+2)

Zatem spelniony jest warunek (1) klasy 2 ze stala B(G) = 2. Na mocy Lematu 3.28. spetniony jest

warunek (2) ze stala Ly = 1, poniewaz dla x > 1

ylgg R(G(F,x+iy)) =

R (c”;(F, X)) =1 (FE(F,—@) — 5 <c—1G(F, —x)> _

'X'MZ# +§R<

x| 7 n<elxl T
3 <_> xl+0 (g (¢1)
Z Lematu 3.24. wynika, ze funkcja G jedyne osobliwoéci ma w punktach z = logn, gdzie n > 1

oraz up(n) # 0, zatem dla x > 1 funkcja jest holomorficzna. Z Lematu 3.23. wynika oczekiwane
oszacowanie dla y > 0, zatem przez ciagtoéé funkeji G dla x > 1 warunek (3) jest spetniony ze stala

Ly =1. Przyjmujac x; = —logn, n > 1 taki, ze ug(n) >0, oraz x| = —logm, m > 1 taki, ze up(m) <0

1
i kfadac (&) = log () oraz parametry 0, 6,, 0}, 0, tak by 0 < 6, < 6, < 7,0 < 0, < 0, < m, na

mocy Lematu 3.24. wnosimy, ze dla takich parametréw spetniony jest warunek (4). Warunek (5) jest

spetniony poniewaz dla funkgji F spetniona jest formuta Riemanna-von Mangoldta (1.21). O
Lemat 3.31. Niech zachodzi (3.2), f(x) < x/*g(x), gdzie g € &. Jezeli g(x) = o (logloglogx), to

1/4Z/u (n)] (n,x +E\/—Z H‘E/(E +Dx'logx = i(ﬂlogloglogx)

n<x
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dla x — oo, gdzie

Z 2
E=% =— 0 3.79
<C7T0)E> QETC< 7
oraz
Vo sdy F(3)=0
D::ER<%>: ormy gy 8 FG) (3.80)
0, gdyF(%);éO.

Dowdd. Na mocy Lematu 3.30.

Na mocy Lematu 3.28.

RG(F,x)=e |x|/4Z:U < IXI>
B3 Lo 57 20 D+ 0 ().

n<el! n<ell

Z Lematu 3.2. mamy
—x IL‘ X
||/4Z A <<g<||>, gdy [x] = oo,

n<e

S‘é(F’x)Ze_'x'/“i,uE(n) <n elx)+E Z #\E/_)_i_m |+O< < |x|>)-
n=1

n<el V7

zatem

Z Lematu 1.15. wnosimy, ze

RG(F,x)=0, (1 _ e V) _g (loglog x)
X )= (0} = oglogx).
=\ 8 by (loglogx)3 £ 108708

Zatem

Jel/4 W) o pell2 5 HE()
u( n,e™ ) +Ee —+
Z m) (n,eM) 2

De|x|/2|x| +O<e|x|/2g (e|x|>> =0, <e|x|/2 loglOgX) .

Poniewaz g(x) = o(logloglogx) zatem

'xWZN J (7€) 4+ Eel/2 37 ”E_(’Z)+Delxl/2|x|:ﬂi (e loglogx)

n<ell V7

i zmieniajac skale z wyktadniczej na liniowa otrzymujemy pierwsza cz¢s¢ tezy lematu. Poniewaz funkcja,

gdy F (%) =0, to przy zatozZeniach niniejszego lematu, z Lematu 3.21. wnosimy, ze F’ (%) #0,aw
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konsekwencji z (3.73) mamy

C, 1 T 3 1 wp | 3 1
D=%R|—|=—=——4| =—cos| =7 |Res — = —4| —|cos| =7 —
C 20 \ Qp 4 )=t F(s) 2 \ Qg 4 s=1 F(s)
Poniewaz mamy
1 1
1 7 ’ gdy F(3)=0
MR B e 61
s=1 F(s) o, gdyF(%) #0,
zatem otrzymujemy doktadna wartosc statej D. O

Lemat 3.32. Niech zachodzi (3.2), f(x) < x'*g(x), gdzie g € & oraz g(x) < loglogx, dla x — .
Niech ponadto F (%) =0. Wtedy F’ (%) > 0.

Dowdd. Poniewaz zachodzi (3.2) oraz f(x) < x'/*g(x) < x'/*loglog x zatem na mocy Lematu 3.21.
zachodzi hipoteza Riemanna dla funkeji F oraz wszystkie zera nietrywialne sa pojedyncze. Zatem
F’(%) #0orazR > F(o) #0dlaoc > % 1 w konsekwencji F(0) ma staty znak dla o > % Zatem
przy powyzszych zatozeniach F’ (%) > 0 wtedy i tylko wtedy, gdy F(c') >0 dla pewnego o > 1. Aby
zakonczyc dowdd wystarczy wykazac, ze dla 0 =2 mamy F(2) > 0. Dla 0 > 1 mamy (cf. (1.23))

E(s)=] [F,(5),
p

az (1.22) dla kazdego p t Nz mamy, ze

Fy(s)= <1_ a;ff)>‘1 <1_ aif))>_l

gdzie |a;(p)| < 1. Poniewaz F (o) € R zatem wspdlezynniki ap szeregu Dirichleta funkcji F sa rzeczy-

wiste. Stad albo a;(p) € R, albo a(p) = a,(p). W pierwszym przypadku mamy

) —1
LI
p
W drugim

o\ 7w\ o\ [ ap)\
(12 (1-2) - (-2) (1-2)

Zatem

Jezeli p | N, to wtedy

zatem F,(2) >0. Poniewaz F'(2) #0, wiec F(2)>0. O
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Whiosek 3.33. Niech zachodzi (3.2), f(x) < x'/*g(x), gdzie g € ® oraz g(x) < loglog x. Jezeli F (%) =0,
to wtedy
sgnD =sgnwy.

Dowdd. 7 Lematu 3.32. wnosimy, ze F’ (%) > 0, a zatem na mocy (3.80) 1 (3.81) otrzymujemy teze. [J

Lemat 3.34. Niech zachodzi (3.2) dla pewnej funkcji g € &. Dla tej funkcji g mamy weedy, ze

up(n)

7 < xM*g(x), dlalx|— oo (3.82)

n<x n

oraz

> ()~ )1/4cos<QE Vel ) S () =0(VEg(x),  (8)

n<x n<x

dla |x| — oo. Ponadto, jezeli zachodzi

> ) (= )1/4cos<QiE \/9 < Vxg(x), (3.84)

n<x

dla |x| — oo, to wredy dla kazdej statej rzeczywistej a # O zachodzi

S ) (mex) <, VRS (), oo
n=1

oraz

S (5) " cos <a \/;> <, Vrg(x), (.85

n<x

dla |x| — oo.

Dowdd. Z Lematu 3.2. dla @ = ; mamy (3.82). Ponadto mamy, ze

Sen() ey )= G = ()

n<x n<x n<x

a zatem z (3.82) wnosimy, ze zachodzi (3.83). Zat6zmy réwniez, ze zachodzi (3.84). Poniewaz zachodzi

(3.2) z Lematu 3.6. mamy, ze

1/42;1 J(n,2) < V/xg(x), dlax|— oo.

Podstawiajac bx za x w powyzszej formule, gdzie b > 0 jest dowolna stala, mamy
1/4Z,u (n,bx)<), Vxg(x), dla|x|— oco.

Poniewaz zachodzi (3.2) zatem z Lematu 3.6. wynika, ze

1/4Zy ) (n,bx) <, /xg(x), dla|x|— oo

n>x
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1, po odjeciu stronami, dostajemy

1/42;1 )] (n,bx) <K, V/xg(x), dla]x|— oco.

n<x

Z
1/4 X 1/4
Z,uEn< > cos<a\/>> 1/42;1 ] (n,bx) Z/ME < > ;
n<x n<x n<x
gdzie a := +v'b, oraz z (3.82) wnosimy, ze zachodzi (3.85). O

Twierdzenie 3.1. Dla kazdej funkgi g € & takiej, ze g(x) = o(logloglog x) mamy

ZHE w/_g( ))

n<x

a7£o Z/UE < >1/4COS<4\/;> (J_g( ))

n<x

. (vxlogloglogx), gdy F (3
worS () \/’ { 9, (vxlogloglogx), gdy F(3)#0

n<x Q, (Vxlogx), gdyF<§>:

Dowdd. Niech zachodzi (3.2), gdyz w przeciwnym wypadku otrzymujemy pierwszy czton alternatywy.

Iub

Iub

Niech zachodzi (3.84), gdyz w przeciwnym wypadku z Lematu 3.34. wnosimy, ze zachodzi drugi
czton alternatywy. Aby zakonczy¢ dowdd wykazemy, ze powyzsze zatozenia implikuja trzeci czton

alternatywy. Z (3.83) mamy, ze

1/42/1 J(7,x) < V/xg(x), dla]x|— co.

n<x

Stad z Lematu 3.6. wynika, ze

1/4Zy ) (n,x) < v/xg(x), dla|x|— .

Z zalozenia g(x) = o(logloglog x) wnosimy, ze
1/42/1 (flogloglogx) dla |x| — oo. (3.86)

Jezeli F(%) #0,to D =01z Lematu 3.31. mamy

S () () 4 ED () - =90 (VR logloglogx),
n=1 n<x

zatem z (3.86) mamy

EZIUE \/7 Qi<ﬁlogloglogx>

n<x
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dla x — 0. Jezeli F (%) =0,to D#01izLematu 3.31. oraz (3.86) mamy

EZ up(n) \/?—i—Dﬁlogx = Qi(ﬁlogloglogx),
n

n<x

a zatem
x
—Z,uE \/;—I—\/;logx:(li(ﬁlogloglogx).
n<x
Stad mamy
= S el = =0 (vloga)
n<x
czyli

__Z;UE \/7 (\/_logx>

n<x

Z (3.79) oraz Wniosku 3.33. mamy, ze

E —_—
gl —p )= sgn wp.

Twierdzenie 3.2. Dla kazdej funkcji g € & takiej, ze g(x) = o (logloglog x) mamy

S pn) S =0V (x)

n<x

Iub

Voo Surm(5) " cos (a2 ) = Ret).

n<x

Dowdd. Dowdd przeprowadzimy stosujac reductio ad absurdum. Niech zachodzi

S uny S < V() diafel oo,

n<x

dla g € & oraz g(x) = o(logloglogx), gdyz w przeciwnym przypadku zachodzi pierwszy czton
alternatywy. Z Lematu 3.3 wnosimy, ze zachodzi (3.2), a zatem zachodza réwniez oszacowania (3.82)
oraz (3.83). Niech zachodzi zatem (3.84), gdyz w przeciwnym przypadku z Lematu 3.34. wnosimy,
ze zachodzi drugi czton alternatywy. W konsekwencji z (3.83) otrzymujemy, ze f(x) < x/*g(x). Z

Lematu 3.31. wnosimy, ze
1/42/1 )] (7,x)+Dy/xlogx = i(ﬁlogloglogx).
Jezeli F ( %) # 01w konsekwencji D =0, to mamy

leZpE(n)](n,x) = Qi(ﬁlogloglogx),
n=1
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co prowadzi do sprzecznodci na mocy Lematu 3.34. Jezeli F (5) = 01w konsekwencji D # 0, to mamy

x1/42p5(n)](n,x)+Dﬂlogx =0, (ﬁlogloglogx),

n=1

a zatem
x1/4 00

B 2 ) =9 (Vxlogs),

co znéw prowadzi do sprzecznosci na mocy Lematu 3.34. O
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