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1 Wstep

Przedmiotem bada podgtych w tej pracy jest problem dyskretyzacji
niektorych modeli fizycznych, ktére na ogd gdnowymiarowymi uktadami
hamiltonowskimi. Konstruowanie schematéw dyskreinysymulujcych
modele cigte tego typu jest, sitrzeczy, blisko zwizane z numerycznym
catkowaniem odpowiednich rowhaodzniczkowych zwyczajnych. W niniejszej
pracy koncentrujemy si na dyskretyzacji geometrycznej, czyli na takich
rownaniach rénicowych, ktoérych wilasni@i w mazliwie duzym stopniu
przypominag wtasnaéci odpowiedniego réwnania zbiczkowego.

Pierwotna motywacja pogia tej tematyki wizata s¢ z kwestiami
dydaktycznymi. Pajcia r@niczkowe, takie jak mdkos¢ czy przyspieszenie,
definiuje s¢ i wyjasnia przy pomocy odpowiednikoéw dyskretnych, takietk |
iloraz r&nicowy, ktore g bardziej naturalne i tatwiejsze do zrozumienia. Co
wigcej, w literaturze fizycznej jest stale obecny nurgjmupcy Sk
numerycznym podégiem do catkowania rowmarozniczkowych, przy czym
obok prac zaawansowanych, jak na przyktad [42,787,94], publikowane as
prace stosunkowo elementarne, jak [32, 51, 59, .1G0kykiadem takiej
elementarnej pracy jest tak pierwsza publikacja zwzana z tematyk tej
rozprawy [20], ktorej wyniki zawarteasw rozdziale 3. Jednak kontynuacja
naszych bada doprowadzita do uzyskania tak wielu nowych wynikéie
kierunek prac ulegt zmianie (co znalazto odbiciezaproponowanym tytule
i zakresie rozprawy), &lad motywacji dydaktycznej jest ledwie widocznyoi t
tylko w niektorych rozdziatach (np. rozdziaty 30)1

Pocatkowa czs¢ pracy (a zwilaszcza rozdziaty 3 i 4) $pogcona jest
standardowym metodom numerycznym, z naciskiem naodyge dobrze
odtwarzagce jakadciowe i geometryczne cechy badanych réivniletody te
zostaty poréwnane podatem jakdciowego i ilgciowego zachowania gidla
dtugich i bardzo krotkich przebiegéw czasowych. tEana czes¢ pracy stanowi
rozwinigcie i udoskonalenie metody dyskretnego gradienvadziaty 5, 6, 7),
ktéra jest jeda z waniejszych metod geometrycznego catkowania
numerycznego [41, 64, 66]. Trzecimatkiem, obecnym w wielu miejscach
niniejszego opracowania, a s dyskretyzacje doktadne wybranych modeli
fizycznych, w szczegdldoi: klasycznego oscylatora harmonicznego
i anharmonicznego (rozdziaty 3 i 8) czy problemplkeea (rozdziat 9).

Calkowanie geometryczne polega na poszukiwaniu ckakimetod
numerycznych, ktorescisle zachowuj pewne fizyczne lub matematyczne
wilasnaci rowna. Chodzi tu o takie ich cechy jak caiki pierwszgmstrie,



objetos¢ przestrzeni fazowej czy struktura symplektycznd][&astosowania
tych metod w fizyce g najrozmaitsze i rozegaja sie od akceleratoréw estek

[30, 94], przez dynamik molekularra [60, 78], mechanik kwantows [111],

mechanilk nieba [58, 105, 112, 114]zado analizy uktadéw zimnych [1]

I uktadow z wieloma skalami czasowymi [50].

Jest wiele powodow szybkiego rozwoju catkowaniangetwycznego, ktore
pojawito sk praktycznie we wszystkich galiach analizy numeryczne;.
Poszukuje s metod szybszych, prostszych, bardziej stabilnych
i doktadniejszych od schematéw tradycyjnych. Szskametod takich, ktore
daja lepsze zachowanie jakmowe, nawet j€i nie udato st z ich pomog
zmniejszy¢ biledow numerycznych. Oczekujegsize schematy zachowage
struktug rownax mogs pozwolé na przeprowadzenie obliazewczeniej
uwazanych za niemdiwe (np. catkowanie uktadow hamiltonowskich w baod
dtugim okresie czasu) [64].

Tradycyjne poddcie do numerycznego rozaygywania rowna
rézniczkowych polega na obliczaniu rozwania przy zadanych warunkach
pocatkowych w okrélonej chwili czasu i z zalmnym bkdem tak efektywnie,
jak to tylko jest maliwe. Tak sformutowane zadanie warunkuje wybor @jdz
metody, jej rzdu i wielkosci kroku czasowego. W przeciwistwie do
powyzszego, @ywanie integratorow zachowygych struktug¢ réwnar czgsto
polega na wybraniu d6 duzego kroku czasowego i obliczaniu orbit w bardzo
diugim okresie czasu. Typavsytuacy w przypadku metod geometrycznych jest
dos¢ duzy bfad globalny otrzymywanych orbit, przy jednoczesnyathowaniu
prawidtowego zachowania jakmowego. Obraz trajektorii uktadu w przestrzeni
fazowej mae by bliski obrazowi wtdciwemu dla réwnania wygiowego, co
daje wiarygoda informacg o ewolucji ukladu. Meemy s¢ czasem spotka
z zaskakujcym paradoksem: globalny dat niektérych metod geometrycznych
moze... rosné wraz ze zmniejszaniem e¢sikroku czasowego. Paradoks ten
wystepuje przede wszystkim w przypadku dyskretyzacjitddkych. Jedynym
zrodtem bkdu s tam zaokigglenia dokonywane w kaym kroku
obliczeniowym. Im mniej tych krokdw, tym mniejsziat.

Standardowe schematy numeryczne staty minktem wyjcia do wielu
ulepszé i rozwinigcia nowych metod od czasu odkrycia ich $&elavosci
geometrycznych. Wymienimy tu trzy popularne schgnggometryczne oraz
niektére ich cechydmace przedmiotem rownienaszego zainteresowania.

Metoda Stormera-Verleta, zwana t@etod, zabiego skokuléap-frog [48],
zastosowana do rowaAdNewtonax=p, p=-0V(X), ma posta
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Xir12 = X +£hpk'
2
Py = Py ~ hDV(Xk+1/2)’ (1-1)
1
X1 = Xir1/2 +§hpk+1'

gdzieh oznacza krok czasowy, Zx, p mog by¢ wektorami. Metoda ta jest tak

naturalnaze byla odkrywana co najmniej kilka razy, a doszuki jej mazna
juz w pracach samego Newtona [41]. Jeden krok tej dyetmaze by
Zinterpretowany jako ruch jednostajnie przyspiegzomprzy czym sita
wywolujaca to przyspieszenie jest réwna rzeczywistej silbliceaonej
w srodkowym momencie trwania tego ruchu

Leap-frog jest metod otwarty (jawm) drugiego rzdu, wymagajca tylko
jednego obliczenia warfoi sity w kazdym kroku czasowym. Metoda ta jest
symplektyczna i odwracalna w czasie. Nie zachowuprawdzie energii, ale
btad energii nie rénie w czasie. Zachowuje periodyczawrbit w przestrzeni
fazowej (dla dostatecznie matych krokow czasowydWigtoda ta zachowuje
rowniez ped i moment pdu. Niestety staje siniestabilna, jéi krok czasowy
jest zbyt day. Metoda ta okazatagzaskakujco dobra, jak na syprostot, co
w gtdwnej mierze jest efektem jej symplektyczeia odwracalnéci w czasie.

Drugim przyktadem jest metoda punkiwdkowego implicit midpoint rulg,
ktéra dla uktadéw pierwszegoedu postacix = f(x),x 0 " jest dana przez

X, =X +hf (%) (1.2)

Metoda ta jest zamketia (niejawna), czyli bardziej kosztowna numerycznie
(w kazdym kroku obliczeniowym trzeba rozawat algebraiczne réwnanie
w postaci uwiklanej meted iteracyjra), ale (podobnie jakleap-frog jest
symplektyczna i odwracalna w czasie. Nie zachowujprawdzie pgdu

i momentu pdu (o ile wielkdci te maj zastosowanie do badanego uktadu), ale
w zamian zachowuje dowolne kwadratowe catki piemvsiktadu. Jest fe
liniowo stabilna dla wszystkich krokéw czasowychal&ty jednak pamitaé

o tym, ze w praktycezadna metoda, oprécz dyskretyzacji doktadnych, nieem
zachowywa energii i by jednoczénie symplektyczna [34, 41].

Trzeci przyktad, to metoda dyskretnego gradientuyarma te
zmodyfikowara metody punktu srodkowego nodified midpoint rule [49, 54,
98]. W przypadku jednowymiarowych rowmdlewtona ta niejawna metoda jest
zadana rownaniami

11



n_ 1
"5 (Prat P,

Pnsa ~ Pa - _V(Xn+1) _V(Xn) (13)

h Xn+1 - Xn

Bardzo wana cecha tej metody jest doktadne zachowanie calkrgn Zasada
zachowania energii nze by tatwo wykazana poprzez pomignie stronami
obu réwna (tak, aby przyrost zmienng&julegt skroceniu). Schemat ten nie jest
symplektyczny.

Przewag geometrycznych metod numerycznych nad tradycyjnymi
metodami, nawet wysokiego edu, zilustrujemy na przykiadzie wahadta
matematycznego, ktérego potencjat zadany jest waonNé(x) =—cos) .
Wykres 1.1 pokazuje dziatanie trzech dyskretyzdaego ukitadu: schematu
Taylora 5-ego rgdu (TAY-5), metody Rungego-Kutty ¢du 4-ego (RK-4)

i metody symplektycznej 4-egogdu (SP-4) (szczegdty w rozdziale 7).

4.0 -
E
TAY S

3.0
2.0 -
10 SP4

\ N
I]II] T T T T T T

] 200000 400 0oo 800000 1000000 1200000
1.0 - RK4

Wykres 1.1. Energia jako funkcja czasut(= Nh) dla trzech dyskretyzacji wahadta
matematycznegop, = 1.8,h = 0.25,E, = 0.62.

Funkcjonowanie modeli RK-4 i TAY-5 wyfaiaja wykresy 1.2 i 1.3
przedstawiajce ewoluat czasow generowanych przez nie krzywych fazowych
(na kadym z tych rysunkow mamy fragmenty jednej tylko khgtnej krzywej
fazowej). W przypadku wykresu 1.2 jest to krzywarapa, o malejcym
promieniu, dzacym do zera. Widzimy wc, ze metoda RK-4 modeluje raczej
wahadio  ttumione. Niewielkie ,numeryczne” tlumieniezmniejsza
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systematycznie enekgdrga i ostatecznie uktad asymptotycznigzg do stanu
spoczynku w punkcie rownowagi trwatej.

Z.D—p

1.0 -

2.0 -

Wykres 1.2. Ewolucja czasowa krzywej fazowej metodiRK-4. Od zewmntrz: t O {0;
500% 10°; 500%, po = 1.8,h = 0.25.

3.0 -

4
‘1 .‘:‘f
_2;._..‘,,3

Wykres 1.3. Ewolucja czasowa krzywej fazowej metodyAY-5. Od wewnatrz: t [
{0; 5M10% 10°, 2010°%, po = 1.8,h = 0.25 (potaenia w ruchu rotacyjnym modulo 273.

Z kolei metoda TAY-5 systematycznie (i coraz szgpcidodaje uktadowi

energii, co kaczy sk przegciem od ruchu oscylacyjnegopy( < 2) do
rotacyjnego, o rositej prdkosci obiegu. Krzywa fazowa jest dyskretapirah
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0 wzrastajcym promieniu. Obie metody produlgujwicc rozwhzania
numeryczne o ztych cechach jakmwych. W przeciwiastwie do powyszych
wykresow obraz krzywych fazowych metody SP4 pozestaiezmienny
(i bardzo podobny do obrazu rzeczywistego) w bardkmim okresie czasu.
Podobn stabilnd¢ majp tez inne metody symplektyczne, a t&k metody
zachowugce energi, w tym wszystkie trzy metody wymienione iej, czyli
(1.1), (1.2), (1.3).

Badania w dziedzinie calkowania geometrycznego &otrap sSie na
nastpujacych kierunkach [64]:

1)

2)

3)

4)

poszukiwania nowych typéw schematow numerycznycechematow
zachowugcych nowe struktury rownmia

poprawiania wydajniei i dokladndci schematéw numerycznych
poprzez znajdowanie metod #szych rzdow, o mniejszych ktach
lokalnych lub dopuszczagych wigkszy krok czasowy,

wyszukiwanie metod dostosowanych do wybranych gxalngch klas
uktadow rowna,

badanie zachowania mdych dyskretyzacji w dtugim okresie czasu oraz
stopnia, w jakim zachowajobraz fazowy réwnawyjsciowych.

Praca niniejsza wpisujeesive wszystkie wymienione tu kierunki bada

1)

2)

3)

4)

Zupetnie nowym, jak si wydaje, typem schematoéw numerycznych
rozwazanych w tej pracy a schematy ,lokalnie dokladne”,
zaproponowane przez promotora, a po raz pierwsdgrmi testowane
W niniejszej pracy (rozdz. 5, 6) i zgaanych z g publikacjach.

Udato st znale¢ dos¢ prosty sposOb na dowolne zk$zanie rzdu
schematu dyskretnego gradientu (rozdz. 7). Metakalhie doktadne
takze map nieco wyszy rad | dopuszczajduze kroki czasowe.
Znalezione zostaty nowe dyskretyzacje doktadneymv tyskretyzacja
doktadna dla oscylatora anharmonicznego (rozdm@ya dyskretyzacja
problemu Keplera zachowaga trajektorie i catki ruchu (rozdz. 9) oraz
nowa dyskretyzacja rownania falowego z dokta@woluch czasow
(rozdz. 10).

Szczegdtowo przebadane zostalo zachowariednych dyskretyzacii
w bardzo diugich przedziatach czasu, oraz zachamva@inych cech
jakosciowych (praktycznie wszystkie rozdzialy, ale zvdexza rozdz. 4).
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Struktura pracy, Ggciowo zasugerowana przez tytut rozprawy, jest vejlu
mierze chronologiczna. Rozdziaty 3, 4, 5 opagtea opublikowanych pracach:
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4. J.L.Ciglinski, B.Ratkiewicz: “Discrete gradient algorithms ligh order for
one-dimensional systems’hreprint arXiv: 1008.3895 [physics.comp-ph].

Kolejny preprint jest przegtlem waniejszych wynikow i rozszerzeniem
niektorych vatkow z rozdziatébw 5, 6 i 7:

5. J.L.Ciglinski, B.Ratkiewicz: “Energy-preserving numerical sofes of high
accuracy for one-dimensional Hamiltonian systérseprint arXiv: 1009.2738
[cs.NA].

Zawarty tam materiat byt tematem mojego vapsénia na konferencji ,BIT 50.
Trends in Numerical Mathematics” (Lund, 17-20.04.20

Razem z promotorem planujemy napisanie i publikdaplejnych prac,
zawierajcych rezultaty rozdziatéw 6, 8, 9 10.

Wszystkie omawiane w tej pracy schematy zostaly eteistowane
numerycznie. Wyniki tych eksperymentow numerycznybthdace wanym
elementem tej pracy, zostalty omowione wh&owej czsci poszczegolnych
rozdziatdw. Liczne szczegoly dotygz praktycznych kwestii numerycznych
umieszczone zostaty w dodatkowym rozdziale 11.3.

Koncowy etap bada zwiazanych z napisaniem tej rozprawy doktorskiej

(15.09.2009-15.12.2010) dostat wsparcie finansoweMinisterstwa Nauki
I Szkolnictwa Wyszego w ramach grantu promotorskiego Nr N N202 3386
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2 Najwazniejsze wyniki badan

W rozdziale tym przedstawiono w skrocie najwigjsze rezultaty uzyskane
w trakcie prac badawczych. Pozwoli to czytelnikavai szybkie ich ogaracie
i utatwi nawigacg wsréd pozostatych rozdziatow pracy zawiajch szczegoty
teoretyczne i eksperymentalne, ktére mogasem zaciemniastot; rzeczy.

Wszelkie badania naukowe mawoj chronologe, a réne koncepcje maj
zrodto we wczéniejszych wynikach. Gsto pocatkowe prace nie pozwakapd
razu dostrzec przysztych implikacji, ale zawarte nich wyniki waza na
pdézniejszych rezultatach.

Dobrym przyktadem jest dyskretyzacja dokladna rdawiaaoscylatora
harmonicznego wyprowadzona w rozdziale 3. Rozpanow nim rownanie

X+ 20+ w,’x =0, (2.1)

ktérego rozwazanie jest dobrze znane i poszukiwano schematu ryeareego
odtwarzagcego to rozwjzanie doktadnie na dyskretnej siatce punktoéw. Settem
taki udato st znalez¢ w postaci réwnania

X ., —2e ¥ cosiw)X. ., +€°¥x =0 (2.2)

n+1l

gdzie h oznacza krok czasowy, @):=\/a)02 - y? . Przedstawiono w ten sposob

konkretny przyktad ogolniejszej relacji pogdizy rownaniami réniczkowymi

i roznicowymi polegaicej na tym, ze kademu liniowemu rownaniu
rézniczkowemu ze statymi wspoétczynnikami odpowiada méwie ré@nicowe,

ktore jest jego dyskretyzacjdoktadm (oznacza to,ze X, =Xx(t,) = x(nh)).

Chocia sam ten pomyst nie jest nowy [1, 83], jednak ga&ne z nim wyniki
zostaty whczone do rozprawy (rozdziat 3, napisany na bazigkatu [20]),

gdyz okazaly st by¢ bardzo ayteczne w dalszych badaniach.

Jednym z celéw tej pracy byto szczegdtowe przewesibie i poréwnanie ze
soly rozmaitych schematéw numerycznych. Wyniki zzéne z tym tematem
znajdup sie w rozdziale 4, a modelem na ktérym zostaly przezone
eksperymenty numeryczne bylo tam wahadlo matemagyczDo testéw
(réwniez w bardzo dtugich okresach czasu) wybrano szersgaktrum metod
od symplektycznych poczyrm (leap-frog implicit midpoin) poprzez metody
rzutowane leap-frog rzutowany na powierzch@i statej energii), metad
Rungego-Kutty, kaczac na najprostszych wersjach metod gradientowych.

Wyniki testbw numerycznych (rozdziat 4, rozdziat3,1a take artykut [21])
sa zbyt obszerne, aby je tu omawidNajwazniejsze jest toze przy okazji tych
testow po raz pierwszy pojawitespomyst linearyzacji rownastandardowego



dyskretnego gradientu wokot punktu rownowagi trwagle = 0, w ktorym

potencjat wahadtay(¢) = - cosp, posiada lokalne minimum. Moa wowczas
przyblizy¢ mate oscylacje wokot punktu réwnowagi przez rowean
opisywanego wxej klasycznego oscylatora harmonicznego. Pozwadiitona

zaproponowanie zmodyfikowanej metody dyskretnegaligntu w postaci

¢n+1 B 2¢n + ¢n—1 — _E(V (¢n+1) _V(¢n) + V(¢n) _V(¢n—1)j

5 2 ¢n+1 - ¢n ¢n - ¢n—l (23)
a0, 1 {vwm) —V(¢n)j
P + ,
5 2 ¢n+1 - ¢n

gdzie J:witar(g—;)oj, natomiast «y, =4V"(0) . Wzory powysze mana
0

stosowé do dowolnego potencjalu m@ego potaenie rownowagi trwatej
w punkcie ¢ = 0. Dyskretyzacja ta, oznaczana skrotem MOD-GRkamicie
spisuje st w przypadku matych drga wokoét potazenia réwnowagi, dag
wzgledny bhd okresu o przynajmniej 4 g¢dy wielkosci mniejszy ni
ktorakolwiek z pozostatych testowanych metod.

Koncepcja wykorzystana w dyskretyzacji (2.3) zastakozwinkta
w rozdziale 5 (opartym na artykule [22]). Zamiagtanicz& si¢ do linearyzacji
problemu nieliniowego woké6t podenia réwnowagi trwatej, dokonujemy
linearyzacji wokot innego wybranego punktu. W tymzypadku ewolucja
czasowa wkrotce wyrzuca nas poza otoczenie tegdktpurzatem chac
kontynuow@& musimy w kolejnych krokach zmierigpunkt, wokét ktorego
linearyzujemy. Zatem paramedrnie kxdzie juz staly, ale zmienny (co czasem
podkr&lamy dodatkowym indeksem, pigz &,). W rozdziale 5 rozpatrujemy
wiec uktad réwna postaci

p=-V'(x), x=p, (2.4)

dla ktérego zaproponowany zostat r@sijacy schemat numeryczny zwany
lokalnie doktadp modyfikacp metody dyskretnego gradientu, czyli GR-LEX:

Xy =X, _ 1
15 :E(pn+1+pn)’
" (2.5)
pn+1 B pn - _V(Xn+1) _V(Xn)
5 Xn+1 - Xn ’

n

gdzie 4, jest funkcy zdefiniowan wzorami

5 =2 tan | (eseli V'(x) > 0),
w 2

n

5 =&, (jezeli V"(x,) = 0), (2.6)
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3, = itanhg—;)“, (jezeli V"(x.) < 0),
w

n

przy czyme oznacza krok czasowy, oraw, = |V"(xn)|. Posté funkcji o,

wyznaczonazadajac, aby zmodyfikowany schemat (2.5) bgkalnie doktadny
Zadanie to oznaczae zlinearyzowana wokot punkty dyskretyzacja (2.5) jest
zgodna zdokfadny dyskretyzagj zlinearyzowanego wokoét punktd, uktadu
rownai (2.4). Wybieragc zamiast punkt, srodek odcinka midzy X, a Xn+1
otrzymalémy symetrycza modyfikacg tej metody, zwampw skrécie GR-SLEX.
Testy numeryczne przeprowadzone na przyktadzie sdahmatematycznego
| potencjalu Morse’a pokazatyze lokalnie doktadna metoda dyskretnego
gradientu (GR-LEX) i jej symetryczna modyfikacjaRE&LEX) przewyszap
doktadndcia standardow metod: dyskretnego gradientu o kilka edow
wielkosci nie tragc przy tym stabilnéci i doskonatego jakawiowego
zachowania w diugim okresie czasu. Warto dodae wszystkie omawiane
metody gradientowe zachowdujdokiadnie trajektorie modelowanego uktadu
w przestrzeni fazowe;.

Omoéwione powyej schematy lokalnie doktadne wykorzystano do
skonstruowania klas dyskretyzacji zachoyeych trajektorie 2-wymiarowego
modelu Lotki-Volterry (péwigcono temu zagadnieniu osobny rozdziat 6)
zadanego réwnaniami

X = Ax+ Bxy

. (2.7)
y =Cy+ Dxy

gdziex = x(t) 0 R, y = y(t) O R natomiastA, B, C, D s stalymi. Testy
numeryczne pozwolity wykdi ¢ typowe (doktadne) trajektorie dla tego modelu
i ustalic okres drga z doktadnécia 10 Wynik ten jest interesagy, gdy: do

tej pory model Lotki-Volterry byt modelowany gtéweni przy pomocy
schematéw symplektycznych [69, 76, 92, 96], paym udawato si
odtworzy¢ tylko ogdlne cechy jakiowe trajektorii.

W rozdziale 7 skonstruowane zostaty bardzo stabitteskonale sprawage
si¢ w dlugich okresach czasu schematy numeryczne viggokrzdu (GRN)
przewyzszapce zdecydowanie dokitadéma prezentowane wczeiej metody
GR-LEX i GR-SLEX zwlaszcza dla dych krokow czasowych. Schematy te nie
sa symplektyczne, nie zachowwupbjetosci w przestrzeni fazowej, nieasez
odwracalne w czasie. Swojeietne cechy jakaciowe i ilosciowe potwierdzone
w licznych symulacjach komputerowych zawgzap jedynie zachowywaniu
energii i wysokiemu rg@owi. Wyniki te, na razie opublikowane niedawno
w formie preprintéw [23, 24], mag sig przyczynt do aywienia
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zainteresowania dyskretyzacjami catkowalnymi (zaaljacymi catki ruchu).
Obecnie bowiem doskonale sozpracowane metody poduszania rzdu dla
schematow symplektycznych [9, 79, 106, 113], naastrda¢ rzadkie g proby
poprawiania dokitadrimi schematéw catkowalnych, a otrzymane wyniki s
skomplikowane [78]. W przypadku metody dyskretnggadientu, nasze wyniki
sa, jak sk wydaje, pierwszymi rezultatami w tym kierunku.

W rozdziale 8 przedstawdliny zarowno sciste rozwazanie oscylatora
anharmonicznego, jak #esposob konstrukcji jego dyskretyzacji dokiladne;j.
Podana zostata zeduza rodzina schematow numerycznych zachaexygh
trajektorie uktadu w przestrzeni fazowej. W testagbkonano poréwnania
dyskretyzacji dokiadnej z dyskretyzacpodar przez Hirot [45, 72] oraz
metodami wprowadzonymi we wcaeejszych rozdziatach pracy. Okazale,si
ze dyskretyzagj dokladra cechuje dé&¢ szybki przyrost kidu globalnego
spowodowany niedoktaddoia obliczer. Testy pokazaly,ze dyskretyzacja
zaproponowana przez Hikgt cha nieco mniej dokladna od standardowej
metody dyskretnego gradientu, jest bardzo stahiladolna do symulowania
uktadu w szerokim zakresie parametréow polawych i krokOw czasowych.
Potwierdzita st tez stabilng¢ i bardzo wysoka doktadsé metod
gradientowych wyszych rzdow, skonstruowanych w rozdziale 7.

Rozdziat 9 péwiccony jest wanemu zagadnieniu mechaniki klasycznej,
jakim jest problem Keplera. Pokazano w nim dziadakilku standardowych
metod numerycznych oraz dwoéch schematow zachmwyci catki ruchu
| trajektorie [16, 52]. Nowym wynikiem uzyskanym wej pracy jest
modyfikacja wynikow pracy [16] w taki sposéb, abstid ruchu zachowywane
byly doktadnie (schemat skonstruowany w pracy [26Ehowywat wszystkie
catki ruchu, ale ich wartgi nieco ré&nity sie od wartéci dla przypadku
ciagtego). Jéli chodzi o drug z tych metod, bardzo zaawansowan
matematycznie, to w pracy znalaziog¢ siszczegbtowe omowienie jej
teoretycznych aspektéw, do ktérych zali€zymozna zastosowanie 4-
wymiarowego jednorodnego oscylatora harmonicznego transformaciji
Kustaanheimo-Stiefela. Testy numeryczne pokazadypbydwa zachowawcze
schematy wykazagj poréwnywalm kumulacg bledédw numerycznych
z niewielka przewag pierwszej z tych metod dla diugich czasow.

W pierwsze] czgsci rozdzialu 10 poddano analizie teoretycznej
I eksperymentalnej prosty model ruchu falowego wstpoi sprzzonych
oscylatoréw harmonicznych, ktéry okazat siupetnie poprawnie symulowa
wiele zjawisk falowych. W drugiej jego e¢xi pokazano, w jaki sposdb
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doktadna dyskretyzacja rownania oscylatora harnam@go pozwala na
otrzymanie doktadnej dyskretyzacji jednowymiarowegmwvnania falowego
W postaci

1 0°u _d°u

cZ o’ ox?
Pomyst polega na rozpatrzeniu ewolucji czasowej unadipowiadajcego
liczbie falowejk danego przeai(x,t) = Uk, t)e* [17]. Po podstawieniu do
réwnania (2.8) otrzymujemy wzér

d?d

dt?
w ktdrym rozpoznajemy rownanie oscylatora harmomego. Na podstawie
powyzszego sformutowano naglujacy schemat numeryczny: dla zadanych
warunkow pocatkowych u(x,0) i u(x,0) znajdujemy warunki poatkowe dla
ich transformat Fouriera

(2.8)

= k2?0 = ~a7d, (2.9)

a(k.0) = % ju (x0)e ™ dx, (2.10)
A 1 T . —ikx
(k,0) = Wor j u(x,0)e " dx. (2.11)

Doktadra ewolucg czasow dla réwnania (2.9) obliczamy wykorzysigj
dyskretyzagj doktadry oscylatora harmonicznego

4™ —2(cosae)d" + 0" =0. (2.12)

W ostatnim kroku wykonujemy transforngaddwrotra

u(x,t) = T uk, te**dx, (2.13)

1
Vo
aby odtworzy przebieg u Xt ) Algorytm ten zostat z powodzeniem
przetestowany numerycznie. Wyniki umieszczono wgauczsci rozdziatu 10.
Zawarta¢ przeghdowej pracy [14] sugerujeze prezentowany tu algorytm,
mimo swojej prostoty, nie jest znany specjalistoth geometrycznych metod
numerycznych.
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3 Symulacja rownania klasycznego oscylatora

harmonicznego przy pomocy rowna réznicowych

3.1 Wprowadzenie

W rozdziale tym pokazane zostanie jak niewielkiezdaw& by sk mogto,
niezbyt wane zmiany wprowadzane w dyskretyzacjach réwnania
rézniczkowego prowadg do réwna roznicowych o catkowicie odmiennych
wiasciwosciach. Przez dyskretyzacjrozumiana bdzie symulacja rownania
rézniczkowego poprzez rownanieziricowe [44]. Zaprezentowane tu zostan
procedury dyskretyzacji prostego modelu fizyczndgore same w sobie ni@ s
zbyt wane (bo model ten jesfcisle rozwihzywalny), jednak poshs do
przedstawienia pewnych toogolnych idei i wynikdéw, ktére magi beda, jak
si¢ p&zniej okae, wykorzystane do konstruowania lepszych dyskestyz
innych réwna rozniczkowych.

Rozwamy ttumiony oscylator harmoniczny opisany rownaniem

X+ 2k +w,°x =0, (3.1)
gdziex = x(t), a kropka oznacza pochagdpo czasie. Jest to rownanie liniowe,
ktérego ogolne rozwianie jest znane. Najbardziej naturalna dyskrefgzac

polega na zaspieniux przezx,, X przez iloraz rénicowy (Xn+1 - X,)/€, X przez
iloraz r&nicowy ilorazow ré@nicowych, czyli

X - l(xmz ~ Xna - Xnu ~ an - Xns2 ~ 2Xn+1 + X, (32)

£ £ £ £? ’

itd. (jest to metoda Eulera). Réwnie dobrzezarmy zasipi¢ X np. przezxp+1,
X przez iloraz rénicowy (, - Xn1)/€, lub X przez kns1 - Xat+xn-1)/e?. Ostatni
wzOr poprzez swajsymetre wydaje s¢ by¢ zreszi bardziej naturalny 4i(3.2)
I rzeczywicie pracuje lepiej (zob. rozdz. 3.2).

W kazdym przypadkuzadamy, aby granica gjta (polegaica na
zastpieniu x, przezx(t,) = x(t) i wyznaczeniu gsiednich wartéci z rozwinkcia
w szereg Taylora funkcjix(t) w punkciet = t,), zastosowana do danej
dyskretyzacji réwnania ediczkowego dawata w wyniku w§giowe réwnanie
rézniczkowe. Czyli w rozwzanym réwnaniu rgnicowym podstawiamy

X, =X({t,), t,=n&, £€-0 (3.3)

X, = X(t, +ke) = x(t, )+ X(t, ke +%X(tn)k2£2 +... (3.4)



Pozostawiajc tylko wiodhce wyrazy powinrimy otrzyma rozwaane rownanie
rézniczkowe. Méwimy wtedy,ze schemat numeryczny odpowiagd)j tej
dyskretyzacji jest ,zgodny” [83].

W dalszej cgséci tego rozdzialu porownane zosianozne dyskretyzacije
ttumionego i niettumionego oscylatora harmonicznegdaczapc w to
dyskretyzacje doktadne. Moéwimyze dyskretyzacja jest ,dokladna” e
rownas¢ x, =X(tn) ma miejsce dla dowolnej wakm & a nie tylko w granicy
ciagtej (3.3).

3.2 Najprostsze dyskretyzacje oscylatora harmonicznego

Rozwamy nasgpujace trzy rownania dyskretne:
Xnsg = 2%y + Xy

e +X,,=0, (3.5)
Xn+ _an +Xn—
%, =0, (3.6)

Xy — 2X, + X

7+ X, =0, (3.7)
&£

gdzie ¢ jest stad. W granicy cagtej (3.3) kade z nich prowadzi do réwnania
oscylatora harmonicznego
X+x=0. (3.8)

Dla ustalenia uwagi dglziemy rozpatrywali tylko rozwizania odpowiadage
warunkom pocgtkowym x(0) =0, x(0)=1 Dane pocatkowe dla tych
dyskretyzacji wybieramy tak, aby punkty i x; lezalty na wykresie rozwzania
doktadnego.

Dla matych t, i matych ¢ kazde 2z trzech rozwizan dyskretnych
aproksymuje odpowiednie rozazianie cagte zupetnie dobrze (wykres 3.1).
Jednalke globalne zachowania tych rozawan (nawet dla bardzo matych sa
zupetnie régne (wykres 3.2). Rozwzanie (3.5) dla —» o zanika, podczas gdy
(3.7) wykonuje oscylacje z gwattownie rasa amplitudy (na wykresie 3.2 nie
zmiescit sig juz zaden punkt odpowiadgy temu rozwdzaniu). Jakéciowo
tylko rozwiazanie (3.6) przypomina przypadekagiy (oscylacje o state]
amplitudzie), jednak i ono dla dych czaséw coraz bardziej adi si¢ od
rozwiazania doktadnego.

Powstaje pytanigak znal€¢ najlepsz dyskretyzag zachowujcg globalne
wlasnaci rozwigzania teoretyczne@o

W dalszej czsci tego rozdziatu zostanie pokazane, jak zhaldokiadry
dyskretyzagj tlumionego oscylatora harmonicznego. W szczed@ino
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zaprezentowana zostaniez téyskretyzacja réwnania (3.1), ktora jest lepsza od
(3.6) i wydaje s najlepsa z mazliwych. Zaczniemy jednak od bardzo prostego

przyktadu ilustrugcego podstawowe idee wykorzystywane w tym rozdziale
14571

®

-1.5

0.0 20 4.0 6.0 8.0 100 12.0 140

Wykres 3.1. Najprostsze dyskretyzacje oscylatora mmonicznego dla matych
czasow ie= 0.02. Romby czarne — rozwgizanie (3.5), romby szare — rozwzanie
(3.7), biate kotka — rozwizanie (3.6), linia cagta — doktadne rozwazanie
teoretyczne.

1571
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Wykres 3.2. Najprostsze dyskretyzacje oscylatora mmonicznego dla duych
czasow ie= 0.02. Romby czarne — rozwjizanie (3.5), romby szare — rozwzanie
(3.7), biate kotka — rozwizanie (3.6), linia cagta — doktadne rozwazanie
teoretyczne.
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3.3 Doktadna dyskretyzacja roGwnania wzrostu
wyktadniczego

Rozwamy dyskretyzag rownaniax = x. Jego ogolne rozwzanie ma posta

X(t) = x(0)e', (3.9)
a najprostsza jego dyskretyzacja jest dana przez
Ko T Xn _ X, . (3.10)
£

To réwnanie dyskretne nmna rozwazat bezpdrednio, gdy sprowadza giono
do rownania na gg geometryczny,+1 = (1 +&) X, Zatem:
X, = [@L+&)"X,. (3.11)

Aby poréowna to z rozwizaniem cigtym, przepiszmy (1 €)" w formie
@+e)" =exphIn(@+€)) = expt,), (3.12)

gdziet, = en orazk = £Yn(1 + &). Wéwczas rozwizanie (3.11) mzna przepiséa
jako
X = x,e. (3.13)

Widzimy zatemze dlak # 1 rozwhzanie cagte (3.9) wyznaczone w punkdie
x(t) = x(0)e™, (3.14)

rézni sic od odpowiadajcego mu rozwizania dyskretnego (3.13). Latwo pma
sprawdz¢, ze 0 <« < 1. Tylko w granicys - 0, mamyx — 1.

Jakkolwiek jakdciowe zachowanie ,naiwnej” dyskretyzacji (3.10) dod
zgadza s z rozwhzaniem ciglym (wzrost eksponencjalny w obu
przypadkach), to jednak (wzgine) r@nice ilosciowe przyt — o s3 bardzo
duze z powodu rénych wykitadnikow.

Dyskretyzacja (3.10) me by tatwo poprawiona. Wystarczy mianowicie
zashpié we wzorze (3.11) 1 £ przeze®, aby uzysk& zgodndé z rozwihzaniem
doktadnym (3.14). Taka ,doktadna dyskretyzacja” al@ast wzorem

Yo 7% (3.15)

e’ -1
lub po prostuxn+1 = €%, Zauwamy, ze € = 1 + £ (dla £ = 0) i wianie to
przyblizenie prowadzi do wzoru (3.10).
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3.4 Dyskretyzacja oscylatora harmonicznego: rozwgzanie
doktadne

Ogoblne rozwizanie rdwnania oscylatora harmonicznego (3.8) nsigo
X(t) = x(0) cost) + x(0) sin(t) . (3.16)

W podrozdziale 3.2 zostato ono poréwnane z trzeajarastszymi symulacjami
dyskretnymi (3.5), (3.6), (3.7). Pomj zaprezentowane zostardokiadne
rozwiagzania tych rowna dyskretnych.

Poniewa rozwigzania dyskretne as zazwyczaj mniej znane iciagte,
przypomnijmy, ze najprostsze podajie polega szukaniu rozgdan w formie
X, =A" (analogicznej do zadenia postaci rozwrania x(t) = expyt)
w przypadku ciglym — szczegoéty w rozdziale 11.1). W rezultacizginujemy
rownanie charakterystyczne Na

Podejcie to zostanie zilustrowane na przyktadzie réwaan(3.5)
wynikajacego z metody Eulera. Podstawi@k, = A", otrzymujemy nagpujace
rownanie charakterystyczne:

N -21+1+£%)=0 (3.17)

z rozwihzaniami/\; = 1 +ig N\ = 1 -i&. Ogolne rozwgzanie réwnania (3.5) ma
posta&

X =c /A, +C,A,". (3.18)
Wyrazajac ¢, 1 C; przez warunki pocgkowe xp i X3 otrzymujemy
- x, @L+ie)" - L-ie)" x, L+ie)d-ie)" - L-ie)@+ie)" .

X 3.19

" 2ic 2ie (3.19)
Oznaczajc

1+ie = pev, (3.20)

gdzie p=+1+&? oraz a = arctanf), po elementarnych przeksztatceniach

otrzymujemy
— AN X7 X0

X, =P (xo cosa) +Tsm(na)j. (3.21)
Wygodne lgdzie wprowadzenie oznaaze

p=€“ t =ng k= iIn(1+ &%), w:= arctare , (3.22)

2& £

wowczas

X, = p’“"(xo cos@t, ) + 2 ;XO sin(cutn)j. (3.23)
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Mozna sprawdd, ze k >0 | w < 1 dla dowolnej wartxi £ > 0. Przye - 0
mamykx - 0 i w — 1. Dlatego rozwjzanie dyskretne (3.23) charakteryzuje si
wyktadniczym wzrostem amplitudy obwiedni i mniejsezestotliwoscia drgan,
niz odpowiadajce mu rozwazanie cigte (3.16).

Z podobn sytuacj mamy do czynienia w przypadku dyskretyzacji (3.7)
Z jedry (ale bardzo wana) roznica: zamiast wzrostu mamy wyktadniczy zanik.
Wzory (3.22) i (3.23) wymagajtylko jednej zmiany, aby [y stusznymi
rowniez w tym przypadku. Wystarczy zmieénk na «.

Trzecia z omawianych dyskretyzacji (3.6) charaktajg st wartascia p = 1,
dlatego w jej przypadku amplituda oscylacji jesatat(przypadek ten zostanie
doktadniej oméwiony dalej).

Powyzsze wyniki @ w doskonatej zgodrsgi z zachowaniem rozwzan
dyskretnych prezentowanych na wykresach 3.1 3.2,

Rozwamy  teraz nagpujaca  rodzirg rowna dyskretnych
(parametryzowanych rzeczywistymi q):

Xnsy = 2%, + X

2 "+ pX,, + (@L- p-g)X, +0x,,, =0. (3.24)

Granica cigta (3.3) zastosowana do (3.24) prowadzi do réwmarscylatora
harmonicznego (3.8) dla dowolnych wadbp i g. Rodzina (3.24) obejmuje
trzy dyskretyzacje z rozdziatu 3.2, jak rowniédla p = q = %) réwnanie
wynikajace z zastosowania metody Gaussa-Legendre’a-Rungetyp- (patrz
rozdziat 11.2):
2
X s —2(4_5 jxn +x.,=0. (3.25)

4+¢?

Podstawigic x, =A" do (3.24) otrzymujemy nagiujace réwnanie
charakterystyczne:
A+9e)N° -2+ (p+qg-1De’A+ 1+ qe®) =0. (3.26)

Mozna sformutowa nastpujacy problem: znale€¢ dyskretne réwnanie
nalezqce do rodziny(3.24) ktérego zachowanie globalnedzie maliwie jak
najbardziej podobne do przypadkugiega

Aby uzyska& ,dobrg” dyskretyzacg, naturalne wydaje sizadanie spetnienia
przynajmniej dwoch warunkow: rozg#anie ma oscylowai amplituda powinna
by¢ stata (tzn.p = 1, k = 0). Warunki te mog by¢ tatwo wyraone przez
pierwiastki rownania kwadratowego (3.26). Po pieevsusz one by urojone
(A < 0), po drugie ich modut powinien byéwny 1, a zatemA; = €%, A, = €'7.
Stad wynika,ze 1 +p&® = 1 +q¢&°, czyli p=q. W takim przypadku wyréik A
rownania kwadratowego (3.26) dany jest przez:

A=-4¢?+£*(L-4p). (3.27)
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Mamy tu dwie maliwosci, jesli p = ¥4, wowczasA < 0 dla dowolnega # 0,

jesli natomiastp < ¥, wéwczash < 0 dla dostatecznie mategp mianowicie
£<4(1-9p)". W kadym z tych przypadkéw wymagania niey byt

restrykcyjne i pozwalajna uzyskanie rodziny dobrych dyskretyzacji osoyiat
harmonicznego, parametryzowanej rzeczywistyrdeli A; = €9 i A, = €'?, to

rozwiagzanie (3.24) ma posia

X, COSa

X, = X, cost,w) +X1_sTsin(tna)), (3.28)

gdzie a=weg, natomiast

1+&*(p-1/4
w:iarcta 5\/ rer(p 2) . (3.29)
£ 1+(p-1/2)¢

Zauwamy, ze wzor (3.28) jest niezmienniczy wedem transformacjor - -a ,
co oznaczaze jako/A\; mozna wybra& dowolny z dwoch pierwiastkdw rownania
(3.26).

Roéwnanie (3.6) jest szczegllnym przypadkiem (3.8 p = q = 0.
W podrozdziale (3.2) przekonginy sk, ze dla matych¢ dyskretyzacja ta
symuluje zachowanie oscylatora harmonicznegeodiepiej niz (3.5) i (3.7).
Jednak przy dostatecznie yah & (mianowicie £ > 2), jej wiaciwosci
radykalnie s§ zmieniajp i otrzymujemy wzrost wyktadniczy bez oscylacji.

Rozwijajac (3.29) w szereg MacLaurina wgdeme, otrzymujemy
+1—12p£2 N 3-40p + 240p? £ty

24 64C
Dlatego najlepsza aproksymacja rownania (3.8) zaake do rodziny (3.24)
charakteryzuje giwartccia p = 1/12:

12-5¢2
X .= X +x . =0 3.31
n+l 2( 12+ 52 j n n-1 ( )

w=1 (3.30)

i wtedy w= 1 +£%480, co jest najhtisze wartéci doktadnejw= 1.

Standardowe metody numeryczne adayartasici podobne (patrz rozdziat
11.2). Dyskretyzacja drugiej pochodnej zazwyczsf gymetryczna, taka jak we
wzorze (3.6). Roéwnania dyskretne odpowiadaj tym schematom
numerycznym modelajréwnanie oscylatora (3.8) podobnie, lub niewielgidj,
jak dyskretyzacje opisane w rozdziale 3.2.
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Wykres 3.3. Dobre dyskretyzacje oscylatora harmoninego @ = 1) dla matych
czasow i€ = 0.4. Punkty czarne — dyskretyzacja doktadna (39, kota biate —
rownanie (3.36), kota szare — metoda Rungego-Kuttiinia ciagta — rozwigzanie
doktadne.
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Wykres 3.4. Dobre dyskretyzacje oscylatora harmoninego @ = 1) dla duzych
czasow ie = 0.02. Punkty czarne — dyskretyzacja doktadna (89), kotfa biate —

rownanie (3.36), kota szare — metoda Rungego-Kuttiinia ciagta — rozwigzanie
doktadne.
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3.5 Ttumiony oscylator harmoniczny i jego dyskretyzacje

Przechodzimy teraz do roéwnania ttumionego oscysatwarmonicznego (3.1).
Jego rozwizanie ogoélne me by wyrazone przez pierwiastki;, A, robwnania
charakterystycznegh? + 2y + wx” = 0 i dane pocgtkowex(0), X(0):

X(t) = (—X(O))l —_ij(O) Je”lt + (—X(Oj __A;X(O) je”?t . (3.32)

Jeili ttumienie jest stabed > y >0), toA; = -y +iworazi, = -y-iw gdzie

w=+w’ -y* . Wéwczas
X(t) = x(0)e™* cosat + w™ (X(0) + px(0))e™ sinat . (3.33)

Aby otrzym& proste dyskretyzacje rownania (3.1), zeamy zasipi¢ pierwsz

i druga pochodm przez ich dyskretne odpowiedniki. Wyniki podrozai
drugiego sugeruj ze najlepszym sposobem dyskretyzacji drugiej pochpphst
wybor wersji symetrycznej, podobnie jak to miatoejace we wzorze (3.6).
Z drugiej strony mamy przynajmniej 3 wmiovosci dyskretyzacji pierwszej
pochodnej, co prowadzi do nagtijacych dyskretnych symulacji ttumionego
oscylatora harmonicznego:

— 2 + —
Xn+l in Xn_l + 2y Xn Xn_l + a)OZXn = O, (3.34)
& &
— 2 + —
Xna1 in Xn-1 + 2y Xn+12 Xn-1 + a)ozxn =0, (335)
£ E
Xns1 ~ 2Xn + X X1 ~ Xp
L = L+2y 16 +a’x, = 0. (3.36)

Mozna oczekiwd, ze najlepsze wyniki da najbardziej symetryczne ravima
czyli (3.35), co faktycznie ma miejsce (wykres 3.3)

3.6 Doktadna dyskretyzacja rownania ttumionego oscylatm
harmonicznego

W celu znalezienia doktadnej dyskretyzacji (3.1)zwezmy liniowe

réwnanie dyskretne drugiegoedu:
Xpep = 2AX,,, + BX,. (3.37)
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Wykres 3.5. Najprostsze dyskretyzacje ttumionego aglatora harmonicznego

(ad =1,y =0.1) dla matych czasow & = 0.4. Punkty czarne — rownanie (3.34), biate
—réwnanie (3.35), szare — rébwnanie (3.36), linkropkowana — doktadne
rozwigzanie chgte.

Ogodlne rozwizanie (3.37) ma nagiujaca post& (szczegoty w rozdziale 11.1):
X = )(0(/\1/\2n _/\2/\1n) +X1(/\1n _Azn)
" N =N, ’

(3.38)

gdzieA;, A, s pierwiastkami réwnania charakterystycznegfo— 2AA — B = 0,
to jest

A, =A+JA+B, A, =A-JA*+B. (3.39)

Wzér (3.38) jest stuszny dia; # A,, co jest rownowzne warunkowid? + B # 0.
Jesli wartosci wiasne g réwne (\; = A\, B = -A%), mamyA; = A oraz
X, = @=n)A,"X, +nA,"x, . (3.40)

Czy maliwe jest utagsamienie x danego(3.38) z At,), gdzie Xxt) dane jest
wzorem(3.32)? Okazuje si, ze tak. Wystarczy wyraziwe wiaciwy sposobi;
I A2 przez/\1i N\, oraz warunki pocgkowe x(0), x(0) przezxo, x;. Jest przy tym
catkiem zaskakuare, ze powysze utagsamienie mge by wykonane dla
dowolnej wartgci &

Kluczowym ledzie nas{pujace powazanie odpowiadagych sobie wartei
wiasnych rowna charakterystycznych

A =exphinA,) =expt,A,), (3.41)
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gdzie, jak zwykle, := n&. Oznacza toze
A =7 InA, (3.42)

(dla zespolonychAy, czyli A, = pe%, przyjmujemy I\ = Ino.+ia).
Wowczas (3.38) przyjmuje posta

_ Ay _ Ay
X :(—Xl % je”l‘w(—xl % Je”zt". (3.43)

n e£/|1 _ eE/\z ef/lz _ e{/\l

Porownujc (3.38) z (3.32) otrzymujenmy, = X(t,) pod warunkiemze
(/]1 _/12))(1 B (/]18&12 _Aze%)xo _

ee/h _ ef/lz

X(0) =%,, %)= (3.44)

Przypadek zdegenerowanfy = A, (ktory odpowiada przypadkowi; = Ay)
moze by rozpatrywany analogicznie (poréwnaj rozdziat 11.yzé6r (3.40)
zostat otrzymany z (3.38) w granidy, — A;. Dlatego wszystkie wytaenia dla
przypadku zdegenerowanego molgy¢ wyprowadzone poprzez zastosowanie
przegcia graniczneg@, — Aj.

Zatem mamy bijekegj pomiedzy réwnaniami réniczkowymi drugiego rgdu
ze statymi wspotczynnikami oraz réwnaniami dyskyetn drugiego rzdu ze
statymi wspoétczynnikami. Ta relacja, odpowiadtsy doktadnej dyskretyzacii,
wynika ze zwazku (3.42) pomydzy wartgciami wiasnymi odpowiednich
rownai charakterystycznych.

Thumiony oscylator harmoniczny (3.1) odpowiada ré@wiu dyskretnemu
(3.37) w taki sposolre

2A=e¥ (e‘fw + e‘fmj, B=-e%%, (3.45)

W przypadku stabo ttumionego oscylatora harmonigenéw > y > 0),
dyskretyzacja doktadna dana jest przez

A=e ¥ cos¢Ew), B=-e, (3.46)
gdzie w:= \/a)oz - y* . Innymi stowy, doktadna dyskretyzacja (3.1) matpbs
X ., — 2% cosEw)X, ., +e*x, =0. (3.47)

Warunki pocatkowe powazane g jak nasg¢puje (patrz (3.44)):
x,ae” = (ysin(ae) + wCcoSEE))X,
sin(ae)

+ cos@s)jx(O)Je‘fV :

X(0) =%,, Xx() =
(3.48)

sin(ae) +( sin(ae)
w 14

X =(>’<(0)
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Wykres 3.6. Dobre dyskretyzacje ttumionego oscylata harmonicznego @ = 1,

y = 0.1) dla matych czasow & = 0.2. Punkty czarne — dyskretyzacja doktadna, bta
— schemat Rungego-Kutty, szare — rownanie (3.35)ila ciagta — rozwigzanie
doktadne.
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Wykres 3.7. Dobre dyskretyzacje ttumionego oscylata harmonicznego @ = 1,
y=0.1) dla dwych czasow ie = 0.2. Punkty czarne — dyskretyzacja doktadna, bta
— schemat Rungego-Kutty, szare — rownanie (3.35)ila ciagta — rozwigzanie
doktadne.
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Wykresy 3.6 i 3.7 porownuaj dyskretyzagj doktadra z dwiema innymi
dobrymi dyskretyzacjami stabo tlumionego oscylatot@rmonicznego.
Dyskretyzacja dokladna jest rzeczyeie dokladna, czyli punkty trajektorii
dyskretnej nalea do wykresu doktadnego rozaziania ciagtego (dla dowolnego
£ oraz n). Podobnie jak w przypadku niettumionym, w pehyimetryczna
dyskretyzacja (3.35) jest lepsza niyskretyzacja wynikara z metody GLRK.

Doktadna dyskretyzacja rownania oscylatora harnmmorego X+ x=0 jest
przypadkiem szczegolnym wzoru (3.47) i dana jesepr

X — 2(COSE)X, ., + X, = 0. (3.49)

Mozna tatwo sprawdzi ze wzor (3.49) mana przepisaw postaci
Xz = 2Xpug + X,
(2sin(e/2))?

+ X =0, (3.50)

przypominagcej ,symetryczn” wersje dyskretyzacji wynikajcej z metody

Eulera (patrz (3.2) i (3.6)), w ktérej (pojawiapcy sk w dyskretyzacji drugiej

pochodnej) zamieniony zostat przez 2sig]. Dla matychs mamy 2sin§l2) = .
Rozwiazanie zagadnienia wada pocatkowej dla (3.49) dane jest przez

X1 7% C0% inne) (3.51)

X, = X, cosfe) +
(poréwnaj z (3.44)). W ten sposob dyskretnym analmg(0) jest po prostixo,
podczas gdy analogiemgatkosci pocatkowej x (0) jest Vo= (X1 — XoCOSE)/SINE.

Poréwnanie dyskretyzacji doktadnej (3.49) z trzemaymi rOownaniami
dyskretnymi symulujcymi oscylator harmoniczny znajdziemy na wykresach
i 3.4. Zwr&my uwag;, ze rozwaane dyskretyzacjeashardzo dobre nawet dla
duzych czaséw, jednak nie mggby¢ lepsze od dyskretyzacji dokladne;.
Dyskretyzacja (3.31) wypada réwnigwietnie. Wspotczynnik przy wyrazie xg
we wzorze (3.31)

_Ee2
12756 pteapdoes (3.52)
12+¢ 2 4

aproksymuje cos z doktadnécia do wyrazéw 4-go r@u. Jéli
zastosowalibymy parametry z wykresu 3.4 na wykresie 3.3, to dgfskzacja

(3.31) bytaby nie do odédienia od doktadne;j.
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3.7 Podsumowanie

W rozdziale tym, opartym na pracy [20], pokazanstaio,ze dla liniowych
rownaxr rozniczkowych drugiego rdu ze statymi wspolczynnikami istnigj
rownania dyskretne, ktore prawidtowo modeluyszystkie cechy réwnania
rézniczkowego. Rozwizania tych rowna dyskretnych $ zgodne
Z rozwihzaniami rowna rozniczkowych w weztach siatki dyskretnej. Tego typu
doktadne dyskretyzacje mad@py¢ znalezione dla dowolnej statej sieci

W omawianym przypadku istnieje relacja jeden-daggb pomidzy
rownaniami raniczkowymi i r&nicowymi: kademu liniowemu roéwnaniu
rézniczkowemu ze statymi wspoétczynnikami odpowiada méwie ré@nicowe,
ktére nazywamy dyskretyzacjdokiadr (nazywam réwniez ,najlepsa’ [1]).
Analogiczne rozwzania mog by¢ przeprowadzone dla rowhadzniczkowych
zwyczajnych ze statymi wspotczynnikami dowolnegediz [1, 71, 86, 92].
Wielowymiarowe uogoélnienia oscylatora harmonicznegostaty ostatnio
przedyskutowane w pracy [17].

Nalezy zaakcentowa fakt, ze uzyskanie dyskretyzacji prezentowanych
w tym rozdziale wymagato zatenia istotnych ich zammosci od rozwaanych
rownai, co zdecydowanie kontrastuje ze standardowym go@ep
numerycznym do réwmardzniczkowych zwyczajnych, w ktérym nie przyjmuje
si¢ praktyczniezadnych zateen i konstruuje si uniwersalne metody pasgg
do dowolnego réwnania.

W rozdziale tym mamy do czynienia z sytuaekstremaln: zastosowana
metoda pasuje do bardzoaskiej klasy rowna, ale w wyniku otrzymano
dyskretyzagj zaskakujco dobm, wrecz doktadma. Tendencja w tym kierunku
jest zreszt coraz bardziej zauwalna wrod specjalistow od metod
numerycznych. Tradycyjnie koncentrowane sia stabilnéci i doktadndgci
schematow rinicowych dla krotkich przedziatow czasowych. Wspékne
badania przesuwaj akcent w kierunku zachowania niezmiennikdw
i prawidtowego odtwarzania cech jakoowych [48, 80]. Wymaga to jednak
starannego dopasowania schematu numerycznego deezarzego rownania
rézniczkowego.
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4 Catkowalne dyskretyzacje rOwnania wahadta

matematycznego

4.1 Wprowadzenie

W rozdziale tym przedstawione zosiamyniki eksperymentow porowmagych
doktadnd¢ i wydajnas¢ szeregu standardowych i geometrycznych dyskrefiyzac
na przyktadzie rownania wahadta matematycznegak¥¥s¢ prezentowanego
materiatu zostata opublikowana w pracy [21].

Réwnanie wahadta matematycznego jest bardzo dabraee, jednak jego
odpowiedniki dyskretne pokazujwiele ciekawych i zaskakagych cech, jak
chatby pojawianie si zachowa chaotycznych dla diych krokéw czasowych
[31, 114]. Zachowanie takie nie wygptje w przypadku dyskretyzacji
catkowalnych, natomiast niea svolne od niego dyskretyzacje symplektyczne.
Gtowna uwaga pawvigcona zostanie stabildo dyskretyzacji oraz zat@osci
ich okresu i amplitudy od wardoi kroku czasowego. Zostantez opisane
I wyjasnione niewielkie oscylacje wymienionych parametravehu wokot ich
wartasci srednich.

Sparéd mnogséci mazliwych schematéw numerycznych do badzostaty
wybrane tylko dyskretyzacje symplektyczne lub catkine (czyli zachowuce
catke energii). Stabilné&¢ metod symplektycznych w kont@ke zachowania
energii ukladow fizycznych jest dobrze znana | odcztku lat
dziewig¢dziesatych dwudziestego wieku byta z powodzeniem wykorpyana
do badania ewolucji uktadu stonecznego w dtugiegpektywie czasowej [105,
111, 114]. Giéwn przyczyra obserwowanej stabilsdoi jest to, ze schemat
symplektyczny n-tego ezlu wprawdzie nie zachowuje doktadnie catki energii
[34], ale daje dla diych czaséw hid hamiltonianiu rzdu O(¢"), gdziee jest
statym krokiem czasowym catkowania [6, 41, 62]. édgmy symplektyczne
maja zatem od samego patku wielka przewag we wszelkich analizach
poréwnawczych zachowaniagsuktadow fizycznych w dtugiej perspektywie
czasowej. Do te] kategorii metod numerycznych naldobrze znane schematy
takie jak klasycznyeap-frogoraz metoda punktirodkowego implicit midpoint
rule), bardzo skuteczne mimo swej prostoty, ktére zuspmrownane z kilkoma
(tez znanymi) metodami geometrycznymi zachoyeymi catke energii.

Zaproponowana zostanieztgedna nowa dyskretyzacjadaca modyfikacy
metody dyskretnego gradientu, ktéra jest bardzdatisia w przypadku matych
drgax (nawet dla bardzo dych krokéw czasowych) i zachowuje przy tym
najlepsze cechy swojej metodyddiowej, jak choby precyz¢ opisu ruchu



w poblizu separatrysy. Wszystkie inne rozz@ae w tym rozdziale dyskretyzacje
sa znane. W kolejnych rozdziatach wprowadzimyacséri jeszcze lepszych,
zupetnie nowych algorytméw, ktére &onsekwengj rozwiniecia i uogolnienia
pomystu zaprezentowanego w rozdziale 4.6.

4.2 Symplektyczne dyskretyzacje rowna Newtona

Wahadto matematyczne jest szczegdélnym przypadkiedngwymiarowego
réwnania Newtona z sitniezaleéna od czasu:

¢=1(9), (4.1)
(mas; przyjelismy rowm jednaci), ktore mae by zapisane jako uktad rowha
pierwszego rgdu

g=p, p="f(9). (4.2)
Dobrze wiadomo,ze réwnania te maj catke ruchu (energi catkowity) dla
dowolnej funkcjif(¢). Zasada zachowania energii dana jest wzorem:

1., dv(g)
=@ +V(p)=E, f(p)=—"="=, 4.3
2¢ () () d¢ (4.3)
gdzieE = const. Innymi stowy, uktad rownd4.2) posiada hamiltonian
2
H(pg) =2 +V(@). (4.4)

Jako przyktad do testowania slmowego ranych metod numerycznych
uzyte zostanie réwnanie wahadta matematycznego

¢$ =-ksin(@). (4.5)

W tym przypadku zasada zachowania energii ma posta

% p? —kcos@) = E. (4.6)

Statak nie jest istotna i mae zosta wyeliminowana poprzez zmiarzmienneft,
dlatego we wszystkich obliczeniach numerycznyetiziemy zaktadalize k = 1.

Dyskretyzagj réwnania (4.1) nazywa bedziemy rodzig réwna
réznicowych drugiego ra@u, parametryzowanych krokiem czasowgm ktore
w granicye —» 0 prowadz do réwnania (4.1). Warunek patkowy powinien
mie¢ rowniez posta dyskretra, co oznacza istnienie odwzorowargd0) — ¢,

oraz #(0) > p,-
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Wygodnie jest dyskretyzowauktad rowna pierwszego rgdu (4.2), co
automatycznie daje rowniedyskretyzagi p. Mamy wtedy zalene od ¢
odwzorowanie @, pn) = (Pn+1, Prsd)-

Odwzorowanie §,, pn) — (Pn+1, Pr+1). NAzywamysymplektycznynjesli dla
dowolnegon zachodzi

d¢n+1 Od Ph+e1 = d¢n deq . (47)

Ponisze dwa lematy unitiwiaja szybkie sprawdzenie symplektycZob
dos¢ duzych klas odwzorowai sa dogodne do praktycznych zastosawa

Lemat 1. Odwzorowanie(@,, pn) — (@n+1, Pn+1) zdefiniowane w sposéb
uwiktany poprzez uktad réwna

Gos = @0 = P(Pry Priar€)s Prua — Py = R, 800, 6) (4.8)
gdzie P i R g funkcjami r@niczkowalnymi, jest symplektyczne wtedy i tylko
wtedy, gdy

oP OR _ 0P OR

0p, 04, 9Py, 08,

(4.9)

Przeprowadzimy dowdd wprost. Roczkupc mianowicie réwnania (4.8)
otrzymujemy:
d¢n+l - d¢n = I:)’1 dpn + P’Z dpn+1

: (4.10)
dpn+1 - dpn = R’l d¢n + R’z d¢n+l
(przecinek oznacza zdiczkowanie castkowe). Wéwczas
1+P,, R, P, +P,
dg,,, =—2"1dp +—2 2 dp
1-P,R, 1-P,R,
R,+R 1+P, R (41D
dp,,, =—2 2 dg +—1"2dp
1-P,, R, 1-P,, R,

co wymaga abyP,R, # 1 (warunek ten oznaczaze odwzorowanie
zdefiniowane przeP, Rjest niezdegenerowane) a8totrzymujemy

dg._ .. Odp.,, -mdgpn Odp, . (4.12)

" 1-P,R,

Widzimy zatemze odwzorowanie jest symplektyczneslid? 1R, = PR # 1,
co kaaczy dowad.
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Lemat 2. Odwzorowani&(@,, pn) — (@n+1, Ph+1) zdefiniowane poprzez uktad
réwnai
¢n+1 - A(¢n ! é’) + ¢n—l = O pn = :uO (£)¢n+l + B(¢n’€) 1 (413)

jest symplektyczne dla dowolnychnmi@zkowalnych funkcji A, B.

Aby udowodné¢ lemat 2, obliczamy
dp,., = 4P, + TBAP,, = 4, TA AP, — Hodp, + TBdG,,,, (4.14)

gdzie prim oznacza #diczkowanie (wzgidem pierwszej zmiennej), a T
operator przesugtia, czyli (TB)@n, €) = B(@n+1, €). Std otrzymujemy:
d¢n+1 U dp']+]_ = —,Uod¢n+1 U d¢n (415)

Z drugiej strony jednaklg, O dp, = tod@, O d@n+1, co karczy dowdd.

4.3 Niecatkowalne dyskretyzacje symplektyczne

W podrozdziale tym zaprezentowanych zostanie kdkanych dyskretyzacji,
zachowugcych struktug symplektycza réwnar Newtona (pordwnaj [41],
s. 189-190), ale nie zachowaych zadnych catek ruchu. Zatemeda to

niecatkowalne dyskretyzacje symplektyczne. Trzebanaczy, ze uzywajac

w tej pracy terminu ,catkowalrié” mamy na myli istnienie caitki ruchu,
podobnie jak czyni to autor pracy [104], i nie nmaltezpdéredniego zwizku

z teori uktadow catkowalnych (solitonowych).

4.3.1 Dyskretyzacja standardowa

Dyskretyzacj standardow réwnania (4.1) nazywamy schemat, w ktérym drug
pochodm dyskretyzujemy w sposéb symetryczny, czyhi - 2@, + @n-1)/€,
natomiast praw strorg obliczamy w punkcie ¢, [104]. Dyskretyzacja
standardowa réwnania wahadta matematycznego

¢n+1 B 2£¢2n + ¢n—l - _kSin¢n (416)

jest niecatkowalna [104]. Otrzymujemy jpoprzez zastosowanie schematu
Stormera-Verleta lub symplektycznej metody Eulgratiz podrozdziat 4.3.3).
W kazdym tych przypadkéw otrzymujemy to samo réwnanigskdetne (4.16),
lecz coraz to inp zalezno$é p, od @y i @n+1 (pOréwnaj [54], [85]):

o =Pra =P hesing, (4.17)
£
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gdzie ¢ = 0, %, 1. Na mocy lematu 2, dyskretyzacje stamae 3
symplektyczne dla dowolnej wakim c.

4.3.2 Schemat Stormera-Verleta (eap-frog)

Wspomniana ju we wstpie metoda Stormera-Verletiedp-frog (LF) zadana
jest nastpujacymi wzorami (poréwnaj np. [41]):

1
P 1 =P, +E£f(¢n)l
n+5

¢n+1 = ¢n + ‘gpmi’ (418)
2

1
Phaa =P 1 +§‘Ef (¢n+1)!
n+E

Eliminujac p ,, mazemy fatwo przeksztat€iten schemat do zwykiej postaci
n+>

jednokrokowej:

¢M:¢n+mn+%ff@o,

1 L (4.19)
pn+1 = pn +§£(f (¢n + f(‘gpn +§£2f(¢n)))'
Mozna go roéwnie przedstawd w formie uktadu rownia
Pt~ Zfz” P _ ¢ (@,), (4.20)
n+. - n g
p =l L) (4.21)
£ 2

W przypadku wahadta matematycznef(@) = —ksin(¢), rozpoznajemy w nich
dyskretyzagj naturaln, czyli wzory: (4.16) oraz (4.17) £ = Y..

4.3.3 Symplektyczne schematy Eulera

Uktad rowna (4.2) jest przyktadem ogdlniejszej klasy uktad@wnar postaci
$=9(@.p), p=h@p). (4.22)

gdzie g, h ;5 zadanymi funkcjami dwoch zmiennych. Ukitad (4.22pzma
podd& dyskretyzacji na jeden z dwoch sposobow:

¢n+1 = ¢n + ‘Eg(¢n' pn+1)! pn+1 = pn + ‘Eh(¢n’ pn+1)' (423)
¢n+1 = ¢n + ‘gg(¢n+1’ pn)’ pn+1 = pn + ‘Eh(¢n+1’ pn) (424)
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Obie te dyskretyzacje nazywargabo symplektycznymi metodami Eulera [41]
lub metodami podziatu symplektycznego [66]. Dyskzejac w ten sposéb
rownanie (4.2), otrzymujemy odpowiednio

¢n+1 = ¢n + ‘Epn+1' pn+1 pn + ‘Ef (¢ ) (425)
Pos =Pt &1 P = Py & (P100)- (4.26)

Obydwa powysze uktady réwna prowadza do réwnania (4.20), lecz zamiast
(4.21) otrzymujemy odpowiednio

pn = ¢n+1 _¢n —Ef (¢n) IUb pn :M’ (427)
£ £

co w przypadku wahadta matematycznego daje dyskaepy standardow
zc=1lubc=0

4.3.4 Metoda punktu srodkowego (mplicit midpoint rule)

Dowolne réwnanie riniczkowe pierwszego e¢du Xx=F (X) moze zosta

zdyskretyzowane przy pomocy (niejawnej) metody puskodkowego implicit
midpoin) (MID), ktéra w tym przypadku sprowadza slo metody pierwszego
rzedu Gaussa-Legendre’a-Runge-Kutty (poréwnaj [41]lenisz pochoda
zamieniamy w niej na iloraz #@icowy, a prawa strona jest obliczana w punkcie

srodkowym %(xn +X,,,) - Metoda ta w przypadku najprostszego uktadu rdwna

Hamiltona (4.2) daje:

1
¢k+1 = ¢k +_£( Py + pk+1)1

(4.28)
P = Py +5f(¢k ¢k+lj
W szczegoinym przypadku wahadta matematyczneg@pbosy:
P ~ 2¢2k + i - _% (Sm(¢k+1 2 j +sin(¢" [ 1)]
¢ (4.29)
P = P~ P +1£ksin(¢k+1 +9, j
£ 2 2

Metoda punktuérodkowego ma zupetnie dobre étawosci: jest symplektycza
symetrycza (odwracala w czasie) metagd rzedu drugiego. Jej
symplektyczné¢ wynika bezpérednio z Lematu 1, gdywzory (4.28) dgg P 1=
P,orazR; =R, Wzory te g tez jawnie ,odwracalne w czasie” (symetryczne).
Mianowicie zamiana miejscami indeksdw k+1 wraz z jednoczesnzmiara
znaku zmiennychpy i pk+1 nie zmienia wzorow (4.28).
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4.4 Metody rzutowania na powierzchni statej energii

Dyskretyzacje niecatkowalne modpy¢ modyfikowane tak, aby zachowywaty
catke energii ,na sik”, czyli poprzez rzutowanie wyniku kdego kroku na
powierzchn¢ statej energii. Zatem dla dowolnej metody jednékree] mazna
skonstruowé& odpowiadajca jej meto@d rzutowania. Dziatanie rzutowania
zademonstrowane zostanie na przyktadzie dyskregiynaturalnej, czyli dla
schematu Stormera-Verleta.

4.4.1 Metoda rzutowania standardowego

Niech x=F(x),xOR? bedzie réwnaniem riniczkowym pierwszego ezu,
X = P,.(X,) - dowolrn jednokrokow dyskretyzagj tego rownania, Za
g(x) =0 rownaniem definiagcym wiezy (w tym przypadku: powierzchgi
zanurzog w R%), ktére chcemy zachowaPrezentowana metoda (PROJ) polega
na obliczeniu punktux., :=®,(x, ,) a nasfpnie wyznaczeniu jego rzutu
prostopadiego na powierzclg(x) = 0 (patrz [41]), ktGry oznaczymy poprzez
Xn+1. Definiuje to procedur uzyskania naspnego kroku:x, — Xn+1. Innymi
stowy

Xpsa = Xy + A0G(R,r) (4.30)

przy czymA wybieramy tak, abyg(Xn+1) = O.
Stosujc to podejcie do wahadla matematycznego wygodniedzie
zdefiniowa x jako

X:(¢ ¢j5 @, p), (4.31)

"W
gdzie w= Jk . Dzieki powyzszej definicjip, skladowex sa bezwymiarowe. J#
k = 1, (co zaktadamy w tym rozdziale), wowczas defmita pokrywa si

podanym wczénie] wzorem (4.2). Z (4.6) wynikaze funkcja wystpujaca
w réwnaniu wezéw g(x) = 0 ma posta

g(x) :% p? —kcos@)-h, (4.32)

gdzieh = E/cf. Z (4.30) dostajemy wéwczas
¢n+1 = an+1 + A Sinanﬂ’ pn+1 = (1+ A) 5n+1 (433)

przy czym parameth obliczany jest z rownania

%(1+ A*) P’ —cos@, + Asing,,,) =h. (4.34)
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Mozemy postayc¢ sig tu iteraci Newtonadi., = A; - 44;, gdzie

; @+ A*) P’ —cos@, + Asing, ,,)—h

A = 4.35
. 52n+1 +Sin2 aznﬂ ( )

przy czym wystarczagy i zarazem wygodny jest wybot, = 0. Granica
lim;_,, A, daje nam przyblione rozwazanie (4.35).

4.4.2 Metoda rzutowania symetrycznego

Algorytm jednokrokowy x.,, = ®,(x, ) nazywany jest symetrycznym (lub

odwracalnym w czasie), & @_, =<D€_1. Odwracalne w czasiea 6wnania

mechaniki klasycznej, dlatego zachowanie tej wiadsnjest wygodne i z zasady
poprawia wyniki numeryczne. Sf@d wymienionych wczaiej metod
nieodwracalne w czasiea obie symplektyczne metody Eulera oraz metoda
rzutowania standardowego, natomiast odwracalrscematy Stormera-Verleta
oraz punktérodkowego.

Metoda rzutowania symetrycznego (SYM-PRQOJ) jest yfikdcja
rzutowania standardowego meg na celu zachowanie odwracafobw czasie.
Stosujemy 4 przy podobnych zaleniach jak w rzutowaniu standardowym, ale
zadamy dodatkowo symetrii funkcfp:. Metoda ta sprowadzagsilo wykonania
nastpujacych krokéw [4, 38]:

)’Zn = Xn +/“:|g(xn)!
Xpr = P (X,), (4.36)
Xn+l = in+l + ADg(inﬂ)!

przy czym zaktadamygze g(x,) = O i obliczamy parametA z warunku
g(Xn+l):0.

4.5 Dyskretyzacje catkowalne

Przypomnijmy,ze w pracy tej catkowalr$é schematu numerycznego oznacza,
ze istniejp w nim catki ruchu. Rownanie Newtona (4.1) posiadékc energii,
wigCc jego dyskretyzagj nazywamy catkowakly o ile posiada cals ktora
mozemy traktowa jako dyskreta analogé energii. Wymagamy, aby w granicy
ciagtej ta dyskretna catka przechodzita w zwyldatka energii rownania
Newtona.
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4.5.1 Symplektyczne dyskretyzacje Surisa

Dyskretyzacje podobne do standardowsjafidard-likg¢ sa definiowane
poprzez rownania [104]:

¢n+1 = ¢n + Spn+1’

Pra = Py +EF (21, 6)

przy czymF musi spetnia zalenos¢ F(g,, 0) = f(¢n). Dla danej funkcjif
istnieje nieskaczenie wiele funkcjiF spetniajgcych ten warunek. Wszystkie
dyskretyzacje tej postaca symplektyczne, co nima sprawd# stosugc Lemat

1 i zauwaajac, ze P1 = R, = 0. Podobnie jak w przypadku niecatkowalnych
dyskretyzacji symplektycznych, z rowngd.37) otrzymujemy:

¢n+1 - 2¢n + ¢n—1 = ng(¢n 1‘9)1

- - 4.5-1
pn=M_5F(¢n,€)=¢n ¢n—1. ( )
€ £

(4.37)

Interesug nas przypadki dyskretyzacji catkowalnych, to jeakich, ktore
zachowuy catke energii. Dwie dyskretyzacje wahadta matematycznego
odpowiadajce temu warunkowi znalazt Suris (Surl, Sur2) [110B4}]:

_ _ ke?sin(@,)

6. 20+ . = 2arcta{2+ — COS@n)j , (4.38)
_ _ ke?sin(@,)

P — 20+, = 4arctar{4 ke’ cos@n)j . (4.39)

Wykonujac bezpdrednie obliczenia mima sprawdi, ze rownanie (4.38) ma
catke ruchu dan wzorem

Zsin7¢n+l ~

_ 2 1
E,=—| ——=— | —=k(cosg, +co , 4.40
1 2 £ 2 ( S¢n S¢n+1) ( )

2

ktGra mazna wyrazé przy pomocyg, orazpn:

E, = 1760, —% k(cosp, +cosep, - p,)) (4.41)
£
Z kolei dyskretyzacja (4.39) posiada catkichu
2
4sin7¢>n+1 ~ %,
e =il 4 | _ycosPot P (4.42)
2 - ) .
2 £ 2

ktéra, wyraona poprzezp, i pn, przyjmuje postéa
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E,

iz 1-cosn | —kco @, ~ % |, (4.43)
£ 2 2
Warto zauwayc¢, ze hamiltonian dany wzorem (4.4) nie jest zachowynanzez
te dyskretyzacje, czyliH(pn, @) nie jestcatka ruchu. Jedynie dlac=0 caiki
ruchu dane wzorami (4.41) i (4.43)w przyblizeniu rowne H(pn, @n).

4.5.2 Metoda dyskretnego gradientu

Metoda dyskretnego gradientu (GR) [66, 85, 87] mgblm i bardzo sila
metody budowania schematow numerycznych zachaeygh dowolm liczbe
catek ruchu oraz szereg innych wiasriaowna Hamiltona opisuyjcych uktad
fizyczny [65]. Jednak metoda ta nie jest symplektye W przypadku
jednowymiarowych uktadéw hamiltonowskich (z hammli@nem niezalenym
od czasu), czyli rowna

oH . oH

¢_0_p' P= w
metoda dyskretnego gradientu redukugeds nastpujacego prostego schematu.
Lewe strony formut (4.44) poddajemy dyskretyzacji najprostszy sposob
(stosugc ilorazy r@nicowe), podczas gdy prawe strony zpsjemy poprzez tak
zwane dyskretne (lufrednie) gradienty:

¢n+1 - ¢n - AH pn+1 B pn - _ AH

(4.44)

, . (4.45)
£ Ap £ Ag
Dyskretny gradient OH = ﬂ,ﬂ rozniczkowanej funkcji H(@, p)
A Ap
z definicji (patrz [66]) spetnia warunek
AH AH
H (¢n+1’ pn+1) - H (¢n’ pn) = A_¢(¢n+1 - ¢n) +A_p(pn+1 - pn) . (446)

Okreslenie to jest niejednoznaczne. Istnieyézne definicje dyskretnego
gradientu, spetniage powyszy warunek. Najprostgzz tych definicji jest
[103]:

AH _ H(#p, P) ~H (@4, Py)

Ag P~ P _ (4.47)

AH — H (¢n+1’ pn+1) -H (¢n+1’ pn)

Ap Prsa = Pn

czyli w kazdym z dwoéch wzoréw mamy przyrost hamiltonianu wzgim innej
zmiennej. Inne mdiwe definicje g przedstawione np. w pracach [66] i [35].
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Wszystkie te definicje dajten sam wynik gdy zastosujemy je do przypadku
rozpatrywanego w naszej pracy, czWi(¢, p) = T(p) + V(¢). Wowczas
OH =0T +0V, gdzie

_TP) TR gy V(@) V@)

aT = , (4.48)
Pni ~ Py ¢n+1 - ¢n
Zatem
Prsa * Py — ¢n+1 _¢n ’
2
o= P V() V(8) (449)
2 ¢n+1 - ¢n

Powyzszy schemat numeryczny o by réwniez otrzymany jako przypadek
szczegoblny zmodyfikowanej metody punkftodkowego fnodified midpoint
rule) [54]. Ukiad rowna (4.49) mae by przepisany w postaci réwnania
drugiego stopnia na, oraz réwnania definiacegop:

¢n+1 B 2¢n + ¢n—1 — _E(V (¢n+1) _V(¢n) + V(¢n) _V(¢n—1)j

€ 2 ¢n+1 - ¢n ¢n - ¢n—l (450)
p, = M + lg(v(¢n+1) _V(¢n)j'
€ 2 ¢n+1 - ¢n

Podstawiaic  V(¢) = -kcosp otrzymujemy dyskretyzagj wahadta
matematycznego. Mrac réwnania (4.49) stronami, moa tatwo udowodidi
ze uktad rowna (4.50) posiada catkpierwsz ruchu

E= P, +V(4,). (4.51)

ktéra jest doktadnie rowna wakm hamiltonianu (4.4) w punkcié,, p,. Caiki
ruchu (4.41) i (4.43) osgaja t¢ zgodnda¢ tylko w granicye — O.

4.6 Poprawka zachowupca okres matych drga

Réwnanie klasycznego oscylatora harmonicznef§ie w’¢ =  pdsiada
dyskretyzagj doktadmy ([20], poréwnaj take [1, 89]), to jest tak ktora wn-
tym kroku @, przyjmuje taly sanma wartcs¢, jak rozwiazanie tego rownanig(t)
w punkciene (dla dowolnyche orazn):

Bos — 2, COSWE + ¢, =0,

(4.52)

w
pn = . (¢n+1 - ¢n COS&E)'
SInaE
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Bezpagrednim rachunkiem mima fatwo sprawdzi ze energia jest réwnie
doktadnie zachowana, co oznaczawarté¢ wyrazenia

1 2.1 5. 2
E=—p, t-w 4.53
S P T @0, (4.53)

nie zaley od n. Istnienie doktadnej dyskretyzacji rOwnania ostyla
harmonicznego zostato ostatnio wykorzystane do yotemia dyskretyzacii
zagadnienia Keplera zachowogj wszystkie catki ruchu i trajekter[16].

Rozwamy réwnania Newtona postaci (4.2). Ograniczymy &d rowna,
ktore opisuy ukilady kedace w stanie rownowagi trwatej w punkcig = 0
(f'(0) < 0). Wéwczas potencjadf = V(¢) posiada lokalne minimum w punkcie
@ =0, co oznaczae V(0) =f(0) = 0. Oznaczmy

w, =V"(0), (4.54)
wtedy
V(¢)=VO+%0)02¢2+..., (4.55)

i mate oscylacje wzglem punktu rownowagi magby¢ przyblizane poprzez
rownanie klasycznego oscylatora harmonicznego=zawy.

Czy istnieje dyskretyzacja, ktére w granigy = 0 (¢ jest ustalone) stajeesi
doktadna? Znane dyskretyzacje, ao#apc przedstawione wczmiej w tym
rozdziale, nie posiadgjtakiej wtasnéci. Mozna p jednak otrzymé poprzez
modyfikacg metody dyskretnego gradientu. Okazujg e wystarczy zagpi¢
£ przez pewa funkcje 0= J&) we wzorach (4.50). Postaej funkcji otrzymana
zostanie poprzez poréwnanie z rOwnaniem oscyldtareonicznego (w granicy
¢ =0).

Linearyzujemy rownanie (4.50) (z zastpionym przezd) wokot ¢, = 0
biorac pod uwag (4.55). Dostajemy wéwczas

¢n+1 B 2¢n + ¢n—l

- afl)-z (¢n+1 + 2¢n + ¢n—1)’

2
¢5 s 1 (4.56)
Pn = % +Zw025(¢n+1 +9.),
co jest rownowzne
AN
. - — 0 - +¢ . =0,
¢n 1 (44_ w0252 ]¢n ¢n 1
(4.57)

4+’ 5? 4- )’ 5?
pn = ¢n+1 - —022 ¢n .
40 4+ w0
Poréwnujc uktady réwna (4.52) oraz (4.56) stwierdzamye @ one zgodne
wtedy i tylko wtedy, gdy zachodzéwnasci
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4-w,’5° 4+ w," o
%25  cosuE, @O _ @ (4.58)
4+ w,"0° 40 sinae
Rozwiazujac ten uktad réwn@aotrzymujemy
w=a, 0= itar{‘gw0 j (4.59)
Wy 2

Mozna zatem zaproponowaastpujaca nowa dyskretyzagj rownania Newtona
(4.1), (4.2) (zmodyfikowamnmetod: dyskretnego gradientu — MOD-GR):

¢n+1 B 2¢n + ¢n—1 — _E(V (¢n+1) _V(¢n) + V(¢n) _V(¢n—1)j

o 2 P~ &n [/ (4.60)
p - ¢n+1 B ¢n + l V(¢n+1) _V(¢n)
) 5 2 ¢n+1 - ¢n '

gdzie J jest zdefiniowana poprzez (4.59) @ jest dana wzorem (4.55).
Dyskretyzacja ta staje ¢sidoktadna dla matych drgaprzy dowolnej stalej
wartasci £ Oznacza to,ze dla ¢, = 0 okres i amplituda rozwkania

przyblizonego powinny b§ bardzo bliskie wart@iom doktadnym nawet dla
duzych &

4.7 Eksperymenty numeryczne

Przeprowadzono szereg eksperymentdw numerycznydastosowaniem
schematow zaprezentowanych w poprzednich podroadhia Parametrem
wszystkich déwiadczeé byla pedkos¢ pocatkowa py (potozenie pocztkowe
bytlo zawsze to samo:;, = 0. W przypadku agtym (4.5) mamy 3 mdiwosci:
ruch drgagcy (|p,| < 2), ruch obrotowy (p,| > 2) oraz ruch wzdta separatrysy
(po == 2) od = 0 do (asymptotycznie) = + . Teoretyczna amplituda
oscylacji mae by tatwo wyznaczona z zasady zachowania energii (4dzie

k=1, . % p,” —1=—-CosA,):

Zsin% = p,- (4.61)

W szczegolnéci wykonano wiele oblicae numerycznych dla nagiujacych
danych pocatkowych:

* po=0.1, wOwczagy, = 0.0318443 = 0.1000417 (mata amplituda)

* po=1.8, wOwczag\, = 0.712867 = 2.239539 (bardzo da amplituda).
Do estymacji amplitudy danej dyskretyzacji wykorays nasipujaca
procedug: jezeli ,jest lokalnym maksimum trajektorii dyskretnej (tjy > ma
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i m > m), Wowczas utgsamialsmy maksimum aproksymowanej funkciji
z maksimum paraboli dopasowanej do gpsficych 5 punktow: m2, m1, m
m1, me2- Analogiczry procedug stosowano w przypadku lokalnych miniméw

(wykorzystywany byt wéwczas modut otrzymanego miaimn). W ten sposob
otrzymywano cigi Ay amplitud. IndeksN jest wspdélny dla wszystkich
ekstreméw (minimoéw i maksimow) i na niektorych wgkach oznaczany jest
przezNyy, (liczba potdéwek okresu) dla odndienia odN (liczby okreséw).

Kazdy badany schemat numeryczny generowat trajektatiyskretra
z praktycznie statamplitudy. W rzeczywistéci amplitudy oscylowaty w bardzo
regularny sposéb wokét pewnej waitosredniej:

Ay =Al+ay), (4.62)

gdzie zaréwnosrednia amplitudaA, jak i bezwymiarowy wspoétczynnik
wzglednych oscylacji mog zaleze¢ od wartdci kroku czasowegoe oraz
predkosci pocatkowej po, tzn.A = A(po, €) | an = an (Po, €). Oczywkcie funkcje
te @ rézne dla rénych schematow numerycznych.

W podobny sposob oksimno okres ruchu dyskretnego. Dokiladna
okresowd¢ ( wn = « dla pewnychk, n) jest zjawiskiem rzadkim, ktore
oczywiscie nie zostato zaobserwowane. Aby zdefinibwazyblizony okres,
mozemy dopasowakrzywa ciagta do wykresu dyskretnego, wyznacayiejsca
zerowe tej funkcji i oblicz§ odlegtaci pomikdzy sisiednimi punktami.

Przypsémy, ze n m1 < 0 dla pewnegan. Oznacza toze jedno z miejsc
zerowych, powiedzmyy, lezy pomkedzy i m1. Jego poteenie przybliamy
za pomog miejsca zerowego wielomianu interpolacyjnego tigge stopnia
zbudowanego w oparciu o punktyi, m, m1, me2 (inna naturalna mdiwosé
to polkczenie odcinkiem ., i ). J&li oznaczymy kolejne wyznaczone
W powyzszy sposob miejsca zerowe przrzZN = 1, 2, 3,...) ustalag przy tym,
zeZy= o= 0, maemy zdefiniowa wielkos¢

TN =28 ~Znas (4.63)

ktdra przyjmiemy za przyb#ong wartas¢ okresu (lokalnego, w punkchd).
Eksperymenty numeryczne pokazahkg Ty nie jest dokiadnie staly, lecz
oscyluje ze stosunkowo maamplitudy. Srednia warté¢ Ty jest stata z diy
doktadndcia, dlatego, podobnie jak w przypadku amplitudy,zemy napiséa
T, =T@+71y), (4.64)

gdzie zaréwnosredni okres T, jak i bezwymiarowy wspétczynnik jego
wzglednych oscylacjizy moga zaleze¢ od wartdci kroku czasowegce oraz
predkosci pocztkowej po, tzn. T = T(po, & I v = In(po, &). Tutaj rownie
funkcje te w sposob istotny zateod rozpatrywanej dyskretyzacji.

Amplituda tych matych oscylacji definiowana jessposob naturalny
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(€, Py) = mNa>4TN (€, po)|1 a(e, po) = mNa)40lN (&, po)| : (4.65)

Poniewa |n\| i |an] oscylup (jako funkcjeN) z niewielly amplitudy w sposob
bardzo regularny, n@my wyznacz& 1(po, & i a(po, £ rozwaajac serie,
powiedzmy 40 lokalnych ekstremémy i ay i biorac wartcgé¢ sredna.

4.8 Okresowasé i stabilnos¢ modeli dyskretnych

Trajektorie dyskretne generowane przez schematy pkktyczne Iub
catkowalne rozwzane w tym rozdzialeasbardzo stabilne, $ krok czasowye
przyjmuje rozgdne wartéci (dla bardzo diych wartgci € mazna
zaobserwowa zachowania chaotyczne [31, 114]). W eksperymentach
numerycznych dotyezych amplitud krok czasowy byt ograniczany @g 0.5,
natomiast w przypadku okreséw stosowano nawet 1.0 (dlap, < 1.5).

W obszarze tym ruch dyskretny jest bardzo stabarfyedni okresT i amplituda
A s dobrze zdefiniowanerednia amplituda byta definiowana po prostu jako

Aavg(N,M)=iZ\Av+j . (4.66)

M “

przy czym przyjmowano zwykleM = 50. Definicja sredniego okresu jest
podobna. W wielu przypadkactiywano wzoru

1
Tavg(N'M) :M(ZN+2M _ZN)' (467)

w ktérym pomingto, gwoli zwkztosci, zaleznos¢ (bardzo istota) od £ i po.
Zauwamy, ze Ty = Tag(2N — 2, 1). Obliczajc Tayg nalery przyjaé arbitralnie
wartas¢ M, zazwyczaj stosowanbl = 20. Czasami stosowano oznaczeNie
No, aby zaznaczy ze wrednianie przebiega po indeksaclekgzych odNo.

W sytuacjach, gdy przedmiotem zainteresowania ikot sredni okres
(pocatkowy lub po uptywie wielu tysicy okreséw) i naleato go uwolné od
wptywu opisywanych wczmie] matych, regularnych oscylacji, stosowanoainn
jego definicg. Usredniano mianowicieTag(N, M) po pewnym zakresie
parametriM (K <M < L):

T‘avg(N,K,L)zi ZL:Tan(N,M). (4.68)

L-K M =K +1
Zazwyczaj wybieranoK = 100, L = 200, co w wystarczagtym stopniu
eliminowato oscylacj@ (N, M).

Wszystkie dyskretyzacje rozw@ne w tym rozdziale charakteryzupie

bardzo wysok stabilndcia okresu i amplitudy niezatea od sposobu
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usredniania. Trudno dostrzec jlolwiek zal&nos¢ Aavg i Tayg (i tym bardziej
T.,;) 0dN nawet przy bardzo aychN (takich jak 16, 10° czy 10).

Jako typowy przyktad prezentujemy zachowanie scherSarl dla bardzo
diugich czaséw (wykresy 4.1 i 4.2), gdzieyto definicji (4.67) zM = 20.
Zaleznoé¢ czasowa tak zdefiniowaneg@edniego okresu daje interescy,
okresowy wzdér geometryczny (mma z niej wyodgbni¢ rézne ,krzywe
dyskretne”). Pochodzenie tego typu wzorow zostavyg@snione w nasfpnym
podrozdziale. Ciekawy jest efekt zwmany ze zmiajm M. Ot& dla r&nych
wartasci M otrzymujemy bardzo podobne wzory na wykresach zejaa
amplitucy towarzyszca wzrostowi M (porownajmy wykres 4.3, gdzisl = 1
z 4.2, gdzieM = 20).

Tabela 4.1 pokazuje jak stabilne skresy oscylacji. Maksymalnyy jest
zdefiniowany jako maxigoasi+200 Tn dlad = 0 lubJ = 1.8 x 1¢°. Minimalne
wartasci i $rednia jest wyznaczana w tym samym przedziale. éRoadi
odchylenie standardowesredniej jest rzdu 5.7 x 10° (przy bkdzie
maksymalnym okoto I0), zatem éredni okres jest praktycznie staty dla
wszystkich badanych dyskretyzacji. Szczegolnie kuiedtabilndgcia wyrdznia
si¢ schemat Surl. W jego przypadku wszelkie zmianytoyar okresu mieszeg
si¢ catkowicie w granicach bélu i nie zaobserwowano jakiejkolwiek zah@sci
Tavo(N, M) od N. Biorac pod uwag obserwowas stabilng¢ okresow
przyjmiemy w dalszej e&ci tego rozdziatu oznaczenies Tayy0, 20).

11,88884025

Tavg
11,88884020 |+

11,88884015 .

11,88884010 | -..

11,88884005 {—
ggsaaono | T T
11,88883995 | sy

1188883000 |

11,88083985 ..

P L L STt s SN P

11,88883980 -

11,88883975 T \ T T T T
0 500 1000 1500 2000 2500 3000

Wykres 4.1.Ta4(No, 20) dla dyskretyzacji Surl No < 3100),6= 0.2,p, = 1.95,
Ty = 11.65758528T = 11.88884005.
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11,88884025 -

Tavg

11,88884020 +
11,88884015
11,88884010 -

11,88884005

11,88884000 4
11,88883995
11,88883990

11,88983985

11,88883980 -
No

11,88883975 T T T
3701180 3702180 3703180 3704180

Wykres 4.2.T,4(No, 20) dla dyskretyzacji Surl (dla bardzo diych No), €= 0.2,
po = 1.95,Ty, = 11.65758528] = 11.88884005.

11,888855 -
Tavg

11,888850 .

11,888845 1.

11,888840

11,888835 1.

11,888830

Ny

11,888825 T T T
3701180 3702180 3703180 3704180

Wykres 4.3.Ty dla dyskretyzacji Surl (dla bardzo duych No), €= 0.2,p, = 1.95,
T = 11.65758528] = 11.88884005.
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Tabela 4.1. Stabilné¢ okresu. Minimalna, maksymalna isrednia ('Favg(N 100200)
wartos$¢ Ty. (po=1.95,6=0.2, Ty, = 11.65758528).

Okres LF Surl Sur2 GR
Poczitkowy Maksymalny 11,93166041 11,88885008 11,91074473 11,6469850(
N < 100 Sredni 11,9316517411,88884005 11,91073493 11,64697732

Minimalny |11,9316414511,88883061 11,91072454 11,64697157
Kofcowy Maksymalny 11,93166040 11,88885008 11,91074470 11,6469854(
N = 1810 Sredni 11,9316516211,88884001 11,91073482 11,64697764
Minimalny | 11,9316414011,88883061 11,91072450 11,6469719(

Obserwowana  stabildé okresu (dyskretyzacji symplektycznych
I catkowalnych) ostro kontrastuje z wynikami otrzgwanymi za pomog metod
standardowych (niesymplektycznych i niecatkowalnydPrzykiadowo, bardzo
popularna (jawna) metoda 4-gocdz Rungego-Kutty daje okres wyrae
malepcy w czasie (wykres 4.4). Przy matych wadiach Ny dostajemy dobre
przyblizenie okresu (interpolacja krzywej dyskretnej ddje= 11.64602 dla
No = 0, co jest bliskie teoretycznej wadtd Ty, = 11.65758528). \8rdd innych
badanych dyskretyzacji tylko dwa schematy gradeetomogly z &
doktadndcia konkurow& (a nawet by nieco lepsze) — metoda dyskretnego
gradientu dajel = 11.64698. Niestety, przy ragych Ny schemat Rungego-
Kutty coraz gorzej przyhia okres drg& (w rzeczywistéci otrzymujemy
wyktadnicze, ché bardzo powolne jego zmniejszanie), podczas gdydwiry
metody gradientowe pracuge statym okresem przez bardzo diugi okres czasu
(tabela 4.1). W przypadku parametrow zastosowanyeh powyszych
wykresach |fo = 1.95;¢ = 0.2), bhd metody Rungego-Kutty stajezswvickszy od
bteddéw wszystkich prezentowanych metod poczyoadNy = 2000.
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Tavg

No

0 500 1000 1500 2000 2500 3000

Wykres 4.4.T,4(No, 20) dla metody 4-go rgdu Rungego-Kutty, &€ = 0.2,p, = 1.95,
Tin = 11.65758528.

Eksperymenty numeryczne pokagupe oscylacje okresu i amplitudya s
bardzo mate. W granicg — 0 otrzymujemy1(g, po) — 0 z dokiadnécia do
btedu zaokaglenia. Najweksze wartéci 1(& po) otrzymano dla dwéch metod
projekcyjnych (przy dizych i matychpy) — byty one redu 0.2. Wszystkie inne
dyskretyzacje dajoscylacje mniejsze o jeden lub dwady wielkosci (nawet
dla duzych &). Typowy obraz przebiegu funkcji(¢, po) prezentowany jest na
wykresie 4.5 dlgp = 1.8.

4.9 Dlaczego okres i amplituda oscyluyj w bardzo regularny
sposob?

W szerokim zakresie parametréw oscylacje sa bardzo regularne i ich
amplituda jest wiksza ni bledy numeryczne o kilka edow wielkasci.
Zjawisko to okazato gisystematycznym, ubocznym efektem numerycznym.
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1.0E-10 -

10E-12 1 T

Wykres 4.5. Wzgkdne amplitudy oscylacji okreséw t) dlap, = 1.8. (SurliLF
przybieraj a prawie takie same wartdci, podobnie jest z dyskretyzacjami MID, GR
i MOD-GR, szczegolnie dla 0.1 € < 0.3).

Wyjasnienie jest zwjzane =z przedstawian wczeniej procedus
estymowania miejsc zerowych dyskretyzacji. W ogéth@kresT = Tayg i €2
niewspotmierne, dlatego4evzgledna pozycjazy pomidzy i m+1 zalery od
N. Okresowe oscylacje, ktore o obserwow@na wykresach od 4.6 do 4.11
sa zwigzane z wlasnmwiami liczby rzeczywiste] T/, a konkretnie
z aproksymagj liczb T/&i T/(2¢) przy pomocy liczb wymiernych.

Rozpoczniemy od kilku prostych definicji. Dla dahyt, e 0 R (T > £> 0)

i KON zdefiniujmy
KT _KT

Hy ::T_MK’ Vi 2—£—LK, (4.69)

takie,ze -0.5 < < 0.5, -0.5 <K < 0.5 orazM, Kk O N. Innymi stowy, dla
danego K przyjmujemy Mg takie, ze My/K jest najlepszym wymiernym
przyblizeniem (przy danym mianowniki€l) liczby rzeczywistejT/¢g, i Lx/K jest

najlepszym przyb#ieniem wymiernym (przy mianowniki€) T/(2¢). Dla danych

T, & K formuty (4.69) definiu jednoznacznig, Wk, Mk, Lx. Z powyzszych

definicji wynika bezpérednio nasipujacy lemat.

56



9,125414565 -
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9,126414545 | 440t *4p0e? tapst?
9,125414540

N

9,125414535 - e

1 1M 21 31 41 8 61 71 81 91 101 111 121 131 141 151 161 171 181
Wykres 4.6.Ty dla metody LF, & = 0.05,p0 = 1.8, T = 9.1254145545.
2,24048240 -

A
2,24048235 | s ty 1 91
224048230 { 1 1. X R e : ) p 1 .
2,24048225 4] L 1 :
2,24048220 (|| ML AL } | ( | 1 RlIE 1 1 !

“4‘ :I’ 0’.’ “.‘ ‘I‘ :'.’
2,24048215 - '/ 1 l Lathd e, L y T,
2324048210_“ 2YYPRR LA N"N« .4 235 Tea I »"0’ “"‘14»» PRte * "+ 44 »»"”’ AL 2T FUN L L '
2,24048205 -
2,24048200 -
N1z

2,24048195 + 1T e

121 41 81 81 101 121 141 161 181 201 221 241 261 281 301 321 341 361
Wykres 4.7.Ay dla metody LF, & = 0.05,py = 1.8,T = 9.1254145545.

Lemat 3. Przypécmy, ze T > € > 0, wOwczas:

1.

2.
3.
4

Jezeli | i + 1< 0.5, woéwczadksg = M + My i fikss = Lk + L.
Jezeli | wk + v3l< 0.5, wowezasiusy = Lk + Lyi Viksy = Uk + V.
Jeeli | i | < 0.25, wowezadlk = 2L i v = 2.

Jezeli K jest parzyste, tMy2 = Li | L2 =Wk.
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6,28155048

6,28155046

6,28155044

6,28155042

6,28155040

6,28155038 -

6,28155036

6,28155034

6,23155032 T T T T T T T T T T T T T T T T T T T 1
1 6 1M1 18 21 26 31 36 41 46 51 56 61 66 71 76 81 8 91 96

Wykres 4.8.Ty dla metody LF,e = 0.1,po = 0.05,T = 6.2815504224.

0,0500675 -

0,0500674

B

0,0500672 - l

0,0500671 - + A 4 )

0,0500670 -

0,0500669

0,0500668 -

N1z
0,0500667 T T T T T T T T T T T T T T T T T T T T T T T T T T T T T T T T T T T T T T T T
11 21 31 41 5 61 71 81 91 101 111 121 131 141 151 161 171 181 191 201

Wykres 4.9.Ay dla metody LF, & = 0.1,p, = 0.05,T = 6.2815504224.
Whniosek 1 Jeeli ik =0, touk = 0 i, dla parzystyct, rowniez tik» = 0.
Jezeli 1 = 0, wowcezas konfiguracjay, m, m+1 W praktyce powtarza spo

kazdychK okresach. Dlatego naturalnym jest oczekiwanie geWwrcyklicznych
zdarzé z okresenKT. W szczegoIngi y+x = Ty dla dowolnegd\.
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6,207237935

1
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Wykres 4.10.Ty dla metody Surl,e = 0.1,p, = 0.05,T = 6.297327955.

0,0501921

0,0501920 -

0,0501919 -

0,0501918 -

0,0501917 -

0,0501916 -

0,05019156 -

0,0501914

N1z

1

1M1 21 AN

41 51 81 71 81 91 101 111 121 131 141 151 161 171 181 191 201

Wykres 4.11.Ay dla metody Surl,e = 0.1,p, = 0.05,T = 6.297327955.

Aby otrzym& ,dobrg”

aproksymaag} zazwyczaj zadamy przynajmniej

Uk < 0.01. Czasami, szczegolnie dla mahclitj. K < 5), ciekawe efekty mag
wystapi¢ réwniez dla wiekszych 1« (ale w kadym razie (i« <0.1): wykres
funkcji N - Ty najwyraniej rozszczepia sinaK ,krzywych dyskretnych” Ty
I Tw naleza do tej samej krzywej j@li N = M (modK)).
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Podobne rozweania mana przeprowadzi dla oscylacji ay amplitudy.
W tym przypadku okres wyno3i¥2 i ,dobra” aproksymacja odpowiada = 0.

Przyktad 1 (schemat LFg = 0.05,pp = 1.8, T = 9.1254146). Obliczamy/&
= 182.508291 i sprawdzamye tr = 0.017, ts9 = -0.011, 151 = 0.0058, 14120
= -0.0051,.481 = 0.00067. Wykres 4.6 potwierdza istnienie charajsigcznych
wzordow oscylacji o okresach 2, 1201 181.

Okres 2 odpowiada przgjom mkdzy dwiema krzywymi podobnymi do
sinusoidy. Mianowici€ly nalezy do pierwszej ,sinusoidy” dla nieparzystelyo
i do drugiej ,sinusoidy” dla parzystede. Obie krzywe dyskretne zmieniagic
cyklicznie z okresem 120. WAaiwe caly wykres wydaje simie¢ symetre
wzgledem przesuri o 60. Rénica pomédzy Tn+eo @ Tn jest jednak dia
(w tym sensie 60 nie jest okresem), jediighezy pomikdzy Tyns+s9 @ Tn+61-

Nastpny okres, 181, jest trudniejszy do zaobserwowaniadpowiada
subtelniejszym efektom, takim jak konfiguracje ptéwk w poblizu przecgcia
dwoch ,sinusoid”, ktére powtarzgjsie, w przyblizeniu, co trzy potokresy
»sSinusoidy”.

Podobnie obliczamyv, = 0.017, vs9 = -0.0054, vig; = 0.00034,
Vogo= -0.0051. Na wykresie 4.7 widzimy cztery krzywe kigtne powtarzage
si¢ z okresem 240. Caly wykres ma okres 60, lecz @zypc sk blizej
pewnym detalom (np. obszarom w pahbli przecg¢) mozemy zauwayé
konfiguracje powtarzage st z okresem 181.

Na koniec podkrdmy, ze spetnione @ wszystkie réwnéci sugerowane

w lemacie 3 (1 = L + o, Voso = Vsg + Vigy, ta = Vo itd.)

Przyktad 2 (schemat LFg = 0.1,po = 0.05,T = 6.28155042)T/¢ = 62.815504

| sprawdzamy,ze s = 0.078, th1 = -0.029, 167 = 0.019, 5= -0.011, 5 =
0.00781h03 = -0.0031. Wykres 4.8 nie sprawia wesia rownie regularnego jak
4.6. Zwr&my uwag, ze Uk Sa stosunkowo die — pierwszyuk mniejszy ni
0.01 ma indek«K = 65, a nagpny K = 103. Blisza analiza ujawnia podobne
cechy na obu wykresach. Znajdujemy podobne do siduskrzywe
(powtarzajgce st z okresem 65). Odgt migdzy nimi wynosi 13, jednak #dica
pomigdzy Tn+13 @ Ty jest dua. ZwrG&my uwag;, ze okres 103 8 x 13, wkcC

w praktyce punkty tylko co 6smej ,sinusoidytgowtarzag.

Inne okresy K = 11, 27, 38) mag by¢ wyprowadzone ze 103 i 65.
Mianowicie 38 = 103 — 65, 27 = 65 — 38, 11 = 387 Rlozna je dostrzec na
wykresie 4.8. Przykladowo najisize punkty Tn pomidzy 6.28155037
1 6.28155038) majN = 6, 17, 22, 33, 44, 49, 60, 71, 82, 87, 98; gusimicdzy
nimi s3 dane prze2AN = 11, 5,11, 11, 5, 11, 11, 11, 5, 11 (zazwg, ze 11 +
11 + 5 = 27).
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Aby wyjasni¢ regularndci wykresu 9 obliczamys = 0.039,1,, = -0.029,»7
= 0.0093,19 = - 0.020,176 = -0.011, V193 = -0.0015, 1130 = 0.0078 oraz/gss =
0.00010. W tym przypadku struktura wzoru jestddskomplikowana, poniewa
mamy kilku kandydatow na okres. Kilku z nich pozavala jasa interpretagj.
taczac co paty punkt otrzymamy pi¢c sinusoidalnych krzywych z okresem 130.
Dystans ponddzy sisiadupcymi ,sinusoidami” wynosi 26, co jest bardzo
bliskie okresowi 27. Paniejsze minima wypadajw punktachN = 3, 25, 52, 79,
106, 128, 155, 182, 209, dlategdl = 22, 27, 27, 27, 22, 27, 27, 27 (zaumy,
ze 0wyl jest réwnie stosunkowo mate). Przyglajac sic punktom w pobliu
kazdego minimum meemy zauway¢ cyklicznas¢ z okresem 103.

Przyktad 3 (schemat Surlg = 0.1, pp = 0.05, T = 6.29723795). W tym
przypadku przebieg oscylacji okresu prezentowany wykresie 4.10 jest
wyjatkowo prosty (pojedyncza krzywa dyskretna). 2oby on wyjaniony
przez brak jakichkolwiek ,krotkich” okreséw. Najkszy z nich, wyranie
widoczny na wykresie 4.10 wynosi 36. PoréwnajmyztavartGciami tizs =
0.0057, 44145 = 0.0057, 14181 = 0.00069. Okres 181 jest nawet bardziej doktadny
niz 36 (181 jest znacznie mniejsze qdg). Dlatego co pi¢ bazowych okreséw
(181= 5 x 36) cyklicznd¢ krzywej st poprawia.

Wykres 4.11 skilada siz dwoch przecinagych se krzywych dyskretnych
(okresowych z okresem 72) gdy, = -0.028 jest stosunkowo matevy, =
0.0057. Istotne jeste v; = 0.46 jest diao wigksze nk 0w, Zauwamy, ze (b =
-0.055 réwnie nie jest zbyt die, aleis = -0.083 jest tego samegcedzi. Cata
struktura ma okres 36, ale (podobnie jak w przykiadl) r@nica pomedzy
An+3s @ Ay jest catkiem dia; Ay jest bliskieAnsss | Anvzs (35 = 0.017, 137 =
-0.011). Co wgcej, mamy catkiem doktadny okres 184y = 0.00034). €
okresowd@¢ mozna zauway¢ obserwwgc minima lub punkty, gdzie krzywe
dyskretne si przecinaj.

Podobne uwagi dotygzwykresu 4.3, gdziel = 11.88884005 orazip =
-0.0044, 1445 = 0.0035,14457 = -0.000093. Wzor przedstawiony na tym wykresie
skiada st z dziewgciu krzywych dyskretnych i powtarza ¢sicyklicznie
z okresem bliskim 457.

Zachowanie opisane na poxgzych przyktadach jest typowe. Podobne
efekty okresowe mima obserwowadla innych dyskretyzacji i innych wyborow
parametrow z wytkiem bardzo matlych warfoi & (np. € < 0.01), gdy
systematyczne oscylacje stapic poréwnywalne lub mniejsze od eoiow
zaokmglenia, co sprawige staj si¢ chaotyczne.
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4.10Numeryczne szacowanie amplitudy i okresu

Wszystkie dyskretyzacje analizowane w tym rozdzietharakteryzy sie
bardzo wysok stabilngcia trajektorii. Dziki temu wielkaci takie jaksredni
okres i srednia amplituda (w przypadku ruchu oscylacyjnega) dobrze
zdefiniowane dla kalej dyskretyzacji (zaktadgg, ze rozwaamy trajektorie
wystarczagco oddalone od separatrysy nie jest zbyt die (wystarczy przyg,
ze€<0.5).

4.10.1Srednia amplituda

Wzgledne odchylenigrednich amplitud od teorii znajdujsic w tabeli 4.2
(dla € = 0.02 i £ = 0.5). Zostaly one obliczone jako zréce poméedzy
wartasciami  numerycznymi i amplitudami teoretycznymi wiajacymi
z warunkéw pocgtkowych ruchu.

Tabela 4.2. Wzgédne odchyleniesredniej amplitudy od teorii (A = Aa4(0, 50)).

SYM-
Po LF Surl Sur2 GR MOD-GR PROJ PROJ MID
€=0,02

0,05| 5,00E-05| 1,50E-04 1,00E-04 -1,86E104,87E-08| -1,68E-08| -1,71E-08|-2,89E-09
0,1 | 500E-05| 1,50E-04 9,99E-05 -1,85E-08l,84E-08| -1,10E-08| -1,21E-08|-6,01E-0§
0,3 | 500E-05| 1,48E-04 9,92E-05 -1,74E-{08.,68E-08| 4,58E-08| 5,09E-08 -3,95E-p7
0,5 | 500E-05| 1,46E-04 9,79E-05 -1,55E{08l,56E-08| 1,69E-08| -8,59E-09-1,08E-06
0,8 | 502E-05| 1,39E-04 9,47E-05 -9,03E4{0%,37E-09| -1,46E-07| -2,05E-07|-2,84E-06
1,2 | 513E-05| 1,26E-04 8,86E-05 -3,85E{0%B,88E-09| -4,55E-09| 2,18E-09 | -7,00E-06
1,6 | 566E-05| 1,08E-04 8,24E-05 2,71E-p9 2,68E;09425;10| 1,33E-08 -1,53E-05
18 | 6,73E-05| 1,02E-04 8,48E-05 4,07E-p9 3,96E0956EB,09| 4,10E-09| -2,49E-05

€=05
2 -6,34E408,87E-03| -3,15E-02| -3,16E-02|-6,35E-03
0,1 2,55E-02| 8,52E-02 5,57E-02 -6,32E{03%,80E-03| -3,05E-02| -3,14E-02|-6,34E-03
0,3 2,58E-02| 8,46E-02 5,56E-02 -6,07E{03%,59E-03| -2,55E-02| -2,76E-02|-6,27E-03
0,5 2,65E-02| 8,34E-02 5,54E-02 -5,72E{03%,13E-03| -1,44E-02| -2,13E-02|-6,30E-03

2

2

2

2

0,05 | 2,54E-02| 8,52E-02 5,58E-Q

0,8 | 2,81E-02| 8,05E-02 5,46E-0 -4,58E{0%,01E-03| 8,86E-03| -5,54E-03-6,12E-03
1,2 | 3,07E-02| 7,42E-02 5,32E-0 -2,44E+{02,69E-03| 3,40E-02| 1,95E-02 -6,54E-0p3
1,6 | 3,84E-02| 6,52E-02 5,19E-0 1,80E-p4 1,46E;0431B503| 1,76E-02] -9,00E-03
1,8 | 4,76E-02| 6,14E-02 5,46E-0 1,22E-p3  1,31E;035665503 | 5,70E-03| -1,36E-02

Widzimy od razu,ze w obu przypadkach najlepsze wyniki gabydwa
schematy gradientowe (a najgorsze Surl i Sur2).lng bhd dyskretyzacji
LF i metod Surisa praktycznie nie zate od p,. Doktadndé¢ metod
gradientowych wzrasta dla gigch pg zaréwno dlas = 0.02, jak i€ = 0.5. Przy
matych wartgciach € (np. £ = 0.02) réwnie schematy rzutowane dapardzo
mate odchylenia kdu 10° lub 10° (podobne do metod gradientowych) przy
czym ich dokladn& zalezy od po. Przy niektorych warteiachpo (np. po =1.6)
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ich doktadné¢ jest bardzo dia,
wyraznie mniejsza.

podczas gdy przy innych (npe = 0.8) —

?.B N T E LF
76 4 —5— Surf
7.4 - —m— Sur?

—a—GR
7.2 -

—— MOD-GR
7.0 - —s—PROY
68 —a— SYM-PRO
6.6 -
6.4 -
6.2 -
6.0 -

£
ﬁnﬂ 1 1 1 1 1 1
1] 0.2 0.4 0.6 0.8 1 1.2

Wykres 4.12.T, . = 'ITan (0,100 200 jako funkcja edlap,=0.1, [y, = 6.28711782).
(Sur2 i GR daja praktycznie te same rezultaty, MOD-GR jest bardzdliski teorii).

2.40 -
2.38
2.36
2.34
2.32 1
2.30
2.28
2.26
2.24
2.22 1
2.20

—4—LF
—B8— Surl

—— Sur?
—&—GR

—— MOD-GR
—&—FPROJ

—— SY¥YM-FROJ
—a— MID

l".'llkm.llg

Wykres 4.13.Aag= Aag(0, 50) jako funkcjaedlap, = 1.8, Ay = 2.239539). GR daje
praktycznie te same wartdéci co MOD-GR, podobnie jest w przypadku dwdch
metod rzutowanych.
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Schematimplicit midpoint jest porownywalny z metodami gradientowymi,
jednak tylko przy matych warfciachpo (po < 0.1). Przy daych wartgciachpg
(po> 1.6) dyskretyzacje LF, obie Surisaimplicit midpoint dap znacznie
wigksze odchylenia (nawet czteryedy wielkosci przy matych wartéciaché).

Dla wigkszych £ (np. € = 0.5) r@nice pome¢dzy badanymi metodamias
znacznie mniejsze (#@ia sie najwyzej o dwa rzdy wielkasci). Reguh
pozostaje najwisza dokladn@& metod gradientowych.Implicit midpoint
dorownuje im w doktadniei dla pp < 1.2, podczas gdy metody rzutoware s
prawie zawsze znacznie gorsze z atkiem wybranych wartai po (np.
po = 0.8). LF i obie metody Surisa majyicksze wzgtdne odchylenie od teorii
w catym zakresie zmienfoi po. Warto zaznaczyjednake, ze nawet te ,die”
odchylenia nie przekraczakilku procent z wyjtkiem sytuacji, gdypo zbliza sk
do 2 (wbéwczas dyskretyzacje te ni@ w stanie odtworzy teorii nawet
jakosciowo).

Wykres 4.13 ilustruje zakmos¢ sredniej amplitudy ot dlapy = 1.8. Metody
gradientowe i (zwtaszcza dk< 0.3) metody projekcyjneasrajdoktadniejsze.

4.10.2Sredni okres

Wzgledne odchylenia od teoriiredniego okresuasprzedstawione w tabeli
4.3 (dlag=0.02 ie = 0.5). Przypy < 0.5 wszystkie dyskretyzacje z wifiem
modyfikowanego dyskretnego gradientu snagpdobne kidy wzgkdne (Surl
jest najgorszy wrod nich). Modyfikowany gradient jest znacznie teps$dlapo
= 0 daje odchylenia mniejsze o co najmniej cztergdyz wielkosci) —
porownajmy wykresy 4.1 = 0.1) i 4.14 o = 0.02).

Przy wkkszych wartéciach p, wszystkie dyskretyzacje naajzblizona
doktadn@¢ z dwoma interesagymi wyjatkami: schematy LF oraazmplicit
midpoint wydap si¢ posiada ,rezonansowe warkgi” po, przy ktorych ich
doktadn@¢ jest znacznie lepsza od doktadoio wszystkich innych metod.
Wykres 4.15 pokazuje, jak doktadny jest schemat By po = 1.21 dla
praktycznie wszystkich warfoi & Pokazane tam asréwniez dwie inne
dyskretyzacjeimplicit midpointi zmodyfikowany dyskretny gradient (kolejne
najlepsze przy tej warfoi po) — znacznie gorsze miLF. Odchylenia
pozostatych dyskretyzacji asjeszcze wiksze. Implicit midpoint posiada
analogiczn ,rezonansow wartaé¢” po = 1.6. Warto tu podk&i¢ dosé
zaskakujcy fakt,ze rzutowanie zastosowane do metody LF wpltywa negaty
na doktadné& odwzorowaniasredniego okresu w przedziale 0.8ps < 1.8
zwihaszcza dla wkszych wartéci € (np. €= 0.5).
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Tabela 4.3. Wzg¢dne odchylenie okresu od teorii ,,,, =T, (0,100 200)).
Po LF Surl Sur2 GR | mobGR PrOJ | ™™ MID
PROJ
£ =0,02
0,02 -1,67E-0% 8,33E-05[ 3,33E-05] 3,33E-05| -3,34E-09 -1,66E-05] -1,66E-05] 3,33E-05
0,05 -1,66E-0% 8,33E-05| 3,33E-05 3,33E-05| -2,08E-08 -1,64E-05| -1,65E-05|3,33E-05
0,1 -1,66E-05 8,32E-05 3,33E-05| 3,32E-05| -8,34E-08 -1,56E-05| -1,59E-05| 3,32E-05
0,3 -1,59E-05 8,18E-05| 3,30E-05| 3,26E-05| -7,52E-07 -6,74E-06| -1,01E-05| 3,24E-05
0,5 -1,45E-05 7,92E-05| 3,23E-05| 3,12E-05| -2,10E-06 1,11E-05| 1,70E-0§ 3,07E-05
0,8 -1,08E-05 7,28E-05| 3,10E-05| 2,79E-05| -5,45E-06 5,58E-05| 3,16E-05 2,63E-05
1,0 -6,99E-06 6,71E-05| 3,01E-05| 2,47E-05| -8,63E-06 9,86E-05| 6,05E-05 2,20E-05
1,2 -1,48E-06 6,05E-05| 2,95E-05 2,07E-05| -1,27E-0% 1,53E-04| 9,80E-05 1,62E-05
1,4 6,86E-06 5,37E-05| 3,03E-05 1,56E-05| -1,77E-05 2,21E-04| 1,46E-04 8,30E-06
1,6 2,12E-05 4,92E-05| 3,52E-05| 9,31E-06| -2,40E-05 3,05E-04| 2,07E-04 -3,63E-06
1,8 5,64E-05 5,91E-05| 5,77E-05| 9,19E-07 | -3,24E-05 4,08E-04| 2,87E-04 -2,75E-05
1,95 2,17E-04 1,90E-04| 2,03E-04| -9,09E-06| -4,24E-05| 4,99E-04| 3,72E-04 -1,15E-D4
1,99 8,96E-04 8,50E-04| 8,73E-04| -1,50E-05| -4,83E-05| 5,19E-04 | 4,08E-04 -4,57E-D4
2,0 - 10° | 7,12E-03| 7,06E-03| 7,09E-03| -1,95E-05| -5,29E-05| 5,14E-04| 4,26E-04 -3,40E-03
2,0 - 10" | 9,17E-02| 9,16E-02| 9,16E-02| -2,22E-05| -5,56E-05| 5,05E-04| 4,34E-04 -2,40E-02
2,0-10° -2,43E-05| -5,58E-05| 4,99E-04| 4,40E-04 -1,03E-p1
2,0 - 1¢° -2,80E-05| -5,69E-05| 4,94E-04| 4,43E-04 -2,13E-p1
2,0 - 10’ -7,33E-05 -2,09E-05| 4,91E-04| 4,46E-04 -3,08E-p1
2,0 - 1¢° 1,38E-04| 1,15E-04 4,88E-0p 4,48E-04 -3,83E-01
2,0 - 10° -1,61E-03| 1,18E-03| 4,86E-04 4,50E-04 -4,43E{01
2,0 + 10° |-4,15E-01/-4,15E-01 -4,15E-01 -5,16E-05| -4,23E-06| 2,82E-04| 3,32E-04
2,0 + 10" |-3,44E-01 -3,44E-01 -3,44E-01 -1,59E-05| -6,26E-05| 2,60E-04| 3,15E-04
2,0 + 10° |-2,54E-01 -2,54E-01 -2,54E-01 -2,90E-05| -6,44E-05| 2,31E-04| 2,94E-04
2,0 + 10° |-1,43E-01 -1,43E-01 -1,43E-01 -2,45E-05| -5,74E-05| 1,94E-04| 2,67E-04
2,0001 | -4,26E-0p-4,27E-02-4,27E-02 -2,22E-05| -5,55E-05| 8,93E-05| 1,76E-04 3,38E-02
2,001 | -6,68E-03-6,73E-03-6,70E-03 -1,96E-05| -5,29E-05| 1,62E-04| 2,69E-04 3,49E-03
2,05 -2,44E-04-2,78E-04 -2,61E-04 -1,14E-05| -4,47E-05| -3,47E-06| 1,57E-04| 1,14E-0#
2,1 -1,46E-04-1,74E-04 -1,60E-04 -9,25E-06| -4,26E-05| -3,91E-05| 1,31E-04| 6,62E-05
2,2 -9,25E-05-1,13E-04 -1,03E-04 -7,02E-06| -4,04E-05| -7,22E-05| 1,04E-04| 4,10E-05
2,5 -5,71E-05-6,97E-05-6,34E-09 -4,20E-06| -3,75E-05| -1,08E-04| 6,77E-05| 2,54E-05
3 -4,45E-0-5,18E-05 -4,81E-05 -2,44E-06| -3,58E-05| -1,28E-04| 4,18E-05| 2,04E-0b
5 -3,61E-04-3,83E-05-3,72E-05 -7,26E-07| -3,41E-05| -1,43E-04 1,46E-05| 1,75E-0b
10 -3,40E-05-3,45E-05 -3,42E-05 -1,70E-07| -3,35E-05| -1,42E-04| 9,53E-06| 1,69E-05
€=0,5
0,1 -1,06E-02 5,06E-02 2,05E-02] 2,04E-02] -5,02E-0% -9,86E-03| -1,03E-02[2,04E-02)
0,3 -1,01E-02 4,97E-02( 2,03E-02| 2,01E-02| -4,53E-04 -3,29E-03| -7,54E-03| 1,99E-02
0,5 -9,17E-03 4,80E-02( 1,98E-02| 1,93E-02| -1,27E-03 1,01E-02| -1,69E-031,89E-02
0,8 -6,71E-03 4,40E-02| 1,89E-02| 1,73E-02| -3,30E-03 4,43E-02| 1,42E-02 1,64E-02
1 -4,13E-03 4,02E-02| 1,83E-02| 1,53E-02| -5,25E-03 7,85E-02| 3,12E-02 1,38E-02
1,2 -4,05E-04 3,58E-02( 1,79E-02| 1,29E-02| -7,74E-03 1,24E-01| 5,55E-02 1,03E-02
1,4 5,31E-03 3,11E-02| 1,83E-02| 9,82E-03| -1,09E-02 1,84E-01| 9,04E-02 5,56E-03
1,6 2,40E-02 3,74E-02| 3,08E-02| 8,57E-03| -2,13E-02 4,11E-01| 2,14E-01 -1,91E-03
1,8 4,28E-02 3,27E-02| 3,80E-02| 6,42E-04| -2,03E-02 3,15E-01| 2,19E-01 -1,56E-D2
1,95 3,41E-01 1,86E-01| 2,56E-01| -5,72E-03| -2,68E-02| 2,86E-01| 3,06E-01 -5,94E-02
1,99 -9,51E-03| -3,06E-02| 2,23E-01| 3,31E-01 -1,54E-D1
2,0 - 1C° -1,24E-02| -3,36E-02| 1,59E-01| 3,31E-01 -3,21E-p1
2,0 - 10 -1,41E-02| -3,53E-02| 1,19E-01| 3,26E-01 -4,48E-D1
2,0 - 10° -1,52E-02| -3,65E-02| 9,09E-02| 3,22E-01 -5,36E-D1
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LA S 2N A A ) © R By ) 9 )

SYM-

Po LF GR MOD-GR PROJ PROJ MID
2,0-1¢ -1,61E-02| -3,73E-02| 7,16E-02| 3,19E-01 -6,01E-
2,010 -1,67E-02| -3,80E-02| 5,87E-02| 3,17E-01 -6,49E-
2,0-1¢ -1,73E-02| -3,86E-02| 4,46E-02| 3,16E-01 -6,88E-
2,0—109 -1,73E-02| -3,86E-02| 3,55E-02| 3,14E-01 -7,18E-
2,0+lO8 -7,24E-01 -1,72E-02| -3,85E-02| -5,68E-02| 2,42E-01
2,0+lO7 -6,90E-01 -1,67E-02| -3,80E-02| -5,61E-02| 2,35E-01
2,0+lO6 -6,47E-01 -1,61E-02| -3,73E-02| -5,53E-02| 2,26E-01
2,0 + 10° |-5,90E-01 -1,52E-02| -3,65E-02| -5,41E-02| 2,15E-01
2,0001 -5,12E-0 -1,41E-02| -3,53E-02| -5,72E-02| 1,96E-01
2,001 -3,97E-0 -1,24E-02| -3,36E-02| -4,36E-02| 1,80E-01
2,05 -1,17E-0] -7,20E-03| -2,83E-02| -4,02E-02| 1,14E-01| 9,20E-0
2,1 -8,11E-02 -5,86E-03| -2,69E-02| -4,18E-02| 9,80E-02| 4,62E-0
2,2 -5,57E-02 -4,45E-03| -2,55E-02| -4,42E-02| 8,08E-02| 2,70E-0
2,5 -3,68E-041 -2,68E-03| -2,37E-02| -5,03E-02| 5,49E-02| 1,64E-0
3 -2,96E-02 -1,57E-03| -2,25E-02| -5,51E-02| 3,34E-02| 1,34E-0
5 -2,68E-02 -5,04E-04| -2,14E-02| -5,54E-02| 4,32E-03| 1,29E-0
10 -5,09E-07 -1,82E-04| -2,13E-02| -1,39E-02| -1,23E-02| 2,68E-02

2,00E-06

ATiTw,
S
0,00E+00 |+
0

-2,00E-06 -

-4,00E-06 -

-5,00E-06 -

-8,00E-06 -

-1,00E-05 -

1,20E-05

Wykres 4.14. Zmodyfikowana metoda dyskretnego graéntu. Wzgledne odchylenie
od okresu teoretycznego jako funkcjaedlap, = 0.02, T, = 6.283342395,

T(& = Tay(0, 30).

Gdy po zbliza st do 2, woOwczas obie metody gradientowe astak
doktadniejsze od innych badanych schematéw (jedghaematyche, metody

projekcyjne § lepsze).

Dla pp bardzo bliskich tej wartei
doktadnd¢ wszystkich metod gwattownie ¢spogarsza, a schematy LF i obie

granicznej

metody Surisa dajruch rotacyjny zamiast oscylacji (tabela 4.3). @aganie
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dyskretyzacji w najbfiszym otoczeniu separatryspo(= 2) jest dyskutowane
dalej. W tym miejscu zauway jedynie, ze dla pp nieco wekszych od 2,
metodaimplicit midpointnie odtwarza rotacji, lecz dalej oscyluje wykazugic
ztym zachowaniem jakkgiowym.

0.03 { ATIT,,

0.02

0.01

0.02 -

Wykres 4.15. Wzgédne odchylenie od okresu teoretycznego jako funkcjadla
po=1.21, T = 7.01866131087T (¢) =T,,4 (0,100, 200) .

W przypadku ruchu rotacyjnego, wedhe odchylenigredniego okresu od
teorii jest podobne dla wszystkich badanych dyskaatji z wyptkiem metody
dyskretnego gradientu, ktéra jest lepsza o jedbrdiMa rzdy wielkosci.

4.11Interesujace przypadki szczegolne

W tym podrozdziale zostankrotko omowione pewne zagadnienia, ktére
warto by byto poddaw przyszigci doktadniejszej analizie.

Ekstrapolacja € - 0

Dla wszystkich badanych dyskretyzacji oczekujengy,
Lim)T(g’ Po) = Tin (Po), ET)A(‘S’ Po) = An(Po) - (4.70)

gdzieTin(po), An(po) Nie zalea od dyskretyzacji i growne teoretycznej wardoi
wyznaczonej ze wzoréw analitycznych (wioaej poprzez funkcje eliptyczne);
porownajmy wykresy 4.12 i 4.13.
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Poddajmy analizie ikciowej przypadek pokazany na wykresie 4.12
(doktadny okresTy = 6.28711783). Fitac wielomian trzeciego stopnia
(w rzeczywistdci bardzo bliski paraboli) na 12 punktach £ 0.01, 0.02,...,
0.11, 0.12) dostajemy

T =-0,03867 + 1,310512* - 0,000105@ + 6,28711875 (Surl),

T = -0,0090%° + 0,524053 - 0,000024% + 6,28711805 (Sur2), (4.71)
T =-0,0047%° - 0,260242° - 0,000013@ + 6,28711794 (LF)

Ostatnie wyrazy estymajzupeinie dobrze doktadny okres. Przyjpuijza
jednostke 107 wyznaczono ich bezwzglne bedy odpowiednio jako 9.2, 2.2
i0.9. S§ one porownywalne z odchyleniami od teorii dia = 0.001
(wynoszicymi odpowiednio 13.1, 5.2 i -2.6). Odchylenia eorii przys= 0.01
(wynoszice odpowiednio 1307.2, 523.3 i 260.6d wicksze o dwa ray
wielkosci. Zmodyfikowana metoda dyskretnego gradientu gprawlky d) bije
pozostate dyskretyzacje na gigwej odchylenie przy = 0.01 wynosi tylko 1.3
(w tych samych jednostkach).

Zachowanie w pobliu separatrysy

Separatrysa jest gramicpomidzy ruchem oscylacyjnym i rotacyjnym.
Tablica 4.3 prezentuje wad okresu dla ruchu w pobli separatrysy, to
znaczy dlapp= 2. Jest to zakres parametréw najtrudniejszy diktadimych
symulacji numerycznych. Schematy gradientowe iowatne daj przyzwoite
wyniki, zwlaszcza dla matycl, i 3 znacznie lepsze od wszystkich pozostatych
metod. Dla ruchu rotacyjnego w pahli separatrysy nawet metody rzutowane
stap sic mniej doktadne i tylko schematy gradientoweadsiosunkowo dobre
wyniki ilosciowe (tablica 4.3).

Pozostate dyskretyzacje mpgenerowa zte wyniki nie tylko ilgciowe, ale
nawet jakéciowe. Przyktadowo, LF i oba schematy Surisa zaapyn
symulow& ruch rotacyjny przy pewnycpy < 2 dla dostatecznie dych &£ (np.
dlapo =1.99 ode = 0.5, a dlgpp = 1.99999 odk = 0.02). W tym samym czasie
metoda implicit midpoint generuje oscylacje dla pewnygh > 2 (np. dla
Po = 2.000001 oc = 0.02, a dlg = 2.001 ode = 0.5). Dla pewnych warunkéw
pocatkowych metoda LF generuje trajektorie chaotycadawet w przypadku
dobrego zachowania jaktiowego metody te dajpardzo due bkdy wzgkdne,
zwhaszcza dla wkszyche (dlag= 0.5 il po - 200< 0.001 schematy LRmplicit
midpointi oba Surisa osgaja btedy wzgkdne rzdu 30% - 70% i wicej.

Jeli po=2, wowczas (w przypadku agtym) mamy ruch wzdh
separatrysy, to znaczy - mdlat — . Przy wekszych & (poczynajc od
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£=0.2) zachowanie to nie
dyskretyzaciji.

jest odtwarzane przemm 2z badanych

35 -
Pn 4 LF
ol + MOD-GR
29 - < MID
——Exact
20 -

13 -

10 -

@ &
o o
Cogaeee” ne

30 40 a0

Wykres 4.16.¢, dla p, = 2.000001¢

= 0.1. Okres rozwizania doktadnego

Ty = 16.5880953&redni okres zmodyfikowanego dyskretnego gradientu:

T =16.56380722.

70 -
Pn < GRAD
60 - o
* WOD-GRAD
PRty ety
30 - o PROJ Lol Y S Y S
40 - ¢ SYM-PRO o-oo-o-o-o-oinum‘
o IO G
30 SICCTGEE
SO
20 ~
SOGEItere  yeseeee IR Resaaas
10 - L aaade o LIPE *serenet e Sorte
0 4m Ty
<><><><><><><><>O ST IRataaaa™ SO0, o
A0 4 L S L ettt
Ne
'2[' T T T T T T 1
0 a0 100 150 200 250 300 Ja0

Wykres 4.17.¢, dlap, = 2, & = 0.1, bhd zaokragleniaA = 10"°,
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Ciekawe wyniki dag oba schematy gradientowe (wykres 4.17). Standaydow
dyskretny gradient generuje oscylacje, ale wimg wykonat dwie wsteczne
rotacje. Podobnie zachowuje gmodyfikowany dyskretny gradient, a obraz ich
ruchu zaley od € oraz wyboru kidu zaokgglenia. W kadym przypadku dla
obu schematow gradientowych mamy pevinzbe wygladajacych chaotycznie
przeskokéw pomidzy oscylacjami i rotacjami w obu kierunkach. Jakowo
takie zachowanie natg uzn& za prawidtowe. Odzwierciedla ono fakg stan
rownowagi w punkciep = rrjest nietrwaty. W tym samym czasie dyskretyzacje
rzutowane (zupetnie dobrze jalaiowo opisujce ruch w pobfiu separatrysy)
generuy stosunkowo powolny ruch rotacyjny (podobnie jakanstardowa
metoda LF i obydwa schematy Surisa). Jedeattla bardzo matycly (tj. € <
0.00025) metoda rzutowania symetrycznego wydagegenerowa wiasciwe
zachowanie jakiciowe i jest o wiele lepsza miinne rozpatrywane schematy
numeryczne (wykres 4.18).

40 -
35 - Pu ©GR PP
30 4 + MOD-GR .
< PROY SEAEEES
25 - + SYM-PROJ *
2 ’¢¢¢¢¢¢¢ Loy ety
o
15 - PRIl ooooooooooooo
10 - ¢¢¢¢¢¢¢;ooooooooooo
H * °
M“@o e e bas s piddddldld e s e s e e
0l J‘J‘-)-)-)JJJJJ 0@@@
Q%QWO S
5 -
nE
'1'] T T T T T T T 1
1] 20 40 60 80 100 120 140 160

Wykres 4.18.¢, dlap, = 2, & = 0.00025, kjd zaokragleniaA = 10",
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Korzysci wynikajace z nowej metody dyskretyzacii

Metoda dyskretnego gradientu skorygowana wspotakyem o okazata si
by¢ bardzo wydajna przy numerycznej estymacji okredia (stosunkowo
matych amplitud). Zakres tych ,matych” amplitud jestkiem day, siggajacy
do ¢ = 174, co odpowiaday < 0.8. Obejmuje zatem rowrigrzypadki, ktére
nie mog by¢ przyblizane drganiami liniowymi. Nawet dig@y,=0.8 nowa
metoda jest kilka razy lepszazmajlepsze z rozpatrywanych schematow, a dla
mniejszychpy staje st lepsza nawet o czterygay wielkosci (np. dlapy = 0.02
wzgledne odchylenie innych dyskretyzacji jestelize o czynnik przynajmniej
0.5x 10* (tabela 4.3)).

Wykres 4.12 (o = 0.1) pokazuje jak doktadny jest okres drdgaj metody
w poréwnaniu z okresami innych schematéw numeryclani?odobnie, wykres
4.14 prezentuje wzeline odchylenie od teorii dig = 0.02 i szerokiego zakresu
zmienndci & Widzimy, ze nawet dlas = 1, wzgkdne odchylenie wynosi tylko
10°! Przy matych wartéciache odchylenie to ogga 10° i mniej.

Metoda ta pracuje réwniebardzo dobrze przy dych amplitudach, jednak
dla po wigkszych ni 1.4, lepszy jest zwykly dyskretny gradient, a pgla= 1.2
I po = 1.6 nie do pobiciasgsodpowiednio schematy LFimplicit midpoint dla
ktoérych g to amplitudy ,rezonansowe”. W przypadky > 2 poprawkad ma
negatywny wptyw na dokitaddé dyskretyzacji gradientowej (najlepszej dla
ruchu obrotowego), jednak utrzymuje sina na poziomie pozostatych badanych
schematéw numerycznych.

W Dbliskim otoczeniu separatrysy zmodyfikowana matodyskretnego
gradientu zachowuje gipodobnie jak zwykly dyskretny gradient i doskonale
odwzorowuje jakéciowe cechy ruchu. Co wéej, rownie jej wyniki ilosciowe
sa bardzo dobre (tabela 4.3). Wykres 4.16 poréwnaghawanie tej metody ze
schematami LF implicit midpointdlapy = 2.000001. Punkty generowane przez
zmodyfikowar, metod dyskretnego gradientu praktycznie pokryaagic
z rozwizaniem doktadnym (wzgtiny bhd okresu wynosi 0.59%), prawie tak
dobrze, jak w przypadku dyskretnego gradientu (wdmmy bhd 0.25%).
Widzimy na nim, ze metoda LF daje dobre zachowanie fakowe, ale
z okresem dwukrotnie mniejszym od teoretycznelyoplicit midpoint daje
niewtasciwe zachowanie jakkgiowe: oscylacje zamiast rotacji.
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4.12Krzywe fazowe

Przedstawimy tu wybrane wykresy fazowe uzyskanemqm dyskretyzacii
LF i metody dyskretnego gradientu. Oba schematya dapdobny obraz
przestrzeni fazowej zatréznica, ze dyskretny gradient dziata zasadniczo przy
dowolnym gdzie pocatkowym po i kroku czasowyme, za LF traci stabilné¢
w poblizu separatrysy i przy wkszyche. llustruja to wykresy 4.19 i 4.20.

5.0 -

3.0 -

Wykres 4.19. Rodzina krzywych fazowych dyskretyzaclLF w obszarze
niestabilnosci, €= 0.75,t = 0,po O {0.2; 0.5; 0.9; 1.3; 1.6; 1.9; 2.000001; 2.1; 2.3.0;
4.0} (modulo 2rrdla ruchu rotacyjnego).

4.5 - p

Wykres 4.20. Rodzina krzywych fazowych standardowexgdyskretnego gradientu,
£=0.75t=0,p, 0{0.2; 0.5; 0.9; 1.3; 1.6; 1.9; 2.000001; 2.1; 2.3.0; 4.0} (modulo
2rrdla ruchu rotacyjnego).
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Chocia LF jest metod symplektyczn, a dyskretny gradient nie, wykresy
4.21 i 4.22 pokazaj ze w obu przypadkach obraz przestrzeni fazowej jest
réwnie stabilny w czasie.

Wykres 4.21. Rodzina krzywych fazowych dyskretyza¢lLF, £= 0.2,t = 1C,
po 0{0.2; 0.5;0.9; 1.3; 1.6; 1.9; 1.99; 1.999999; 224, 3.0; 4.0} (modulo 2rdla
ruchu rotacyjnego).

Wykres 4.22. Rodzina krzywych fazowych standardowexgdyskretnego gradientu,
£=0.2,t=10¢, p,0{0.2;0.5; 0.9; 1.3; 1.6; 1.9; 1.99; 1.999999; AW01; 2.1; 2.4;
3.0; 4.0} (modulo 2rdla ruchu rotacyjnego).
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4.13Wydajnosé badanych dyskretyzacji

Jest oczywisteze dyskretyzacje gradientowe, rzutowanenplicit midpoint
wymagaj wiekszego nakladu pracy i reszta badanych schematow.
Dodatkowo czsto mana je realizowa przy pomocy réniacych se szybkacia
algorytméw. Przyktadowo, §# priorytetem jest szybki dziatania — lepiej do
rozwigzywania rowna wykorzyst&d metod Newtona. Déwiadczenie pokazuje
jednak, ze wprowadza ona pewien dryf wynikow w dbzym okresie czasu.
Dlatego, gdy zatkey nam na doktadrigi, lepiej jest wykorzysta np. wolniej
dzialapca metod; bisekcji. Przeprowadzono pomiary czasow wykonania
stosownych procedur dla wszystkich omawianych setém numerycznych
parametryzujc je czasem ewolucji uktadu i wykorzystajw implementacjach
metod? Newtona. Wykres 4.23 pozwala ocenwzgledna pracochtonngd
wszystkich metod jako funkgije dla przyktadowej wartei po.

40 -
AtIAY £

35 -

S —1— Surl

75 —a— Sur?
—a—GH

20 + —e—MWOD-GR

15 | —o—PROJ
—a— S MW-PRO

10 - —&— MID

&

Wykres 4.23. Wzgkdne czasy wykonania badanych dyskretyzacji dlg, = 0.1
(LF =1).

Obie metody Surisa (0 rownej w zasadzie pracocldéoin sa 20-30%
wolniejsze od schematu Lkmnplicit midpointdziata od 1,5 do 2 razy wolniej,
metody gradientowe i rzutowana standardowoaneapsy wykonania od 3 do 6
razy diwsze, na kacu jest metoda naturalna rzutowana symetrycznéakdaje
czasy od 15 do nawet 35 razy #iae (przy matych gdkosciach poczatkowych
i duzychg). Charakterystyczna jest zatms¢ szybkdci dziatania wszystkich
bardziej ztaonych metod od-.
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Gdyby wykonanie kadego kroku trwato zawsze tyle samo, (co Zédduza
doktadndgcia zachodzi w przypadku metod deych s¢ wyrazic jawnie za
pomoe formuty matematycznej), czasy dziatania dyskretyiz&&) powinny

zachowywd si¢ jak funkcje postacit(e) =ac™, gdzie b=1. Wbwczas

b

odwrotna¢ tej funkcji postaci t‘1(£)=££ maoze definiowa& wydajnaé
a

dyskretyzacji wyraona w arbitralnych jednostkach, a jej przebieg powinimg
zblizony do linii prostej. Rzeczywiste przebiegi funktfié) przedstawiono na
wykresie 4.24.

3.0E+07 -
t' - LF

—0— Surl

—— Sur?
—&—GR

—— MOD-GR
——FPROJ
—a— SYM-FPROJ

2.3E+07 ~

2.0E+07 ~

1.5E+07 -

1.0E+07

5.0E+06 -

0.0E+00 AR ——p—2—n—s—s
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1

Wykres 4.24. Porownanie wydajnéci badanych dyskretyzacji dlap, = 0.1 (LF = 1).

Wspébtczynniki funkcji paggowych postacit(s) = as” dopasowanych do
wybranych krzywych z wykresu 4.24 zamieszczone beliad.4 pokazy, ze
w odchylenia wspétczynnikgB od jedndci dla wigkszasci dyskretyzacji 8
niewielkie. Dotyczy to zwlaszcza metody LF, ale zZak Surl i Sur2.
Wspétczynnik S najbardziej odbiega od jedém w metodzie rzutowania
symetrycznego, ktéra charakteryzuje sajwicksza ztozonacécia obliczeniow.
Czas wykonania jednego kroku w tej metodzie zdeaosphoe nie jest staly
i zalezy, przy zadanej doktadsoi, od takich globalnych parametrow jaki ¢,
ale take chwilowych wartéci potozenia i gdu.
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Tabela 4.4. Wspo6tczynniki dopasowania funkcji patgowych postacit(¢) = as” do
krzywych wydajnosci dla wybranych dyskretyzacji (p, = 0,1; t = 3000)

Dyskretyzacja a Aa B AB
LF 3,1810’ 9,0310* 0,998 0,00506
Sur2 2,60 9,3m0" 1,006 0,00655
MOD-GR 1,060’ 9,2310" 1,016 0,01570
PROJ 1,0010° 8,3610" 0,805 0,12760

Omoéwione pomiary wydajrigi badanych schematéw numerycznych
wystarczag, aby postawd i odpowiedzié na pytanie, czy koszty uzyskania
lepszego odwzorowania amplitudy lub okresu drgezy danej wartsci kroku
czasowegos przy pomocy zaawansowanych metod rmiezbyt wysokie. By
moze bardziej ekonomiczne jest zastosowanie dyskrefiyzaajprostszej
i najszybszej (LF) z odpowiednio matym krokiem aaagm? Odpowied
znajdziemy w tabeli 4.5, ktéra zawiera porownaniekgwnaosci metody LF
(szybkiej i dobrej dla rozsinych parametrow wygiowych) z wprowadzonw
tym rozdziale metogd zmodyfikowanego dyskretnego gradientu. Za miar
doktadndci przyjeto wzgkdne odchylenie od okresu teoretycznego. W trzech
pierwszych kolumnach as dane dyskretyzacji LF: krok czasowy,
odpowiadajce mu wzgtdne odchylenie okresT /T oraz czas wykonania
odpowiedniej procedury. W czterech dalszych koluomnanamy wzgidne
odchylenie AT /T okresu metody konkurencyjnej przy kroley krok czasowy
£ > & przy ktérym metoda konkurencyjna gga doktadné¢ metody LF, czas
pracy tej metodyt’ przy nowym krokug i na kaicu wart@g¢ utamkat7t (im
mniejszy, tym lepiej dla metody konkusggj).

Nietrudno sprawdZi ze dyskretyzacja LF w szerokim zakresiedkosci
pocatkowych (od 0,5 do 1,5) ewentualne braki dokiagmonadrabia
szybkdcia dziatania. Po drodze przytrafiaggej po ,Fezonansowe” o wartei
lezacej w poblizu 1.21, przy ktérej dodatkowo agia najlepsz dokladndé
odwzorowania okresu. Jednak w obszapge< 0,5 zmodyfikowany dyskretny
gradient swagj doktadndcia zaczyna kompensowa mniejsz szybka¢
dziatania. Efekt ten peguje st przy malegcych p, (zmodyfikowany dyskretny
gradient staje sio ponad rzd wielkosci bardziej efektywny i LF). W poblizu
predkosci 1,6 najbardziej efektywna jest metodmplicit midpoint a dla
wyzszych pedkosci ponownie LF oraz obie metody Surisa (nie dotyday
obszaru w pobku separatrysy, w ktérym metody te gaje wyniki).
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Tabela 4.5. Poréwnanie efektywnsri (czasow wykonania) wybranych schematéw
numerycznych z efektywndcia dyskretyzacji naturalnej na przykiadzie odchylai
srednich pocztkowych okreséw od teorii dla matych pedkosci poczatkowych

po = 0,02
LF MOD-GR
€ ATI/T t ATI/T € t' t'/t
0,02| 1,67E-05 | 1,581E-04 1,25E-07 0,7185 1,257E:07 0,07
Po = 0,05
LF MOD-GR
€ ATIT t ATI/T € t' t'/t
0,02| 1,66E-05 | 1,573E-06 3,14E-08 0,7239 1,309E:07 0,08
Po = 0,1
LF MOD-GR
€ ATI/T t ATI/T € t' t'/t
0,02| 1,66E-05 | 1,576E-04 1,09E-07 0,2689 4,888E:07 0,31
0,05| 1,04E-04 | 6,263E-07  5,18E-07 0,6939 1,924E:07 0,30
0,08| 2,65E-04 | 3,902E-07 1,38E-06 0,9847 1,364E:07 0,34
Po = 0,3
LF MOD-GR
€ ATI/T t ATI/T € t' t'/t
0,02| 1,59E-05 | 1,562E-04 7,45E-07 0,0913 1,099E:06 0,70
0,05| 9,94E-05 | 6,215E-07 4,71E-06 0,2281 4,375E:07 0,70
0,08| 2,55E-04 | 3,873E-07 1,21E-0% 0,3708 2,683E:07 0,6928
0,1| 3,98E-04| 3,095E-07 1,89E-Op 0,4624 2,149E-07 694%
0,15| 8,96E-04 | 2,058E-07 4,19E-05% 0,7214 1,374E:07 0,6673
0,2| 1,60E-03| 1,541E-07 7,56E-Op 0,9709 1,019E-07 6610,
Po = 0,5
LF MOD-GR
€ ATI/T t ATI/T € t' t'/t
0,02| 1,45E-05 | 1,595E-06 2,13E-06 0,0521 1,993E:06 1,2490
0,05| 9,07E-05 | 6,279E-07 1,31E-0% 0,1294 7,797E:07 1,2417
0,08| 2,32E-04 | 3,892E-07 3,35E-0% 0,2101 4,730E:07 1,2152
0,1 3,63E-04| 3,102E-07 5,23E-0b 0,2635 3,745E-07 2078
0,15 8,17E-04 | 2,053E-04 0,000118 0,3977 2,453E:07 1,1949
0,2| 1,45E-03| 1,532E-07 0,000209 0,5333 1,811H-07 1818

Jesli chodzi o dyskretyzacje rzutowane, to nigame w stanie zbity¢ sig do
efektywndci innych metod, mimaze w poblzu ¢, = 0,5 dyskretyzacja LF

rzutowana symetrycznie ma rezonangavartas¢ po i jest najdoktadniejsza.
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4.14Numeryczne modyfikowanie badanych dyskretyzacji

Okazuje s, ze z pomog kazdej z badanych dyskretyzacji dziajed przy
(rozmdnych) warunkach poatkowych (p,,£) mazna bardzo doktadnie
odwzorow& przebieg teoretyczny poprzez zastosowanie do migco
zmienionej wartéci p, =w,,p, i przeskalowania osi czasu z pomawwego

kroku czasowegce’' =w,£ przy pomocy pary wspotczynnikouw,,,w,). Za

przyktad niech posiky dyskretyzacja Surl, ktérej przebiegi przed i po
modyfikacji zaprezentowano na wykresach 4.25i 4.26
1671

1.01

0.0} -. *
087 ' s s

4.0t . ¢ S

-1.5 + t t |
0.0 5.0 10.0 15.0 20.0

Wykres 4.25. Przebieg dyskretyzacji Surlp, = 1.2;€ = 0.3

Wspotczynnikwyg stuzy do zmodyfikowania amplitudy drganatomiastw,
do zmodyfikowania ich okresu. Do utworzenia nowegjnodyfikowanej
dyskretyzacji, o znacznie wkszej od pierwowzoru dokladéa dziatania
potrzebna jest znajonsd dwoch funkcji w,o(p, £) 1 W, (p,,€) . Mozna je
wyznaczy eksperymentalnie (stablicowadla rozadnych parametrow ruchu
i wykorzystywda& pdzniej positkupc sk interpolacy. Wykresy 4.27, 4.28, 4.29
i 4.30 przedstawiajwyznaczone numerycznie rodziny funkej,, & (i)w, ()
parametryzowane waroia po dla dyskretyzacji Surl i zmodyfikowanej metody

dyskretnego gradientu (minimalizowano sumkwadratow odchyke od teorii
w przedziale [10, 30]).
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167
10f 4
05T ‘

05+ .

-1.5 + t t |
0.0 5.0 10.0 15.0 20.0

Wykres 4.26. Przebieg zmodyfikowanej dyskretyzacjsurl (w, = 1.01798;
we = 0.9926)pp = 1.2;€ = 0.3.

Oczekujemyze w,,(€) - 11 w,(¢) - 1, gdye - O niezalénie odpo, co
obserwujemy na wykresach. Poniewagraniczono si do ,rozsdnych”
wartcsci parametrowpo i & przebiegiw,,(p, £ )i W, (p,,€) nie rania sig od
jedncci o wigcej niz kilka procent. Widéa tez, ze poprawianie numeryczne
dyskretyzacji Surl, charakteryaop] sk wyjatkowo duwza stabilngcia pracy,

jest trudniejsze ze wzglu na bardziej ztoona postd& przedstawionych na
wykresach 4.29 i 4.30 funkgcji.
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1,010

1,008 -

1,005 -

1,004 -

1,002

1,000 -

0,998 T T T T T T T T T

Wykres 4.27. Przebiegi funkcjiw (¢) dla metody modyfikowanego dyskretnego

gradientu dla p, 0 {0.02; 0.05; 0.1; 0.3; 0.5; 0.8; 1.0; 1.2; 1.4,61.1.8; 1.9} Wigksze
wartosci wspotczynnika odpowiadaf wigkszym po.

1,06

W,

1,05 -

1,04 -

1,03 -

1,02 -

1,01 -

1,00 - —

0,99

0 0,1 0,2 0,3 0,4 0,5 0,6 0,7 08 0,9 1

Wykres 4.28. Rodzina krzywychw, (£) dla metody modyfikowanego dyskretnego

gradientu dla po 0{0.02; 0.05; 0.1; 0.3; 0.5; 0.8; 1.0; 1.2; 1.4;61.1.8; 1.9}. Wiksze
wartosci wspotczynnika odpowiadag wigkszym po.
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1,06

1,05 -

1,04

1,03 -

1,02 -

1,01 -

1,00 -

0,99 T T T T T T T T T

Wykres 4.29. Przebiegi funkcjiw,,(£) dla metody Surl dla p, 00 {0.02; 0.05; 0.1;

0.3;0.5;0.8; 1.0; 1.2; 1.4; 1.6; 1.8; 1.9}. \Wkisze wartaci wspotczynnika
odpowiadaja wigkszym po.

1,07

W,

1,05 -

1,03 -

1,01 -

0,99 |

0,97

0,95 -

0,93

0 0,1 0,2 0,3 0,4 0,5 0,6 0,7 08 0,9 1

Wykres 4.30. Przebiegi funkcjiw, (£) dla metody Surl dla p, O {0.02; 0.05; 0.1;

0.3;0.5;0.8; 1.0; 1.2; 1.4; 1.6; 1.8; 1.9}. \Wkisze wartaci wspotczynnika
odpowiadaja wiekszym po.
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4.15Podsumowanie

Wszystkie metody rozpatrywane w tym rozdziale ckimgzup si¢ bardzo
wysoka stabilngcia generowanego ruchu okresowego (zakiadaje € nie jest
zbyt wielkie). S one znacznie bardziej stabilneznnp. niesymplektyczna
metoda Rungego-Kutty nawet wysokieg@du. Sredni okres jest praktycznie
staly w bardzo dlugim przedziale czasu z dokiadiao przynajmniej 10
(testowano dla kilku milionéw okreséw). Okres i dityzla, jako funkcje czasu,
wykazup regularne, mate oscylacje @kisze dla metod projekcyjnych). Efekt
ten zostat wyjgniony poprzez analiz wymiernych przyblten (z maliwie
matymi mianownikami) liczb rzeczywistyciei T/(2¢) (podrozdziat 9).

Gtownym celem tego rozdzialu bytlo poréwnanie kilkechematow
numerycznych. Poiaej wyliczono ich najbardziej istotne cechy.

» Stabilnag¢

— wszystkie rozpatrywane metody (najstabszéusmetody rzutowane)
daja bardzo stabilne wargoi okresu i amplitudy,

— metody rzutowane dajokresy i amplitudy stabilne posnednieniu,
jednak z daymi oscylacjami wokot sredniej (przy wekszych
wartasciachg, wykres 4.5).

* Dokfadna¢ okresu
Poza najbliszym otoczeniem separatrysy (tabela 4.3):

— wszystkie metody (z niewielkimi wyikami) map wzgledne
odchylenia tego samegoctu (zalene ode),

— dla malychpo zmodyfikowana metoda dyskretnego gradientu jest
lepsza o cztery ezly wielkasci od innych metod,

- w ruchu rotacyjnym metoda dyskretnego gradientd gesneralnie
najlepsza (zwtaszcza dla dich £ py) przewy:szapc inne metody
nawet do dwéch eddw wielkasci.

W poblizu separatrysy (tabela 4.3):

— obydwie metody gradientowe dajajlepsze rezultaty,

— obydwie metody rzutowane daglobre wyniki dlgpg < 2,

- najlepsa symulacg ruchu wzdld separatrysy daje metoda
rzutowania symetrycznego (dla bardzo matgihpatrz wykres 4.18,

— LF, implicit midpointi obydwie metody Surisa dagte rezultaty,

* Doktadna¢ amplitudy

— Dla wigkszych £ wszystkie metody majdokiadnd¢ tego samego
rzedu (tabela 4.2). Metody gradientows rseco lepsze, podczas gdy
LF i obie metody Surisaaggorsze od innych schematow.
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— Dla mniejszyche mazemy podziek metody na dwie grupy: mniej
doktadne (LF i obie metody Surisa) i doktadniejs@@Ehematy
gradientowe i rzutowane), lepsze o trzydy wielkosci. Implicit
midpoint nalezy do pierwszej grupy przy wkszych wartéciach po
I do drugiej przy matych.

Standardowa metoda LF, choniecatkowalna, jest zupetnie dobra
w poréwnaniu z innymi, bardziej wyszukanymi dyskeetcjami. Jej doktadr$o
moze zosté poprawiona poprzezzycie metod projekcyjnych, ktére wymuszaj
zachowanie caitki energii. Rzutowanie pracuje bardlabrze dla matych
wartaici kroku czasowego, przy dych natomiast generuje znaczne fluktuacje
okresu i amplitudy. W kadym przypadku rzutowanie pozwala uzySkaacznie
wickszy doktadndé odwzorowania sredniej amplitudy. Sredni okres jest
podobny do warta&i generowanych przez standardowy LF: nieco lepszy
w przypadku ruchu oscylacyjnego, ale tregjorszy w ruchu obrotowym.

Stwierdzono zaskakage rezonanse dig = 1.21 (dla metody LF) po= 1.6
(dla metodyimplicit midpoin). W poblizu tych punktow obie metody agjaja
wyjatkowo dua doktadnd¢ odwzorowania okresu (praktycznie dla dowolnego
&), znacznie lepszniz wszystkie inne metody. Interegag bytoby wyjdnienie
tego efektu.

Dyskretyzacje znalezione przez Surisa [2bpardzo stabilne, lecz genetquj
stosunkowo die odchylenia w poréwnaniu z innymi metodami. Jest t
zaskakujce, gdy kazda =z nich jest catkowalna i symplektyczna.
Prawdopodobnie die odchylenia od rozwtania dokladnego majcharakter
systematyczny. Mdiwe, ze uda st je tak zmodyfikowd, aby poprawd ich
doktadnd¢, nie psujc stabilngci.

Metoda dyskretnego gradientu naje (dla dowolnych ¢ i py) do
najdoktadniejszych metod. W rozdziale tym zapropeaioo jej modyfikagg,
ktora okazata giskuteczna, zwtaszcza dla ruchu oscylacyjnego. eta jest
wyjatkowo efektywna w przypadku matych dfgaWzgkdne bhd okresu
otrzymany z jej pomagcjest o przynajmniej cztery ¢dy wielkosci mniejszy nk
osiagany z pomog innych rozpatrywanych tu schematéw numerycznych.
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5 Lokalnie doktadne modyfikacje metody dyskret-

nego gradientu w przypadku jednowymiarowym

5.1 Wprowadzenie

Metoda dyskretnego gradientu zostata wprowadzongatatku lat 70-tych
ubiegtego wieku w celu numerycznego catkowania r@wruchu ukladowN
ciat w mechanice klasycznej z uliovoscia zastosowania w dynamice
molekularnej i mechanice nieba [37, 54]. Wzpi&jszych latach badania w tym
kierunku byty kontynuowane [35, 49, 65, 97], alaemnie wiksza popularnéé
zdobyty rownolegle rozwijane metody symplektyczrg®,[ 30, 93, 110, 111,
113], zwlaszczae byly wéréd nich schematy otwarte (jawne), a poza tyrécdo
szybko znaleziono sposoby na znaczpoprawe doktadndci schematéw
symplektycznych bez utraty ich wiasiwogeometrycznych [105, 112].

W rozdziale tym opisany zostanie nowy schemat emyozny, ktory
nazwany zostat lokalnie doklagirmetod, dyskretnego gradientu (w skrocie:
GR-LEX), a take symetryczna (odwracalna w czasie) modyfikacjao teg
schematu (GR-SLEX).

Gtowna idea prezentowanego tu pade polega na zmodyfikowaniu
danego schematu numerycznego (zazwyczaj poprzemaakroku czasowego
€ na pewn funkcje zalezaca od € i innych zmiennych niezataych) w celu
uzyskania schematu ,lokalnie doktadnego”, to jedtidgo, ktéry dla rowna
zlinearyzowanych stajeedyskretyzacj doktadm [19].

Sprawg wielkiej wagi jest zachowanie ,dobrych” wiasioo wyjsciowego
schematu numerycznego podczas takiej modyfikacjpridypadku dyskretnego
gradientu jego ,lokalnie doktadna” modyfikacja peerowana w tym rozdziale
zachowuje calk energii. W efekcie uzyskany zostat schemat cechyusk
wysoka stabilngcia 1 bardzo dobrym zachowaniem jd&kowym przy
jednoczesnym zdecydowanym wgee dokladnéci.

W rozdziale tym ograniczamyesdo przypadku jednowymiarowego:

p=-V'(x), x=p, (5.1)
gdzie V(x) jest potencjatlem, a kropka i prim oznagzapdpowiednio
rézniczkowanie pa orazx. W takim przypadku metoda dyskretnego gradientu
redukuje s do tak zwanej zmodyfikowanej metody punktadkowego [54]:

1220 2 2 (p+ ),

Pra = Pn _ _V(Xn+1) —V(X,)

& Xorr ~ Xy

(5.2)




przy czyme oznacza krok czasowy. Moa tatwo sprawdz| ze powyszy
schemat zachowuje eneggiatkowity:

% pZ +V(x,) = E =const. (5.3)

Wystarczy tylko pomnoy¢ przez siebie oba rownania (5.2), zamieqtaj
uprzednio strony jednego z rownatrzymamy wtedy po jednej stroniezrice
energii kinetycznych, a po drugiej —zrice energii potencjalnych.

Zmodyfikowana metoda punktrodkowego w naturalny sposob rozszerza
sie na przypadek trojwymiarowy i na uktadyastek. Zachowuje ona doktadnie
energe catkowitag oraz du i momentu gdu uktadu [41, 54, 97].

W ostatnim czasie metoda dyskretnego gradientu alostozwingta
i rozszerzona w kontgkie catkowania geometrycznego [35, 49, 63].
W szczegolnéci Quispel ze wspoétpracownikami  skonstruowali schgm
numeryczne zachowage catki ruchu uktadéw rowma rézniczkowych
zwyczajnych [64, 84, 86].

Ogdlnie mana stwierdzi, ze schematy numeryczne zachoyog catki
ruchu bardzo dobrze odtwarzgpkosciowe cechy réwna rozniczkowych, do
symulacji ktérych g stosowane, jednak nie jest tatwo popraweh doktadnéc.
Przedstawione wnej wyniki wskazug nowe sposoby na istotne poprawienie
doktadndci metody dyskretnego gradientu (ktéra nie jest @hgkiyczna) bez
utraty jej bardzo dobrych cech jaiobowych.

5.2 Zmodyfikowany schemat dyskretnego gradientu

W rozdziale 4 poréwnano szereg dyskretyzacji rovienamahadta
matematycznego M(X) =-coskX)) ze szczegolnym naciskiem na ich
zachowanie w dlugim okresie czasu. Dyskretny gradienalazt s§ wsrod
najlepszych metod zwtaszcza dlazgeh energii (ruch rotacyjny) i w pobli
separatrysy. Zaproponowsglly tam modyfikagg schematu (5.2). O przy
zatlazeniu, ze rownowaga trwata wygbuje w punkciex = 0, zamienion& na
funkcje 9, = 9,(¢):

3, =£tan%, (5.4)

0

gdzie w, =,/V"(0) . Modyfikacja ta, nazwana MOD-GR, stosowana byla do

wyznaczania kolejnych punktéw dyskretyzaciji (jepkiczasowy pozostat rowny
€). Uzasadnieniem dla tej zmiany bytagélzachowywania przez dyskretyzacj
(prawie doktadnie) matych oscylacji wokét = 0, gdzie wahadio me by

traktowane jak oscylator harmoniczny. A w tym praggu istnieje tak zwana
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doktadna dyskretyzacja, (rozdziat 3). Zmodyfikowanstoda dyskretnego
gradientu pozwolita uzyskadoktadnd¢ o 4 rzdy wielkosci lepsz od innych
rozwazanych schematow w przypadku matych oscylacji i badta
porownywalrm, ze standardowym dyskretnym gradientem doktaélno
w przypadku innych warunkéw pagkowych (obie metodyassrzedu drugiego).

Schemat MOD-GR pojawit siu nas w wyniku czysto fizycznej motywaciji
(wykorzystanie oscylatora harmonicznego) [21], alemie od istniejcych
podegé numerycznych. Analogiczny lub nawet identyczny ikymozna byto
osiagna¢ stosujc przynajmniej trzy inne podajia: niestandardowe schematy
réznicowe Mickensa [66, 67], metody trygonometrycznautschiego [33, 41]
oraz integratory wyktadniczeexponential integratodg70].

Modyfikacja (5.2) przypomina pod&je Mickensa (w ktOorym tale ma
miejsce zaspowanie £ pewry funkcja d¢€)), jednak wybor funkcji J¢)
dokonywany jest u nas w inny sposob (bardziej prgicy i mniej intuicyjny).
Co wigcej, Mickens rozwza wylcznie state funkcjed¢). W niniejszej pracy,
poczynagc od tego rozdziatu, wprowadzamy znacznie ogolmgitas: funkcji,
dopuszczajc w zasadzie dowoln zaleenos¢ funkcji & od zmiennych
i parametrow.

5.3 Metoda lokalnie doktadnego dyskretnego gradientu jej
symetryczna modyfikacja

Gtownym wynikiem tego rozdzialu jest jeszcze innduzo lepsza)
modyfikacja standardowego dyskretnego gradientu, [22], ktéra zostata
nazwana lokalnie doktadnym dyskretnym gradientelR-{(&X):

X X

n+l B

0,
" (5.5)
pn+1 - pn - _V(Xn+1) _V(Xn)
5 Xn+1 - Xn

n

|
:E(pn+1 + pn)’

gdzie &, jest funkcy zdefiniowarn wzorami
2 W, . .
o, =—tan—=, (jezeli V" >0),
b > (i (x,)>0)

n

3, = ¢, (jezeli V'(x,) = 0), (5.6)
3, :witanhg—;)“, (jezeli V"(x.) < 0),

n

przy czyme oznacza krok czasowy, oraz
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w =N"(x). (5.7)

Wzory (5.6) nakladaj ograniczenie na krok czasowy, mianowide < 7T
Warunek ten nie jest bardzo restrykcyjny, przykiado dla wahadta

matematycznego mamg, < wy i tym samyme <%T0 (To jest okresem matych

drgar wzgledem potaenia rownowagi).

W celu wyprowadzenia lokalnie doktadnego schematmerycznego (5.5)
uzyjemy doktadnej dyskretyzacji klasycznego oscylatearmonicznego ze siat
sita wymuszajgca

E+w'é=a, é=p, (5.8)

gdzie w> 0 ia jest stad. ROwnanie to posiada (podobnie jak wszystkie uktad
opisane rownaniami #diczkowymi zwyczajnymi [1, 82]) nagbujaca
dyskretyzagj doktadra [17]:

2
& —2COSWEE + € = (Esingj a,
w 2

(5.9)
P, = .L(En+1 — ¢, COSuE) —Etanﬁ,
sinae w 2
ktdra mazna zapisaw postaci schematu jednokrokowego
sinae 2a( . e
&4 =&, COSWE + P, +F sm7 ,
(5.10)

. a .
Pri = P, COSWE — &, WSINWE +—SINGE.
w

Dyskretyzacja (5.10) nosi nazvdoktadnej, gdy ¢, = {(ne), p, = p(ng), gdzie
&(t), p(t) spetniag uktad rowna (5.8) (w szczegolnei &, = £(0), p, = p(0)).
Przypadeksf < 0 maze by¢ potraktowany analogicznie (na przyktad dia< 0
mozemy formalnie potay¢ a):i\/m i zamiast funkcji trygonometrycznych

pojawia sie wowczas funkcje hiperboliczne).

Aby uzysk& schemat (5.5) zagiimy £ we wzorze (5.2) przez zmienm,
zalezna nie tylko od ¢ ale rownie od x, Posté funkcji & wyznaczymy
zadajac, aby zmodyfikowany schemat (5.5) blkalnie doktadny Méwiac
o lokalnej doktadnéxi bedziemy mieli na m$li, ze linearyzacja schematu (5.5)
woko6t punktux,, czyli
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X=X _ 1

15 :E(pn+1 + pn)’
, " , . (5.11)
—n+15 L =-V'(X,) —E(xm1 =X, )V"(X,),

jest zgodna »doktadry dyskretyzagj zlinearyzowanego wokét, uktadu rowna
(5.1), ktory przyjmie posta
dé _

P _ \rex ) -y d4¢ _
L= V) VIeE =, (5.12)

przy czymé = X — Xp i Xn jest ustalone (jest traktowane jako stata). Porgam
(5.12) z (5.8) dostajemy
W’ =V"(x,), a=-V'(x,). (5.13)

Co wigcej, mamy teé & = X, — X, = 0 1 &1 = Xs1 — X Dla ustalenia uwagi
ograniczymy si do przypadkuaf > 0. Wéwczas réwnania (5.10) przyjmuj
posta

. 2
sinaE 2a( . aE
X .. =X + p, +—|sin—| ,

n+l n n 2
w w (5.14)

a_.
Pphiy = P, COSGE +—SinaE.
w

Zatem doktadna dyskretyzacja (5.12) dana jest prgei4) z w oraz a
zdefiniowanymi réwnaniami (5.13). Aby poréwhag5.11) z (5.14), (5.13)
przepiszmy (5.11) jak nagiuje:

1
oAV (x
59 (x,)

5n P
Xn+1 = Xn + 1 - 1 !
1+75r12V"(Xn) 1+75r12V"(Xn)
. 4 4 (5.15)
1- = 3V"(x.) ,
n n o.V'(X
pn+1 = 4 pn - 3 ( n)

1+, 8V'() 14,8V (X,)

Z poréwnania ostatnich cztonéw (5.15) z (5.14)18.dostajemy bezgoednio

:Etan%. Stad wynika, ze anV"(xn):4tan2% i tatwo sprawdzi, ze
w

n

wowczas (5.15) staje iidentyczne z (5.14). W ten sposob otrzymujemy
pierwsze z rowna (5.6). Pozostate przypadki mma wyprowadzi od podstaw

w analogiczny sposob. Wygodniej jednak zaiyéa iz trzeci przypadek jest
konsekwengj formalnego podstawienia urojoneg®, natomiast przypadek
drugi m@na otrzymaé poprzez przégie granicznes - 0.
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Nalezy podkreli¢, ze d, jest funkcy praktycznie stat & = £+ O(€°), jednak
okazuje st, ze te bardzo mate zmiany maaskakujco silny korzystny wptyw
na doktadné¢ otrzymanego schematu numerycznego.

Podstawienies - ¢, pracuje bardzo dobrze w przypadku uktadu réwna
pierwszego rgdu (5.5). Stosuc to podstawienie w réwnaniu dyskretnym
drugiego stopnia na, (réwnanie (4.50) w rozdziale 4), otrzymamy schemat
réznicowy, ktory jest tylko nieco lepszy od tego zaksivartascia 0= & i jest
jednoczénie znacznie gorszy od schematu (5.5). Zaznaczmyréwnanie
drugiego stopnia wynikage ze schematu (5.5) ma pdsta

Xnan =Xy _ Xy T Xy = _i Vn+1 _V” - 5n—l Vn _Vn—l (516)
0 O,y 2 \ X — X, 2 (X, =X,

n

gdzie V, := V(X,). To rébwnanie zawiera zarOwn jak i o1, zatem nie mze
by¢ otrzymane z rownania (4.50) poprzez proste podstaese — &,. Jednak
dlae= 0 mamyd, = &.1= € i dopiero w tej granicy rownania (5.16) i (4.50)
stap si¢ identyczne. .

Uktad réwna (5.1) jest oczywicie symetryczny (odwracalny w czasie), ale
jego lokalnie doktadna dyskretyzacja (5.5), (5.6)mstryczna nie jest.
Zmieniapc nieco definiag a,, mianowicie ktadc we wzorach (5.5), (5.6), (5.7)

— \/'V”(Xn + Xn+1j
w, = 4
2

otrzymujemy schemat numeryczny. ktéry jest odwnagal czasie. Nazwiemy
go symetrycza modyfikacg lokalnie doktadnego dyskretnego gradientu
skrocie GR-SLEX. Wydawatoby gize powinien on b§ lepszy od GR-LEX,
ale tak nie jest. Eksperymenty numeryczne wskana podoba doktadnd¢
obu tych metod. W zat@osci od wyboru parametréow niewielkprzewag
osiaga raz jedna, raz druga.

, (5.17)

5.4 Rzad rozpatrywanych metod

Rzad schematu numerycznego jest rowmjesli [X,,, = X(t +¢&)| = O(e"*™) , przy
zalaeniu,ze X, =X({), gdzieX = X(t) jest rozwazanie doktadnym. W naszym
przypadku wektorenx jest X =(x,p).

Uktad rowna (5.5) (gdziex, = x i p, = p sa dane, ad = &, jest matym
parametrem) w sposéb niejawny definixje; i pn+1. Z tego wzgidu, stosujc
wzoOr na pochodn funkcji uwiktanej, maemy otrzyma jawne wyraenie na
Xn+1 1 Pn+1 W postaci odpowiedniego szeregu Taylora:
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X ., =X+ pa—lvvz —1 V5 +i(3\/\/" _2pAV™)5* +0(5%),
D= p- va—— oV 2+—(3vv" DA™ 5° (5.18)
—2—14(4 V" +3p(V")2 = p @)3* +0(5°).

Natomiast korzystag z réwna rézniczkowych (5.1) (i ich raniczkowych
konsekwencji) mgemy rozwiné¢ w szereg Taylorax(t + &) i p(t + &):

X(t+&)=x+ pe—%V"s2 = pv'ed +—(V\/" pV")e* +0(e°),
p(t+¢) = p—V'£— pV'e? +E(VV" - pV"ed (5.19)
+i(3pvvm+ p(vn)Z _ p3\/(4))£4 +O(£5)

Ostatnim krokiem jest podstawienie odpowiedni€ge J &) (odpowiadajcego
metodzie, ktérej rmd badamy), ascislej rozwiniccia tej funkcji w szereg
wzgledeme, do wzoru (5.18) i porownanie wyniku z szeregieni9j.

Metoda dyskretnego gradientu (GR) odpowiada funkgf) = € W takim
przypadku

Xpy ~X(t+8)=-—= pV”£3 +0(e"),
(5.20)
Pra ~ p(t + E) - _VV" *+ 0(54)'

Zatem metoda dyskretnego gradientu jestluzdrugiego dla/" # 0.

Natomiast w przypadk¥" = Q@potencjalV zalezacy liniowo odx) schemat
ten jest doktadny, czyli mma powiedzié, ze jego rad jest nieskaczony.
Interpretacja fizyczna doktadéa tego schematu dla potencjatu liniowego
wynika z prostych (,szkolnych”) wiasioi ruchu ze statym przyspieszeniem.
Pierwsze z rowna(5.2) ilustruje znany faktzipredkos¢ srednia w takim ruchu
jest rownasredniej arytmetycznej pdkosci pocatkowej i koncowej. Drugie
rownanie stwierdza po prostige przyspieszeniérednie na dowolnym odcinku
jest w takim ruchu state.

Szereg Taylora dlag, danego wzorami (5.6) wyta Sk nastpujacym
wyrazeniem (takim samym w kaym z trzech podprzypadkdow):

1

1
o) =e+—=V"e¥+—— (V"2 +0(g), 5.21
(€) T 12C(V) (%) (5.21)

dlatego w przypadku schematu GR-LEX wzory (5.18)jamaastpujace
rozwinigcie w szereg wzgtlem parametry:
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X ., =X+ p(s—%V’(s2 = pv'ed i(\/\/" -2p V")t +0(e°),

Pras = P Vf—— pV'e 2+€(VV"— pV")e? (5.22)

+i(4pvvm+ p(\/")Z _ p3\/(4))£4 +O(£5)

Stad

-X(t+&)=-— p2V"’ *+0(e°),
(5.23)

Pris ~ p(t+£)—— pvV'e? +0(e°),

co pozwala stwierdzj ze metoda GR-LEX jest trzeciegogdu.
W przypadku schematu MOD-GR paramétrzalezy tylko od £ i jest dany

wzorem (5.4), ktéry mma tatwo rozwiné w szereg:

1 1
o) =+ Vet +—(V))?e®> +0(e"), 5.24
(6) = T * ot (Vo) () (5.24)
gdzieV, =V" (0). W tym przypadku (5.18) przyjmuje poéta
X,y = X+ pg—lV’a2 —i p(3\/" -V)e® +0(e"),
2 . (5.25)
Dot = P- Vs—— PV'E” + - (VN VG- 2p7V ")e’ + O(e?),
co daje w kacu
X~ X(t +£) = - (Vg —V")® +O(s%),
12 (5.26)

Dy — P(t+€) = 1_12\/'(\/" V) +O(e?).

Stad wynika, ze zmodyfikowana metoda dyskretnego gradientu, MOR)-{@st

rzedu drugiego.
Na zakaczenie rozpatrzymy schemat GR-SLEX, dla ktéregadana jest

wzorem (5.17). W tym przypadku mamy:

1 l
de)=e+ Ve’ +— pVet + " +=pV@ - V\/"’ +0(£°)(5.27
@ =+ ivie s vt [(V) j (£°)(5.27)

orazxg —X(t + & = 0(55), a take pne1 — p(t + & = O(£). Okazuje si zatem ze
schemat numeryczny GR-SLEX, zadany réwnaniami (%)) i (5.17), jest

rzedu czwartego.
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5.5 Eksperymenty numeryczne

Doktadna¢ prezentowanych waej schematoéw numerycznych (MOD-GR, GR-
LEX, GR-SLEX) =zostata przetestowana na przyktadzieahadta
matematycznego M(X) =-kcosx)  oraz na  potencjale Morse’a

(V(X) :%ke‘z‘j’X —-ke ™). Nasze nowe schematy poréwialy ze standardowym

schematem Stérmera-Verleta oraz z metygkkretnego gradientu.

Ruch wahadta matematycznego jest zawsze periodycpoglobnie jak
interesujce z praktycznego punktu widzenia przypadki ruchupetencijale
Morse’a, dlatego te skupilimy uwag na na ruchach okresowych, badaj
statlg¢ ich numerycznego okresu. SposoOb obliczania tegoesok zostat
przedstawiony w rozdziale 4. Podobnie jak tam, ad&imy tu dla uproszczenia,
ze zawsze = 0.

Doswiadczenia numeryczne potwierdzity, imetoda dyskretnego gradientu
jest bardzo stabilna. Trzy modyfikacje tej metoMOD-GR, GR-LEX, i GR-
SLEX, take odziedziczyly po niegtcecke.

Co wiecej, w obu przypadkach znane jest rogminie $ciste, dlatego
mozliwe byto obliczenie wzgidnego odchylenia od teorii okresu dfiggki
miaty badane dyskretyzacje.

W obliczeniach przglismy, ze wszystkie state wygbujace w rownaniach
ruchu g réwne jednéci (m= 1, a = 1, k = 1). Sciste rozwizanie réwnania
wahadta matematycznego z warunkiem ptaawym x(0) = 0,p(0) = po, dane
jest przez

sinﬁz&s t,& dlapp <2 oraz sinZ:&s p_oti dla po > 2,
2 2 2 2 2 2 p,

gdzie sn(, k) oznacza jedn z funkcji eliptycznych Jacobiego (poréwnaj na
przyktad [82]). W przypadku granicznymo(= 2) mamy sing =tanht .

Jeszcze lepaz sytuacg mamy w przypadku potencjatu Morse’a, gdzie
wszystkie rozwqzania wyraaja Si¢ przez funkcje elementarne. Ruch
periodyczny 0< p, < ) opisany jest wzorem

1- p,° cosat + p, sinat
X(t) =In 0 0
O

przy czym w=.1-p;. Gdy pZ>1, wbwczas, definiuc w= ‘pg —j

dostajemy

93



—_ 2 i
x(t)=|n{ 1+ p,” cosat + posmwt}

W

Trajektoria krytycznagp = 1), czyli ruch wzdha separatrysy, zadana jest przez

X(t) = In(l+ Pt +%t2j.

5.5.1 Lokalnie doktadny predyktor

W praktycznej implemetacji schemat (5.%ywany byt jako korektor, podczas
gdy jako predyktor stiyty nastpujace rownania:
N sin(@,&) =~ 1-cosg,é€)

Xn+l = Xn pn 2 V’(Xn)’ [\/"(Xn) > O]’

wn wn
Xn+1 = Xn +épn —%SZV'(Xn), [V"(Xn) = 0]1 (528)
Xn+l = Xn +M pn —]'_Lh@)ng)v'(xn), [\/"(Xn) < 0]

w o’

n n

Aby otrzyma& zaleznosci (5.28), naley wyeliminowa pn+1 z ukiadu (5.5)
I rozwina¢ wynik w szereg Taylora wzgllem Xn1 - X,, pozostawigc tylko
wyrazy liniowe. Ukiad (5.28) jest tego samego (tiego) rzdu co (5.5),
a ponadto obydwa schematynicowe g lokalnie doktadne.

Taki sposéb otrzymywania schematéw numerycznych stato
zaproponowany ju kilkadziesit lat temu [81], a obecnie jest rozwijany pod
nazwy schematy wyktadnicze [71]. Réwnania (5.283 bardzo dobrym
predyktorem dla matyclr i krotkich czaséw, w przypadku diszych odcinkow
czasowych gniewtasciwe | dap rozwiazania o ztym zachowaniu jakgowym.

5.5.2 Rozwigzania iteracyjne rownan uwiktanych

Schemat numeryczny dyskretnego gradientu i wszgygego odmiany daj
rozwigzania w postaci niejawnej. Do ich roz®ywania zastosowano dwie
metody: punktu statego i Newtona. W obu przypadkaahunkiem zakaczenia
iteracji byto osigniccie doktadnéci na poziomie 18°. W pewnych punktach
(wigcej szczegotow w rozdziale 4) nadeych do obszaréw, gdzie funkcya=
X(t) jest bardzo sptaszczona, niekorzystne warunkizgikowe sprawiaty,ze
osiagalna doktadn& procedury iteracyjnej (poréwnaj rozdziat 11) stéawak
nieco wiksza nk 10%. W efekcie pojawialy s chaotyczne oscylacje
ograniczone promieniem zlieosci iteracji (rzdu 10™%). W takich przypadkach
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obliczenia byty zatrzymywane po wykonaniu 100 itgrgw metodzie punktu
statego) lub 15 iteracji (w metodzie Newtona§rednia liczba iteracji
przypadajca na jeden krok dyskretyzacji silnie zaleod € i wykazuje te
pewry zaleznos¢ od pdu pocatkowego po. Przy matyche (np. € = 0.02)
zaktadana doktadré jest osigana ju po 2 krokach w metodzie Newtona i po 5
w metodzie Banacha. Liczba iteracjsnge wraz z krokiem czasowym i wynosi
odpowiednio 3 i 12-13 przg = 0.2 oraz 3-4 i 21-24 przy = 0.5 (doktadna
srednia liczba iteracji zaly od po). Okazato sj, ze metoda Newtona potrzebuje
ok. 3.3 raza wicej czasu na jeden krok znimetoda punktu stalego. Z tej
przyczyny obie metody pracowaty w naszym przypad&uzbliona szybkdcia.
Przy matych krokach czasowycl € 0.2) koszt oblicze dla obu metod byt
praktycznie taki sam (i przewgzat 6-10 razy analogiczny koszt dla schematu
leap-frog). Dla najmniejszych wakm € (¢ = 0.02), metoda punktu statego
okazywata si nieco szybsza od metody Newtona, a dla nggsaych € = 0.9)
dwukrotnie od niej wolniejsza.

5.5.3 Wzgledne odchylenie od okresu teoretycznego

Doktadna¢ prezentowanych w tym rozdziale schematow numemyazjest
zaskakujco wysoka, zwitaszcza dla matych (ale nie koniechaelzo matych)
krokdw czasowych. Jako przykiad zeprezentowanyarostprzypadel = 0.02
(wykresy 5.1 5.2).

. |ATT Po
10 . T T T T . T
(
107 -
10* -
10° |
10% |
107 -
—+—LF
10.12 i ——GR
—4— MOD-GR
—a— GR-LEX
14
10 —o- GR-SLEX

Wykres 5.1. Wahadto matematyczne. Wzgtine odchylenie od okresu teoretycznego
jako funkcja po dla g = 0.02.

95



1
10 A Po
10" §
103 |
107 -
107 -
10° |
——LF
10" | —-—GR
—4— MOD-GR
—a— GR-LEX
10" | —= GR-SLEX

Wykres 5.2. Potencjat Morse’a. Wzgjdne odchylenie od okresu teoretycznego jako
funkcja po dla e = 0.02.

Wstepne porownanie wykresOw pozwala stwietdziwze podobiéstwo
przebiegu krzywych uzyskanych dla obszaru oscyteqyp wahadta i potencjatu
Morse’a oraz o ok. dwa ¢dy wielkasci mniejsz doktadnd¢ odwzorowania
okresu przez wprowadzone w tym rozdziale schemallyoevania w przypadku
drugiego z badanych potencjatéw.

Przy matych oscylacjachp{ = 0.02) doktadng lokalnie doktadnego
dyskretnego gradientu jest o Sedbdw wielkasci w przypadku wahadia i o 4
rzedy wielkosci w przypadku potencjalu Morse’a glisza nk oshgana przez
zmodyfikowany dyskretny gradient. Jednogme schemat ten agla
doktadnaé¢ o 9 (wahadto) i 7 (Morse) ¢ddw wielkasci wigksza niz metody
leap-frog i zwykly dyskretny gradient. Z wykresow 5.1 i 5W&idzimy, ze
lokalnie doktadny dyskretny gradient i jego symemya modyfikacja &
znacznie doktadniejsze od #de] z rozpatrywanych metod przy dowolnych
warunkach poc#kowych (zauwamy, ze skala na osi pionowej jest
logarytmiczna). W przypadku ruchu rotacyjnego wahad metody
zaproponowane w tym rozdziale $epsze od pozostatych, uwzdhionych
w poréwnaniach o okoto 4 ¢dy wielkosci. Symetryczna modyfikacja lokalnie
doktadnego dyskretnego gradientu goéruje nad wskystkpozostatymi
metodami w obszarze dych energii pp > 2 w przypadku wahadta).
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10*
10
10°
3 —+—LF
107 - GR
—— MOD-GR
—a— GR-LEX
1070 —o— GR-SLEX

Wykres 5.3. Wahadto matematyczne. Wzgtine odchylenie od okresu teoretycznego

jako funkcja € dla py = 1.99 (okres teoretycznyly, = 14.787500329575).

ATIT
10°

10?

10

10°

10% -

1010

——LF
—-—GR

—— MOD-GR
—a— GR-LEX
—&— GR-SLEX

Wykres 5.4. Potencjat Morse’a. Wzgjdne odchylenie od okresu teoretycznego jako

funkcja € dla po = 0.99 (okres teoretycznyly, = 44.540319718441).
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Na wykresach 5.3 i 5.4 zaprezentowano zad& wzglednego odchylenia
okresu badanych schematéw numerycznych od teaiiddtych drga (po =
1.99 dla wahadtap, = 0.99 dla potencjatu Morse’a).

Lokalnie doktadny dyskretny gradient jest ponownieajlepszy.
Obserwujemy t& nieco mniejsz doktadnd¢ jego symetrycznej modyfikaciji,
chocia w przypadku potencjatu Morse’a przy a4¢h € sytuacja si odwraca.
Standardowy dyskretny gradient pod wgztgm dokiadnéci pozostaje daleko
w tyle i jedynie w przypadku diych krokow czasowych zlda sk do dwoch
prezentowanych w tym rozdziale metod. Odnotujmyz tegraniczon
stosowalné¢ schematueap-frog ktéry przy stosunkowo matych waétnach £
przestaje nawet jakoiowo odtwarzé oscylacje.

Biorac pod uwag koszt obliczeniowy metod (ktéry w praktyce reduksg
do wybierania mniejszego kroku czasowego dla schemlaap-frog
stwierdzamyze po skorygowaniu metoda ta daje podobne rezuk&tywykty
dyskretny gradient, jednak dwie wprowadzone w tgmdriale metodyssnadal
znacznie lepsze. Tylko w pewnych szczegdlnych wiaah (np. ,rezonansowa”
wartas¢ pp = 1.21 dla wahadta (rozdziat 4)) skorygowany scheleap-frog
maoze by z nimi porownywalny.

5.5.4 Bliskie otoczenie separatrysy i trajektorii krytycznej

Najtrudniejszym obszarem do symulacji numerycznesgt | asiedztwo
separatrysy o = 2, wykres 5.5) dla wahadta i trajektorii krytycin@o = 1,
wykres 5.6) dla potencjatu Morse’a.

Obydwa wykresy pokazayj ze standardowy dyskretny gradient stosunkowo
dobrze zachowuje siw tym obszarze (rozdziat 4), co szczegblnie dolest
widoczne na wykresie dla potencjatu Morse’a, ggziaie zbliza sk tak bardzo
do trajektorii krytycznej, jak w przypadku wahadtdokalnie doktadny
dyskretny gradient wraz z symetryazmodyfikach daj praktycznie takie same
wyniki (na wykresie 5.6 dodatkowo pokrywag se prawie z dyskretnym
gradientem). Podksémy, ze chocia w przypadku wahadta trajektoria jest

bardzo bliska separatrysi{epg - 2| =107") i £ jest bardzo diy, to prezentowane

tu metody symuluj bardzo dokfadnie jego ruch. Punkty dyskretqeleza
praktycznie na krzywej ggtej reprezentujcej rozwhzanie doktadne. Pozostate
dwie metody gradientowe rowriglajp dobre wyniki (przynajmniej jakeiowo)
podczas, gdy scheméap-frog na wykresie 5.5 zupetnie nie odtwarza teorii,
a na wykresie 5.6 bardzagsd nia rozmija.
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8.0
X —EX-S0L

A LF

GR
MOD-GR
GR-LEX
GR-SLEX

Wykres 5.5. Wahadto matematycznex, jako funkcja n bardzo blisko separatrysy
(Po = 1.9999999999E = 0.9 dla schematdéw gradientowychg = 0.001 dla schematu
leap-frog. (okres teoretycznyTy, = 51.59687914). Linia @igta odpowiada
rozwigzaniu teoretycznemu.

13.0
11.0
9.0
7.0
5.0
— EX-SOL
& LF
G GR
MOD-GR
10 - GR-LEX
' GR-SLEX ne
108 500 1000 § 1500 2000

Wykres 5.6. Potencjat Morse’ax, jako funkcja n bardzo blisko trajektorii
krytycznej (po = 0.99999)¢ = 0.9 dla schematéw gradientowychd = 0.01 dla
schematu leap-frog(okres teoretycznyTy, = 1404.9664586). Linia agta odpowiada
rozwigzaniu teoretycznemu.
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Koszt obliczeniowy prezentowanych tu nowych niejgam schematow
gradientowych jest wkszy od kosztu schematéw jawnych. Szacunkowo,
w przypadku danych z wykresow 5.5 i 5.6, koszt ggn kroku dyskretyzacji
dla metod gradientowych (iteracja Newtona) jest b&.razy wekszy niz dla
schematuleap-frog (w iteracji metod punktu stalego ten wspotczynnik jest
bliski 29). Okazuje sijednak,ze dla omawianych tu warunkow patizowych
ruchu schemateap-frog nie mae by istotnie poprawiony nawet poprzez
zdecydowane zmniejszenie kroku czasowego. Zmgouwag;, ze na wykresie
5.5 i 5.6 krok czasowy metodleap-frog jest odpowiednio 900 i 90 razy
mniejszy ni w przypadku pozostatych metod, co sprawig jej koszt
obliczeniowy staje gibardzo wysoki w poréwnaniu ze schematem dyskretneg
gradientu oraz jego modyfikacjami.

5.6 Podsumowanie

Zaproponowane w tym rozdziale schematy numeryczfReLEX i GR-
SLEX, zadane wzorami (5.5) i (5.6) (lokalnie dokigdlyskretny gradient i jego
symetryczna modyfikacja, odpowiade¢ odpowiednio réwnaniom (5.7)
1 (5.17)) wykazaty si wieloma zaletami:
(i) doktadnym zachowaniem catki energii (rownanie 5.3),
(i) wyzszym rzdem (odpowiednio trzecim i czwartym) w poréwnaniu
z metod dyskretnego gradientu @ga drugi),

(iii) wysoka stabilngcia i doktadndcia,

(iv) bardzo dobrym zachowaniem jakosciowym raz@nia numerycznego
w dtugim okresie czasu.

Zatem modyfikacje te w istotny sposéb poprawiajetod dyskretnego
gradientu, zachowa¢ przy tym wszystkie zalety tej metody. W pracy tej
rozpatrujemy doktadnie tylko przypadek jednowymiayo Przypadek
wielowymiarowy wychodzi poza zakres pracy, ale agmizne algorytmy
lokalnie doktadne istnieji w tym przypadku [19].

Podkrélmy jednak, ze schematy GR-LEX i GR-SLEX, podobnie jak
wszystkie metody gradientowe, nia@ symplektyczne ani fenie zachowuy
objetosci przestrzeni fazowej. Co weej, metoda GR-LEX nie jest odwracalna
w czasie. Symetryczna (odwracalna w czasie) me@daSLEX mimo, £ ma
wyzszy rad (czwarty), nie wykazuje siwickszy precyzj niz metoda GR-LEX
(w ruchu oscylacyjnym jest zwykle nawet mniej dakda). Mae to sugerowg
ze lokalna doktadni® ma istotne zalety i wartog jstosowéd nawet kosztem
ztamania symetrii schematu numerycznego. Mipliwie kwestia ta zastuguje
na dalsze badania.
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6 Dyskretyzacje rownan Lotki-Volterry zachowuj ace

trajektorie

6.1 Wprowadzenie

W rozdziale tym bdzie rozwaany najprostszy 2 wymiarowy model Lotki-
Volterry, zadany réwnaniami
X = Ax+ Bxy

. (6.1)
y = Cy+ Dxy

gdziex = x(t) O R, y = y(t) O R natomiastA, B, C, Dss statymi. W latach 20-
tych ubiegtego wieku Alfred Lotka zastosowat ten dabdo opisu inwazji
pasaytow, a Vito Volterra zinterpretowat przy jego pooyodane o stanie
zarybienia Morza Adriatyckiego [41]. Model ten, gaktosunkowo prosty ukiad
nieliniowy, da¢ czgsto pojawia i w biologii i ekologii (np. do opisu
wspotistnienia dwoch gatunkow: drapmekow i ich ofiar), a take fizyce

i chemii (np. przy opisie przebiegu czasowego rgakemicznych).

Wiele bada [69, 76, 90, 91, 92, 96] pwiccono symplektycznym
dyskretyzacjom rowmna Lotki-Volterry, ktore daj prawidiowe jakéciowe
zachowanie rozwzan. Znacznie mniej uwagi pwigcono schematom
numerycznym zachowagym energi. Schemat tego typu, inny od dyskretyzacji
przedstawionych w niniejszej pracy, ama znale¢ w monografii [1].

Celem tego rozdziatu jest pokazanie na przyktadzozlelu (6.1) przewagi
jaka majp odpowiednio zmodyfikowane (ale zachowag energi) metody
dyskretnego gradientu nad schematami symplektycznyRrzedstawione
zostan dyskretyzacje, ktore nie tylko zachowuwjoktadnie (z doktadricia do
btedow numerycznych) wszystkie trajektorie, ale odedr tez z bardzo din
doktadnd@cia ewolucg czasovy uktadu.

6.2 Metoda dyskretnego gradientu

Uktad (6.1) posiada niezmiennik (catenergii) dany wzorem

H(x,y) = Alny+ By—-CIn x - Dx (6.2)
I mozna go zapisaw tzw. niekanonicznej postaci hamiltonowskiej (nepte
uktadem Poissona):

d(x) (0 xy
a(yj_[—xy OJDH(X'W 2



oH oH
ox ' oy

nazywa st maciera Poissona (patrz np. [10, 41]). BeZpednim rachunkiem
mozna sprawdd, ze uktad (6.3) jest identyczny z (6.1).

Macierz Poissona musi dyantysymetryczna oraz spettialodatkowe
warunki wynikajce z tasamdci Jacobiego dla nawiasu Poissona. Warto jednak
zaznaczy, ze metoda dyskretnego gradientu [65, 66] nie wymagaenia
hamiltonowskéci i spetnienia tych dodatkowych warunkéw. Wystarcaby
macierz stgjca w miejscu macierzy Poissona byta antysymetryczn

W przypadkuH (x,y) =T(y)+V(x) standardowa metoda dyskretnego

gradientu prowadzi do rownha

gdzie OH (x,y) = ( ] , @ macierz poprzedzaja gradient hamiltonianu

Xn+l_Xn =X ynT(yn+1)_T(yn),
g f—
Ywa = In (6.4)
yn+1 yn — _Xnyn V(Xn+1) _V(Xn) .
3 Xn+1 - Xn
Podstawiaijc T(y)=Alny+By i V(xX)=-CInx-Dx (odpowiadajce
réownaniom Lotki-Volterry), otrzymujemy
Al
Xn+l B Xn - Xnyn B + yn ,
& yn+1 - yn
(6.5)
C In Xn+1
X
yn+1 yn - Xnyn D+ n
3 Xn+1 - Xn
Eksperymenty numeryczne zostaty przeprowadzoneldsdu
X=X(y-2),
‘ (y-2 (6.6)
y=yd-x),

(czyli A =-2,B=1,C =1, D = -1), ktéry byt standardowym przyktadem
rozwazanym w monografii [41]. W tym przypadku:

H (X, y) = x+y~=In[x-2In|y. (6.7)
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6.3 Schematy numeryczne zachowujce trajektorie

Rozwamy nastpujaca klas schematdéw numerycznych

Xn+15_ Xn - Xnyn T(yn+1) _T(yn) '
yn+1 yn (68)
yn+1 yn =—-X V(Xn+1) _V(Xn)
nyn ’
5 Xn+l - Xn
gdziedjest dowolm funkcja 0od Xn, Xn+1, Y, Yn+1, & Spetniagca warunek
jim 20 X Yo Yo €) g (6.9)

£-0 £

ktory gwarantujeze schemat ten jest zgodny.

Twierdzenie 1. Dowolna dyskretyzacja nalgca do klasy (6.8) zachowuje
doktadnie (z doktadniq do bkdow zaokgglern) wszystkie trajektorie uktadu
rownai (6.1).

Dowdéd: Po odwréceniu kolejdoi w jednym z rowna, mnazymy oba rownania
(6.8) stronami. W wyniku otrzymujemye H(X, Yn) = const czyli energia
uktadu jestscisle zachowana. W przypadku jednowymiarowym poziomica
energii, czyli krzywaH(x y) =const jest torem ruchu. Zatem punkty dyskretne
naleza do tego toru ruchu, o ile tylko nakedo niego punkt poatkowy. O

Twierdzenie to mpe by fatwo uogolnione na dowolny ukiad
jednowymiarowy dopuszczgjy sformutowanie w postaci Poissona. Dowdd jest
identyczny. Schemat dyskretnego gradientu i jegdanodyfikacje $cisle
zachowug wszystkie trajektorie w przestrzeni fazowe;j.

Twierdzenie 2.Niech

0 f (X,
d(x). Y o (x,y) (6.10)
dt\y -f(xy) 0
gdzieOH (x,y) = oH oH . Wowczas schemat numeryczny
ox ay

Xog — X, ALH

nla. _f(xn’yn)ﬁ!
y n y n+lA Hn (611)

nt1 ~ Yn — —f X, 1 ,
TSR = (X, Yy)

n n+1 n

gdzie
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A1H +A2H = H(Xn+1’yn+1)_H(Xn'yn)! (612)
zachowuje doktadnie wszystkie trajektorie w przestr (x, y) uktadug.10).

| w tym przypadkud, maze zalee¢ w dowolny sposob od;, X,, Yn, Xn+1, Yn+1
(rowniez poprzez funkg f, jesli to konieczne) o ile tylko spetnia warunek
(6.14).

W przypadku rozwanego przez nas hamiltonianu separowalnego
H(x,y) =T(y) +V(X) dyskretyzacja (6.11) sprowadza db

Xn+l_Xn - f(X y )T(yn+1)_T(yn)
J RS
" V'” _; (6.13)
yn+1 yn - — f (Xn , yn) (Xn+1) (Xn) .
0, -X

n n+1 n

Wstepne testy pokazatye wlasndéci numeryczne schematu (6.5) niezbyt
dobre. Kluczem do sukcesu okazuje gamiana zmiennych prowagz do
rownowanego ukladu cechaggego s¢ znacznie lepszymi whlashcami
numerycznymi.

Podstawiamy = €°, y = €', transformujc w ten sposob (6.1) do postaci

g=A+Be",

(6.14)
p=C + De".
: : .o O0H oH .
Jest to kanoniczny uktad hamiltonowski, gcty:a—, p= —a—, gdzie
p q
H(q, p) = Ap+Be® —Cqg-De". (6.15)
. A . C . . :
Je&ili B <0i D <0, wowczas uktad (6.14) ma punkt rownowagi dla
A C
=In|—, =In—. 6.16
p B‘ q D‘ (6.16)

Zauwamy, ze H(g,p)=T(p)+V(@Q), gdzie T(p) = Ap+Be’
i V(gq)=-Cq-De. Schemat dyskretnego gradientu zadany jest teraz
réwnaniami.
Onsa ~ Gy — T(pn+1) _T(pn)
£ Poa=Po
Prea = P _ _V(9h) ~V ()
£ Opa ~C

(6.17)

a po podstawieniT (p) = Ap+Be” i V(q) = -Cq- De? otrzymujemy:
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— Pn+1 —_— Pn
Gna ZO0 - pygS €7

3 pn+1 - pn
p f— p eQnﬂ. —_— eqn (618)
- =C+D——.

g qn+1 - qn

6.4 Metoda lokalnie doktadnego dyskretnego gradientu

Lokalnie dokladne schematy numeryczne dla rdawnaotki-Volterry
otrzymujemy tak samo jak w rozdziale 5. Dla réwn@®.10) wynikiem jest
schemat numeryczny postaci

Xn+1 - f (— —)T(yn+1) _T(yn)
5(_ _) yn+1 - yn (6 19)

yn+1 yn — —f (— —)V(Xn+1) _V(Xn)

(_ _) Xn+1 - Xn
gdzie

5=£tan%, w= TGNV , (6.20)

w
a konkretnie, dla réwna(6.5),
-AC
w= 22—72 : (6.21)

Podobnie jak w rozdziale 5, mamy dwa naturalne slppsvyboru X i y.
Pierwszy toX =x,, Y=Y,, prowadacy do schematu GR-LEX, zalrugi jest

jego ,symetrycza modyfikacp’ X:%

__1 .
(Xn + Xn+1) ' y = E(yn + yn+1) 1 dapccac
w wyniku schemat GR-SLEX.
W zmiennychq i p, ktére okazaty si by¢ bardziej odpowiednie do
zastosowa numerycznych, klasa lokalnie doktadnych schemadi§gkretnego

gradientu ma posta

Pn+1 — APn
qn+l qn A+ B e e '
o, Prs = Py (6.22)
On+1 — A0n ’
pn+l pn — C + D e e ,
o, Oz ~
gdzie

J, :witan%, w =T (V@) . (6.23)
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Ktadac g =q, I p= p, dostajemy schemat GR-LEX, gdzie
w =+—-BD expp”Tw*, (6.24)
przyjmujpc z kolei (,symetryczna modyfikacja”, czyli GR-SLEX

__1 1 :
0=>(0 *01) I P ZE(pn + Pn.y), Otrzymujemy

2

w, = \/ﬁexp P, + pn+1: Oy ¥ Ot ) (625)

6.5 Eksperyment numeryczny

W daswiadczeniu przyjto A=-2,B=1,C =1,D = -1 i badano trajektorie
takiego uktadu oraz przebiegi czasowe (okresy irgaykorzystupc réwnania
(6.17) i (6.22). Wszystkie testowane dyskretyzacjm mocy twierdze
z rozdziatlu 6.3scisle zachowuj doktadne trajektorie. Ich przykiadowy obraz
umieszczono na wykresie 6.1.

Wykres 6.1. Typowe (dokladne) trajektorie w badanynmodelu Lotki-Volterry,
metoda dyskretnego gradientux, = 3.0,yp O {2.0; 3.0; 3.5; 4.5; 5.0} £=0.1).
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Znajoma¢ doktadnego ksztattu krzywyaok{x) nie daje informacji o ewolucji
czasowe] uktadwx(t) i y(t). Mozna z gory zalgy¢, ze metoda dyskretnego
gradientu odtwarza dobrze zachowanie uktadu tydkasciowo.

1

10 20 30 40 a0 B0

Wykres 6.2. Typowy obraz oscylacji czasowych w badgm modelu Lotki-Volterry,
metoda dyskretnego gradientu, x= 3.5,y, = 2.0 ¢=0.1).

Kolejne trzy wykresy pokazagjdoktadndé¢ dziatania metody dyskretnego
gradientu, lokalnie dokladnego dyskretnego gradientjego symetrycznej
modyfikacji na przyktadziéredniego okresu drga

5.08 -
T

5.07 ~

506
5.05
5.04
5.03 A
502 A
5.01 A
£.00

E
499 1 1 1 1 1 1 1

a 0.05 0.1 0.15 0.2 0.25 0.3 0.35

Wykres 6.3.8redni okres drgan modelu w funkcji & Romby — dyskretny gradient;
kwadraty — lokalnie doktadny dyskretny gradient; tr6jk aty — jego symetryczna
modyfikacja; X, = 3.0,y = 1.5.
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50025
5.0020
50015 +
50010 +
£.0005 +
50000 S0 o

4.59995 4

e
4999':' 1 1 1 1 1 1 1
a 0.05 0.1 0.15 0.2 0.25 0.3 0.35

Wykres 6.4.8redni okres drgan modelu w funkcji & Kwadraty — lokalnie doktadny
dyskretny gradient; trojk aty — jego symetryczna modyfikacja; ¥ = 3.0,yo = 1.5.

499992010515
4.899992010510
499992010505 +
499992010500
499992010495 4
4. 995920104590 4
4 599992010485 1
£

499592010450 T T T T T .
a 0.001 0.00z 0.003 0.004 0.005 0.006

Wykres 6.5.8redni okres drgan modelu w funkcji & Kwadraty — lokalnie doktadny
dyskretny gradient; trojk aty — jego symetryczna modyfikacja; ¥ = 3.0,y, = 1.5.

Wykresy 6.3 do 6.5 pokazujdobre asymptotyczne zachowanie badanych
dyskretyzacji i jednocZzmie ogromm przewag w dokladndci odtwarzania
przebiegu czasowego wykazywaaprzez zmodyfikowane wersje dyskretnego
gradientu. Standardowy dyskretny gradient zbiegazwre zmniejszaniera do
tej samej wartéci okresu drga jednak znacznie wolniej (tabela 6.1).
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Tabela 6.1.Sredni okres drgaf badanych dyskretyzacji w granicy matyche, x, = 3.0,

Yo = 1.5.
£ grad gzd2 gzd2s
0.00001 |4.99992010492491 | 4.99992010483907 | 4.99992010483907
0.0001 |4.99992011327211 | 4.99992010493938 | 4.99992010493938
0.0005 |4.99992031328001 | 4.99992010495026 | 4.99992010495014
0.001 4.99992093826957 | 4.99992010495077 | 4.99992010495111
0.005 4.99994093770013 | 4.99992010488738 | 4.99992010512322
0.01 5.00000343265346 | 4.99992010379249 | 4.99992010759092

Na podstawie danych z tabeli 6.1, zamy przypé, ze znamy okres drga
uktadu z dokltadnia na poziomie 18° Postluguic sk ta wartdicia
w zastpstwie okresu faktycznego, ktory jest nieznany, mazzono wzgldne
odchylenia od okresu ,teoretycznego” w pasyym sensie. Przyktadowe

wyniki znajdziemy na wykresie 6.6.

i
|
102
10
10%
0%
ot ] ]

-||:|-12 i I

1|:|-14 ?

0.05

ATT

0.1

0.15 0.2

Wykres 6.6. Wzgkdne odchylenie okresu badanych dyskretyzacji od ,@rii” jako
funkcja & Romby — dyskretny gradient; kwadraty — lokalnie dkiadny dyskretny
gradient; trojk aty — jego symetryczna modyfikacja; ¥ = 3.0,y, = 2.0.

Lokalnie doktadna modyfikacja metody dyskretnegadiygntu przewssza
0 6-7 rzddw wielkadsci przy malych wartéciach i o 2 rzdy wielkosci przy

duzych & Sytuacja jest podobna dla innych warunkéw ptaavych.
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6.6 Podsumowanie

W rozdziale tym zgjismy sk 2-wymiarowym modelem Lotki-Volterry, na
ktérym przetestowano 3 dyskretyzacje: standardometod dyskretnego
gradientu oraz dwie nowe metody wprowadzone w riad€lz5 — schemat
lokalnie doktadnego dyskretnego gradientu i jegonelyyczra modyfikacg.
Wszystkie przedstawione integratory zachawujajektorie réwna Lotki-
Volterry w przestrzeni fazowej, a obie metody lokal doktadne, GR-LEX
I GR-SLEX, pozwalaj na bardzo doktadne obliczanie ewolucji czasowej.

Stwierdzono, ze dla celéw eksperymentalnych korzystna jest zamian
zmiennych okrdona wzorami (6.14), ktéra zdecydowanie poprawabihas¢
rozwiazan numerycznych.

Testy pozwolity na bardzo doktadne wykienie zalenosci czasowych oraz
typowych trajektorii uktadu w przestrzeni fazow€)kazato s3, ze schematy
lokalnie doktadne pozwalaj bez trudu wyznacZa okres oscylacji
z doktadnécia 10*.
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7 Algorytmy dyskretnego gradientu wyzszych
rzedow dla jednowymiarowych uktadéw

hamiltonowskich

W rozdziale tym zostan wprowadzone metody dyskretnego gradientu
wyzszych rzdéw. Schematy dyskretnego gradienguugyteczne w catkowaniu
numerycznym dynamicznych uktadow wielu ciat [354,1], [49], [54], [98].
Zachowuj doktadnie zaréwno catkowitenergé jak i moment pdu. Ostatnio
metody dyskretnego gradientu zostaty rozwt@iw kontekcie numerycznego
catkowania geometrycznego [64]. Quispel ze wspdipnanikami skonstruowali
integratory zachowuage wszystkie catki ruchu dowolnego ukladu réwna
rézniczkowych zwyczajnych [65], [66], [85], [87]. Pode idee zostaty
wykorzystane w dziedzinie dynamiki molekularnejeazy spinowych.

Ogdlnie geometryczne integratory numeryczne bardabrze zachowy
jakosciowe cechy symulowanych réwihaozniczkowych, lecz nie jest tatwo
zwigkszy¢ ich doktadné¢ nie tragc wilasndci geometrycznych. Algorytmy
symplektyczne mag by¢ poprawiane poprzez odpowiednie metody podziatu
[9], [30], [63], [78], [79], [106], [113], okazujesic, ze metod dyskretnego
gradientu (niesymplektycah rowniez mozna poprawd nie tra@c jej cennych
wilasnaci jakasciowych (rozdziat 5).

W tym miejscu zajmiemy s&idalszym istotnym ulepszeniem omawianej
metody poprzez skonstruowanie schematow dyskretgegdientu dowolnego
rzedu N dla jednowymiarowego uktadu Hamiltonowskiego wtpos

p=-V'(x), x=p, (7.1)

gdzie V(x) jest potencjatem, a kropka i prim oznagzapdpowiednio
rozniczkowanie pa orazx. W takim przypadku metoda dyskretnego gradientu
redukuje st do tak zwanej zmodyfikowanej metody punktadkowego:

X =X, _ 1
1h =E(pn+1+ pn)!
(7.2)
pn+1 B pn - _V(Xn+1) _V(Xn)
h Xn+l - Xn ,

przy czymh oznacza krok czasowy.

Zmodyfikowana metoda punktérodkowego zostata w sposéb naturalny
rozszerzona do przypadku trzech wymiaréw i ukladémstek, doktadnie
zachowugc catkowit energg, ped i moment pdu uktadu [54].



7.1 Schematy dyskretnego gradientuN-tego rzedu

Rozpatrujemy  naspujaca rodzire niestandardowych  schematow
numerycznych parametryzowanych przez fuakxj
Xorr ~ %n
o
P ~ Pn — _V(Xn+1) _V(Xn)
o X ~ X, ’

:%(pnﬂ + pn)’
(7.3)

przy czym o moze zalee¢ od dowolnych zmiennych i parametrowawstapc
W to h, Xn, Pn, Xn+1, Prr1. MOzna tatwo sprawdzj ze kazdy schemat z tej rodziny
zachowuje energicatkowita:

% pZ +V(x,) = E =const. (7.4)

W rozdziale 5 rozpatrywana bytaw postaci
5:a%tanh7‘°, w=N"(X) , (7.5)

gdzie X mogto zalee¢ od xn, Xn+1, ale zwykle nie zaleato odh. Biorac X = X,

(przy V(%) = 0) dostajemy zmodyfikowanmetod dyskretnego gradientu

(MOD-GR). Kfachc X=x, | X:%(X,ﬁx ) dostajemy schemat lokalnie

n+l

doktadnego lokalnego gradientu (GR-LEX) i jego swwyezm modyfikacg
(GR-SLEX) (rozdziat 5). Te trzy schematy numerycaeodpowiednio rzdu
drugiego, trzeciego i czwartego.

Pokaemy, ze rodzina integratorow numerycznych (7.3) zawierasobie
schematy numeryczne dowolnegada. Ich jawne postacie zostapodane do
rzedu 11 whcznie.

Ukitad réwna (7.3) (gdziex, = X, p, = p s dane, ad, = J jest matym
parametrem) w sposob fedni definiuje x,+1 1 pn+1. Dlatego te stosujc
rézniczkowanie niejawne, niemy zapisé& odpowiednie rozwiricia w szereg
Taylora:

X =x+pd-svie? -1 pvrst + L vV - 2pAmat +0(8°),

2 4 24
0. = p—V'J—% V'S’ +1—12(3v\/" —_2pAV™)5° (7.6)
_2_14(4pvvm+3p(vn)2 _ p3\/(4))54 +O(55)

Zatozymy teraz,ze Xn+1 | pPn+1 Sa zgodne z rozwizaniem dokiadnym zado
wyrazow rzdu N, to znaczy,ze ich rozwingcia w szereg Taylora mgjco
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najmniej N pierwszych wyrazow identycznych jak w szeregu oegyl(7.21).
Obliczymy pierwszychN sktadnikéw rozwingcia Taylora funkcjid uzywajac
pierwszego z rowna(7.3) tj.
— 2(Xn+1 B Xn)
(Poes + P) |

Wielomian wynikowyN-tego stopnia oznaczymy przég, a jego wspotczynniki
przezay:

3, =3, p.h) =Y a, (6 ph* =h+ Y a, (x, ", (7.8)

(7.7)

gdziea; = h, a, = 0 orazak (dlak = 3) @1 wielomianami ze wzghu nap ze
wspoétczynnikami zakenymi od x poprzez pochodn&. Oznaczajc przeza
z indeksem dolnym tediczkowanie wzgidemx (i uzywajac skrotow typuVay =
Vixxy Przedstawimy pewgliczbe wspotczynnikdwa, w postaci jawnej:

1 1

% = g e BT PV (7.9)
% _E( N o+ 3PV, (7.10)
% " 1aac ((5\/“ oo “180V, ) P+ 4V, ) (7.11)
—_ 1 2 4
% = 016 B0 T AP AP, (7.12)
=— +
a = 40320(6181|O 8g;P” + 855 %),
ay = (8o + 85, P* + 85, P" + 846 P°),
725160 .
B0 = oo g0q P ¥ AP+ AuosP” 2P
a,y = m(aﬂo +ay, p2 +ay, p4 a6 p6 * a4 pg),

przy czym wspotczynnikay, axm zaleza od x poprzez pochodn¥ nasgpujaco:
o =1NVE +45v2Y, -4V

X7 XX T XXX

=20V2, 1V, ~TVV,,, (7.14)
a,, =10V,,,
81 = 2N,V — 4V 00 + B3,V
ag =1V, .V, -2N V. -35/V,,, (7.15)
ags = Vs,
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Ay, =6 —228/ V2V, +168VV., -V, ) +90VV, V,,,

X7 XX T XXX XXX X 7 XX

ag, = TV, V2 +8N2V, —46VV, V, +360/V, V., +420/2V,,,

oV so0x xV 001 (7.16)
dg, = 42\/42X _12q\/xxV6x +V><V7x)’
a96 = NSX’
a,, =460v3V,  -1170/V, V2 -630/ V2V, +238%/V V,
—945/ 2V, Vy, —1260/V,,,
03 =150V,5, +15V, V, V,, —945/V, —456V,V, V,, +483/.V,, (7.17)

+1785/V, V,, +1080/ 2V,

Qo5 = 126/4><V5x - 114‘/3><V6x - 26Nxxv7x - 189‘/><V8x’

a107 = 8V9x'

a,,, =1382/> - 6448/ V3V, +4140/ V2V, +840VV V.,
+8280/ 2V, V, +7368/2V, V2 +3150/V,,,

a,,, = 3240/2V2 - 6480/ V2 +696V3V, +487XV V.V,
+15660/ 2V, —9144/ V2V, +1198%/ 2V, V,,

-21000/,2V, .V, —10800/ .V, , (7.18)

a,,, =1710/.2V,, -1803/, V> —8676/,V, V,, +1260/, .V, V,,
+ 4770/ 2V, +3060/,V,,V,, +11400/,V V,, +4725/2V,

e = 336/52x = 780/;,V;, =980V, Vg, — 560V, V,, +120/,,V,
85 =18V,

Schemat numeryczny (7.3), gdzée= J\ jest zdefiniowana przez (7.8),
bedzie oznaczany przez GR-Metoda GRN jest (co najmniej) rdu N. Warto
zauway¢, ze metody GR-1 i GR-2aszgodne ze standardowym dyskretnym
gradientem (GR) danym przez (7.2) (w szczeg&@ndsR-1 jest rzdu 2).
Ponadto, jéi potencjatV jest liniowy wzgkdem x, wowczas dowolna metoda
GR-N jest doktadna (jej e staje si nieskaczony).

X!

xX1?

7.2 Standardowe metodyN-tego rzedu

Wyprowadzimy teraz jawne schematy numeryczne doegin rzdu
postugujc sk rozwinigciem w szereg Taylorgt + h) i p(t + h):
N hE d*x(t) L h* d“p(t)

xt+h) =Y -— ,opt+h) =Y —
ék! dt* ;k! dtX

(7.19)
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gdzie wszystkie pochodne mpgby¢ zasgpione funkcjamix, p poprzez
zastosowanie rownania (7.1) i jego pochodnych (pp-V"(X)x=-V"(X)p).
Dostajemy wowczas

Xt +h) = x+ ph=2vh? =L pvh® + L vV —v2)ht + o(h®),
2’ 7% 24
o(t +h) = p—V’h—% oV'h? +%(vv" _VT2)h? (7.20)
+%(3pvpvm+ p(Vn)Z _ p3v(4))h4 +O(h5)

Dlatego te rozwinigcie Taylora mae by przedstawione w formie

[e4] r1k (<] r1k
xt+h) =3 b (xp), plt+h)=> —c.(xp) (7.21)
K K
d* d*
gdzie b, ZWX' Cy :F p, a pochodne te obliczamy stoguj(7.1). Na
przyktadb, =x, b, =x=pi b,=X=p=-V'(x). Ogolnie
bk+1 :ibk :%)‘(+% p = p%—V'(X)% (722)
dt 0x op 0X op
Z kolei p =x implikuje
d
Cy :abk = b (7.23)

Wspotczynnikibe (k = 1, 2, ..., 11), obliczone rekurencyjnie z (7.22aja
post&
by=x b =p, b,=-V,, by=-pV,,
b, =V.V,, - p?V

b, = p(V2+3V.V,,) - pV,,,
5 p x;( X xxx)2 P . 4x (724)
b6 =-3V,V _VxVxx +p (5\/xxvxxx + 6\/xV4x) - p4V5X'

X XXX

b, == P(V% +18V,V, V., +1VV,,)

X7 XX T XXX

+ p3 (5\/2 +11Vxxv4x +10‘/xv5x) - p5V6x'

XXX

XXX?

by =VV2 +18V2V, V,  +15/V

X T OXX T XXX X 7 4x

- p2 (ZNXZXVXXX + 33‘/><Vx2xx + 8Nxvxxv4xx + 45‘/x2V5x) (725)

+ p4 (21\/3xv4x + 2Nxxv5x +1a/xv6x) - pGV7x'
b9 = p(Vx‘:( + 8Nxvxiv3x + 84Vx2V3i + 225/X2VXXV4X +105/x3\/5x)
- p3 (75‘/xxv3§< +102\/x2xv4x + 23N><V3xv4x + 225/xvxxv5x (7 26)
+ 105/x2V6x) + p5 (21\/42x + 42\/3xv5x + 36\/xxvﬁx + 2Nxv7x) .
- p7v8x’
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blO = _(V V4 +81V2V 2V3x +84\/X3V3i + 223/3\/xxv4x

X7 XX X 7 XX

+108/°V, ) + p? 85V 2V,, +555/V, V2 +83W V2V,
+1086/2V, V, +1305/2V V, +420/V,,)

- p* (75, +585/ V.V, +336V V. +35N2V,,
+696V V,V,, +645/V V, +210/V, )+ p® B4, V,,

X7 XX X

+ 78‘/SXVGX + 57VxxV7x + 28\/xV8x) - pgvgx’

(7.27)

by, = = P(V,5, +336V,V,3V,, +1524/2V, V7 + 2430/ V2V,

X7 XX X 7 XX X 7 XX

+2565/\V,.V,, +3255/ 3V, V,, +945/V,))
+ p® 81OV 2V, +855/, V. + 9272V, +2430/ 2V}

X

+4875/ V2V, +5175/2V, V. +5145/2V V,, (7.28)
+7296/ .V, V..V, +1260/x3v7x) - p° @10/3§<V4x

+92V V.2 +1995/ V, V. +1872/V, V,, +1002/2V,,

+1809/,V, V,, +140N V, V,, +378/2V,, )+ p’ B4V,

X7 XX

+162\/4XV6x +135/3xv7x +85‘/xxV8x + Be\/xvgx) - pglex'

Zatem dla dowolneg®l otrzymalémy nastgpujacy, zadany w sposob jawny,

schemat numeryczny oznaczany przez TRYschemat Taylor&l-tego rzdu):
N hk N |k

h
Xn+1 = ZFbk (Xn! pn)! pn+1 = Z_Ck (Xn! pn)! (729)

k=0 ko K!

gdzie by i ¢ sa zdefiniowane przez (7.22), (7.23) oraz, w szczegd
przypadkach, przez (7.24), (7.25), (7.26), (7.27)7i28). Jawne integratory
TAY-N zostam uwzyte do poréwna z metodami dyskretnego gradientu
wyzszych radéw. Co wicej 2 one dobrymi kandydatami na predyktory, gdy
metody gradientowe (7.3} sizywane w charakterze korektorow.

7.3 Eksperymenty numeryczne

W poprzednich rozdziatach tej pracy porowsmly szereg dyskretyzacji na
przyktadzie potencjalu wahadla matematycznegd(xf =—-kcosf)) oraz

potencjatu Morse’a \{(X) =%ke‘2‘7’X —-ke ™). Najlepsze okazaty sischematy

lokalnie doktadnego dyskretnego gradientu (GR-LEX GR-SLEX).
W niektérych testach ich dokiadstoprzewyszata o wiele ra@déw wielkdsci
osiagara przez schematy standardowe, takie jak leap-frogtodh niejawnego
punktusrodkowego (implicit midpoint) czy tezwykty dyskretny gradient (GR).
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Porownamy teraz schemat GR-LEX (GR-SLEX daje bardddizone
rezultaty) z algorytmami waszych rzdéw wprowadzonych w tym rozdziale, tj.
GR-N oraz TAY-N wykorzystuac te same potencjaty (w obu przypadkach znane
sa rozwigzania doktadne). Dla uproszczenia zawsze zaktadamy0 (potazenie
pocatkowe w punkcie rownowagi trwatej). Szczegoty teiczne obliczania
okresu zostaty wyfmione w rozdziale 4.8, a szczegoty procedur itgramh
w rozdziale 11.3. Warto zaznac€zye oy zadana przez (7.8) zaleod Xn, pn,
lecz nie zalgy od X1, pn+1, CO OZNaczaze parametr ten jest obliczany tylko raz
w kazdym kroku.

7.3.1 Btad globalny

Wykresy 7.1 i 7.2 pokazaj zaleenos¢ biedu globalnego rozweania
numerycznego w zataosci od kroku czasowego (liczonego po uptywie TZD
Schemat GR-3 daje praktycznie takie same wynikiGak-LEX. S one lepsze
od standardowej metody GR o Kkilka edbw wielkdsci, zwlaszcza dla
mniejszychh. Widzimy tez, ze GRN (dlaN = 5) s1 doktadniejsze od GR-LEX
o kilka rzzddéw wielkasci i zachowuy precyzg dziatania rownie w przypadku
duzych wartdéci kroku czasowego. Dodatkowo dla matych krokowscemych
(h < 0.1) doktadné& GR-7 i GR-11 praktycznie nie zake od ich wartéci
(a nawet nieco maleje).

-~ GR

- GR-3
—-GR-7
—— GR-11
—¢ GR-LEX
-O0- TAY-5
-8-TAY-10

107 -

10.9 ]

10" | Global error

Wykres 7.1. Bhd globalny po uptywiet = 120Ty, jako funkcja kroku czasowegoh dla
wahadta matematycznegop, = 1.8 Ty, = 9.12219655).
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4 _
U Global error
h
10° ) F
0
10I] i
10-2 |
10* |
108 1%
——GR
——GR-3
10-3 i
——GR-7
—— GR-11
1010 1 —¢ GR-LEX
- TAY-5
102 | B~ TAY-10

Wykres 7.2. Bhd globalny po uptywiet = 120Ty, jako funkcja kroku czasowegoh dla
potencjatu Morse’a, po = 0.8 T,= 10.471 975 51).

Schemat TAY-10 doréwnuje dokladémia algorytmom GR-7 i GR-11 przy
matych wartéciach h. Przedzial jego konkurencyjd@ rosnie wraz
Z przesuwaniem sido obszaru drgabliskich harmonicznym (zmniejszaniem

Po)-

12

3.0-10 .
2,540 A GR-LEX

GR-3
2.010"

GR-11
1.510" | GR
1.0-10"
0.510"

N
0'0'10-12 T T T T T T 1
0 200000 400000 600000 800000 1000000 1200000 1400000

Wykres 7.3. Bhd energii jako funkcja czasu ¢ = Nh, h = 0.25) dla wahadta
matematycznegop, = 1.8 Ee = 0.62).
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Teoretycznie wszystkie schematy gradientowe (7 @tatinie zachowuyj
energe, jednak bt¢dy numeryczne wprowadzajw sposob nieunikniony
niewielkie, ale narastaje odchylenie od warfoi teoretycznej (wykres 7.3).
Przyrost ten jest z grubsza liniowy i gga AE = 10* dlat = 200000.

7.3.2 Stabilnos¢ oscylacji i blad wzgledny okresu

Wszystkie schematy gradientowe majaty okres drgaw bardzo diugim
okresie czasu. Stabilé® okresu standardowej metody dyskretnego gradientu
byta testowana szczegétowo w rozdziale 4.8. Wyri&in przedstawione
odnosz sie rowniez do pozostatych metod nakeych do tej rodziny. Na
wykresie 7.4 poréwnanérednie okresyiCisle Ta(N, 20), porownaj rozdziat
4.8) rozwhazan numerycznych otrzymanych przy pomocy GR-7 i TAY.-Dda
czasow, ktére nieasbardzo due, w obydwu przypadkaciredni okres oscyluje
wokot wartcci teoretycznejTy,. Jednak doktadrsé schematu TAY-10 powoli,
ale systematycznie maleje, podczas gdy schemaiegitadvy oscyluje w ten
sam sposob przez bardzo diugi czas (miliony okres@eréwnaj wykres 7.5).

9.1222016 -
Tavg

9.1222008 -

hA L

9.1222000 - L

rar
I

9.1221992 =z

9.1221984 -

9.1221976 -

9.1221968

9.1221960

N
9.1221952 - . . . .

0 5000 10000 15000 20000

Wykres 7.4.8redni okres jako funkcja czasu [ jest liczba potokresow) dla wahadta
matematycznegqy = 1.8 Ty, = 9.12219655). Czarne punkty — GR-7, jasne punkty
TAY-10, pozioma linia — okres teoretyczny.
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9.1221976

0.1221972 BESEERES R RS
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9.1221968 -XXXXXXXD ’6‘;?””4?0 00 #’,‘;.ﬁ;‘ %
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; OO OO OO OO O OO

9.1221964 4 - 4 {}g

KX R XX
¢ % %‘&}

9.1221960 SO

ey {s:

9.1221956 XXXRRXL

9.1221952 - ‘ .
0 5000 10000 6590000 6595000 6600000

Wykres 7.5.S8redni okres jako funkcja czasu { jest liczba pétokreséw) dla wahadta

matematycznegop, = 1.8,h = 0.25 [, = 9.12219655), schemat GR-11. Linia
pozioma — okres teoretyczny.

Wykresy 7.6 i 7.7 przedstawigyvzgledny bhd okresu (doktadniej wiellkai
favg(o, 100 200, podobnie jak w rozdziatach 4.8 i 5.5). W zarysieodzi

0 pewien rodzaj dredniania dotyczy pierwszych 200 okreséw i poréwnanie
wyniku z okresem doktadnyifi.

10° . ; . : :
$ ) . ) ) 1 h
2 | =
10 m < p—EF—< <
o G
10—4 B y :
3 Q.
10° - /* r
10-8 4
-o-GR
101" | & - GR-3
7 - GR-7
- GR-11
107 ¢ GR-LEX
o —+ TAY-5
o AT -5 TAY-10

Wykres 7.6. Wzgkdy btad okresu wahadta matematycznego jako funkcjé dla
Po=1.95 = 11.657 585 28).
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Wykres 7.6 prezentuje zalos¢ wzglednego b¢du okresu od kroku
czasowegoh. Wida, ze GR-7 dajeswietne wyniki przewyszapc swa
doktadndgcia o 3-4 rzdy wielkosci metodd GR-LEX. Dokladnéci GR-11
I TAY-10 s (dlapo = 1.95 ih < 0.3) zasadniczo takie same, jednak precyzja
dziatania drugiej z nich spada wyrae wraz ze wzrostem.

7 pe

~GR
>GR3
o GR7
—— GR-11
—% GR-LEX
_B-TAYS
10 X ATIT —B- TAY-10

Wykres 7.7. Wzgkdy btad okresu wahadta matematycznego jako funkcjg, dla
h =0.02 T =6.283 342 4).

Zwigkszanie rgdu GRN przy matych wartéciachh (wykres 7.7) zwiksza
doktadndg¢ tylko do pewnego momentu. Widzimye GR-7 daje praktycznie
takie same wyniki jak GR-11 i TAY-10 ti. I8 dla oscylacji i 10°
w przypadku ruchu rotacyjnego. Wtkiem jest waski obszarpy = 2, gdzie
doktadnd¢ jest mniejsza dla kalego schematu numerycznego. Ppgy< 2
(oscylacje) GR-7 przewgza doktadnécia GR o 7-9 rzdow wielkasci.
GR-LEX i TAY-5 réwniez oshgaja porownywalm doktadnd¢, lecz tylko dla
matych wartéci po. Przypo > 2 schemat GR-LEX daje takie same wyniki jak
GR-3, ktére s w przyblizeniu o rad wielkosci gorsze od uzyskiwanych przez
TAY-5i 0 dwa rzdy od GR-7, GR-11 i TAY-10, ktére na wykresie 7.7&welu
punktach si pokrywap. Nalezy pamktaé, ze wraz z uptywem czasu doly
generowane przez schematy TAYbeda systematycznie rosty, co nie dotyczy
w praktyce (wykresy 7.4, 7.5) schematow gradientdwy
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7.3.3 Sasiedztwo separatrysy

Najtrudniejsze do numerycznej symulacji jestiedztwo separatrysyd = 2
dla wahadta matematycznego). Standardowa metod&redlgego gradientu
okazuje st stosunkowo dobra w tym regionie (rozdziat 4.11)schematy
lokalnie doktadne (rozdziat 5.5) pragupiemal perfekcyjnie. W tym miejscu
wybrano do porownarowniez GR-3, GR-7, GR-11 oraz TAY-5 i TAY-10.
Schematy taylorowskie okazatyg¢sinajgorsze: TAY-10 nie jest w stanie
odtworzy¢ nawet zachowania jakoowego (wykres 7.8). Zwykta dyskretyzacja
gradientowa (GR) daje dobre zachowanie §akmve i jest zdecydowanie
dokfadniejsza od TAY-10 pracagego z krokiem o potogv mniejszym.
Widzimy, ze w pierwszym okresie GR-3, GR-7 i GR-LEX gapdobne wyniki.
Podkrélmy, ze rozwhzanie dokladne jest bardzo bliskie separatrysy
(|p, =2/ =107°) i krok czasowy jest bardzo #y mimo to wszystkie ulepszone

schematy gradientowe symuiljardzo doktadnie ruch wahadta.

5.0

OPI000EEE0 A0 66<
a

nh
1
10 a 60
07 exaer
o GR
2.0 ¢ GR-3 o
& GR-T O
304 X GRLEX Hog
O TAY-5
40 O TAY-10

Wykres 7.8.x, jako funkcja czasu ¢ = nh) bardzo blisko separatrysy o = 1.999
999 999 9)h = 0.09 dla TAY-5,h = 0.45 dla TAY-10,h = 0.9 dla pozostatych
dyskretyzaciji. Linia ciggta odpowiada rozwizaniu doktadnemu

(Tih=51.596 879 14).

Wykres 7.9 pokazujeztsany sytuacg po uptywie znacznie diszego czasu
(t > 100 000). Zwrémy uwag;, ze krok czasowy dla TAY-10h(= 0.09) jest
duzo mniejszy ni krok, z jakim pracuyj pozostate dyskretyzacjeh (= 0.9).
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Mimo to TAY-10 jest tylko minimalnie lepsza od GRiFZzdecydowanie gorsza
od GR-11. GR-7 okazujecsdoktadniejsza od GR-LEX.

4.0

2.0 4

1.0 4

nh
0.0 \ )
100000 100010 100020 Co 100030 100040 108950 % 100060 100070
=
-1.0 -
% &
2.0 oe — EXACT
% o & GR3
= & ¢ GR-7
sy X gese * GR-11
% GR-LEX
4.0 - O TAY-10

Wykres 7.9.x, jako funkcja czasu ¢ = nh) bardzo blisko separatrysy po = 1.999
999 999 9)h = 0.09 dla TAY-10 ih = 0.9 dla pozostatych dyskretyzaciji. Linia cigta
odpowiada rozwigzaniu doktadnemu (T, = 51.596 879 14).

7.4 Podsumowanie

Przedstawione tu integratory numeryczne NRnap podobne zalety jak
metody GR-LEX i GR-SLEX opisane w rozdziale 5: zawhja doktadnie catk
energii, 9 bardzo stabilne i doskonale sprawdzsig w dtugich okresach czasu.
Mozna je konstruowadla dowolnego, zadane®o

Posiadajc zalety wczéniej wprowadzonych schematéw jednoaze
istotnie poprawig dokladnd¢ metod dyskretnego gradientu (przynajmniej
w przypadku jednowymiarowym). Integratory QR(N > 7) 1 znacznie lepsze
od GR-LEX w wkkszdci testowanych przypadkow. Jedynie w obszarze nhatyc
po schematy lokalnie doktadnes porownywalne z metodami gradientowymi
wysokich rzdow.

Trzeba zaznaczy ze schematy (7.3) podobnie jak wszystkie metody
gradientowe niesssymplektyczne, ani tenie zachowuyj objetosci w przestrzeni
fazowej. Co wgcej, integratory GRN nie @ odwracalne w czasie. Dlatego
wydaje s¢, ze zachowywanie energii i wysoki ad sa wystarczajce do
zapewnienia ich prezentowanych ey doskonatych cech jakoiowych
i ilosciowych.
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8 Doktadna dyskretyzacja jednowymiarowego

oscylatora anharmonicznego

8.1 Sciste rozwigzanie oscylatora anharmonicznego

Rozwamy ruch zadany nagtujacym rownaniem Newtona

X =—ax+ px°, (8.1)
gdziea, S - state. Zasada zachowania energii dana jest przez

1., 1 , 1_,

—p +=ax" —-= =E, 8.2

LA 4ﬂ>< (8.2)

przy czym p = X. W rozdziale tym skupimy sina ruchu oscylacyjnym.
8.1.1 Przypadeka>0i8>0

Przy zadanej energii uktadd i warunku pocatkowym x, = 0, p, =/2E,
sprawdzimyze doktadnym rozwizaniem réwnania (8.1) jest

X = Asn(at; k), (8.3)
gdzie sn jest sinusem eliptycznym Jacobiegg, state A, w, k wyrazaja Si¢
w odpowiedni sposoOb przea, £, E (zauwamy, ze warunek pocgkowy X, = 0
jest spetniony automatycznie). Skorzystamy z kilkiasamdci spetnianych
przez funkcje eliptyczne Jacobiego [15, 28, 95]:

snPu+cn®u=1 dnfu+k®sn’u=1, disnu:cnudnu, (8.4)
u

z ktorych bezpgrednio wynika wzor

2
(disnuj = (1-sn”u)@-k?sn’u). (8.5)
u
Z postulatux = Asnu (gdzieu = wt) mamy
x? k?x?

x* = A’ (Ll-sn*u)(1-k*sn’u) = Azwz(l—?j(l— e ] (8.6)
Z drugiej strony z wyjciowego rownania (8.2) wynika

x? :%ﬁx“ —ax® + 2E. (8.7)

Poréwnanie dwéch ostatnich wzoréw prowadzi doazkdw
OA? =2k*a?, a=aw’(@1+k?), 2E=A%0’. (8.8)



Réwnania te pozwalaj na wyznaczenie parametrow rozmania A, «, k
poprzez state opisage potencjat i energi

/4/3E E
\/ ( 1—4%5). (8.9)
1+1/1- 1+ 1 d

Zatem teoretyczne rozwdanie rownania (8.1) jest kompletne, wystarczy
podstawt (8.9) do (8.3). Zauwany, ze znalezione rozwkanie jest funkgj

tylko jednego parametrd (lub p, =+/2E).

2
Przypadek graniczny (separatrysa) odpowiada enet@iizj— (lub

). Wowczas rozwizanie wyraa sk przez funkcje elementarne:

po:\/—

x(t) = 2\/7 tam{\/i j (8.10)

8.1.2 Przypadeka>01i8<0

Poszukamy doktadnego rozmania réwnania (8.1) przy zadanej energii
uktaduE i warunku pocatkowymxy = 0, p, =+ 2E w postaci

x = Acn(ut; k) (8.11)
(pocatek ruchu w punkcie najwkszego wychylenia). Wprowadzgj
oznaczenia

s=snu, c=cnu, d=dnu, k'*>=1-k?, (8.12)
mozemy krotko zapisazwiazki pomidzy funkcjami eliptycznymi

s?+c?=1 d?+k’s*=1 (8.13)
oraz wynikajce z nich tasamdaci

d?+k*=1+k?c?, d?=c?+(1-k?)s®=c?+k'?s’. (8.14)
Wzory na pochodne funkgcji eliptycznych:

s =cd, ¢'=-sd, d'=-k’sc (8.15)
Podnoszc pochodne do kwadratu i wykorzystaj(8.13) otrzymujemy

s?=(1-s*)1-k?s?),

c'? = (1-c*)(L-k?c?), (8.16)

d'? =(@-d?)(d? -1+k?).
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Korzystapc z drugiego z rowna(8.16) w postaci

c“=@-c’)d-k"c?) =-k“c" +(k“ —k'")c” +k'“, :
12 (1 2)(1 k2 2) k2 4 (kz er) 2 er (8 17)
oraz podstawiap ¢ = x/A na mocy rownania (8.11), otrzymujemy:
3 2 k2X4 (kZ_kIZ)XZ .
x? = A’pPc'? = Az,uz(— X + e +K 2] (8.18)
czyli
2,,2,4
%2 = — k ﬁ4x — 1A(K'2 —K?)x2 + KA LR, (8.19)
Porownujemy to z (8.9) i dostajemy:
2
kA/;’ _—|,3| A(K2-k¥) =a, K2A*u? = 2E. (8.20)
Wzory skrajne daj
. 4EK?
K*K'?u* =E|B, A'= v (8.21)

Zatem

/4Ek2 _[E4 a _EB
Ak’ kk'2' k'2-k*> Kk (8.22)

Naszym zadaniem jest obliczende i orazk, K mapc danea, S, E. Latwo
sprawdzt, ze (k'? —k?)* + (2kk') = (k'? +k?) = L Zatem istniejep (z pierwszej
¢wiartki, bo wobear > 0 musi by k' > K):

k'> —k® =cosg, 2kk'=sing. (8.23)
Wobec tego @czac (8.23) z ostatnim z rowng8.22))
JE
tang = zﬂ. (8.24)
a
Znamy rownie cosg :;. Z pierwszego z réwma(8.23) mamy (bo
J1+tan® ¢
k'? =1-k?):
1- 1
1-cosp J1+tan® ¢
k= = : (8.25)
2 2
Zatem wstawigc (8.24) otrzymujemy
‘o a’ +4E|f -a 2E|A| (8.26)
2Ja?+4E|f | a®+4EB+aja’ +4E 8 '
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Ponadto, jako proste konsekwencje pesaych wzordw, moemy wypisa
zZwiazki:
o L, _ a a’

¢

=sinL- "= = =~ _tar?
k—sm2, k COSE’ 7] cosp’ E |,[>’| tan® @,

, (8.27)
k_ :ﬂ =HCOS¢
A 22U 2a

Przedstawione rozwzanie zaklada warunek patkowy x(0) = A. Jgli
chcemy, aby jak poprzednio warunek pgikpwy miat posta x(0) = O, to
nalezy rozwaaé nieco bardziej ogolne rozwaaniex(t) = cn(t —to)). Woéwczas
x(0) = 0 wtedy, gdy cni{to) = O, czyli na przyktagdt, = K (K — catka eliptyczna
zupetna). Warunek ten spetniajez wartasci to, rozniace s¢ od powyszej
o wielokrotng¢ potowy okresu. Podstawienie tego ogolniejszegawigzania
w miejsce (8.11) nie zmienia przeprowadzonychraaghunkow.

8.2 Dyskretyzacja doktadna dla przypadku < 0

Wykorzystupc rozwizanie dokladne (8.11), przesei® o tp, znajdziemy
rownanie spetnione przez dyskretyzacioktadra zadam wzorem X, =x(ty).
Mamy wigc

X, =Acnu(t, —t,), X., =Acnut, £h-t,) (8.28)

gdzie tym razem krok czasowy oznaczony jest prdez Korzystamy
z tazsamdaci (zob. [28]):
cnucnv¥snudnusnvdnv _ cnucnvFsnudnusnvdnv

cnuxv) = 8.29
u=v) 1-k®sr?usr?v dn®v+k?cn®usr’v (8.29)
oraz wzoru na pochodr{aby obliczy ped):
(cnu)’ =snudnu, (8.30)
I obliczamy
X,y X,y =y 2Nt Zh)ensh (8.31)
dn® th+k*cn” u(t, —t, )sn” th
TR G L L (8.32)
2 k 2 2
dn® th +F X, sn” uh
Nastpnie:
X . ~X = 2Asnu(t, —t,)dnu(t, —t, )snuhdnih (8.33)

dn® gh+k?cn® u(t, —t, )sn’ th

128



2P, snghdngh (8.34)
. . .
/J(dn2 ,uh+'l;2 X2 s ,uhj

Wyrazajac wszystko przez parameatr=cryh otrzymujemy:

- Xn—l =

K ¥ Xy = 2l 5 : (8.35)
@-yA)k? >
1-@A-y*)k* + 22 X,

Wygodnie jest wprowadzijeszcze dwa parametry (porownaj (8.27)):

U a
oraz
__shh (8.37)
pdnzh
Wowczas (z (8.34), biac pod uwag (8.27)) mamy:
X .- X 1
p =" i1 2166°X2 . 8.38
R (s .39

Dla matychh mamyod= h, 8= h, a dokitadniej
2 92
5:h(1—%y2h2+...} H:h(l—%/fhz +] (8.39)

Wykonujac elementarne przeksztatcenia aemy otrzymé jeszcze ina
(rbwnowana) posta& dyskretyzacji (8.35):

X _25X2n ot - e x _%|,g|,(2x§(xn+l X ), (8.40)
gdzie
1+(t1_czzs¢)aé'2
K, = : cos ¢ o (8.41)
1-g5? L0, _ @
2cosyp 4cosp
_ a0’
K, = a Acosp S (8.42)
1-gg2 L=CoR)(,_ a
2cosg 4cosp

Zauwamy, ze parametry powssze zalea odhidlah — 0 chza do 1. Podobnie
ze wzoru naP, mazna wyeliminow& X,.1 (dodajc stronami (8.35) i (8.38)).
Wodbwczas:
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KX, &

Xn+l - 1 + 1 . ) (843)
1+§|/3|52K2x§ 1+§|[3|92x§
gdzie
_ao’
K, = 2cosp . (8.44)
1- a5 (L-cosp) 1- ad
2cosyp 4cosp

jest trzecim parametrem o wiase@ch podobnych d&; i 4.

8.3 Dyskretyzacja doktadna dla przypadku > 0

Wykorzystujemy znajonmi scistego rozwizania oscylacyjnego (8.3):

X = Asn(at), (8.45)
pamitajac, ze zachodz wzory (8.9). PostulujemyX ,, = Asn(t, + «h ,)gdzie
h jest krokiem czasowym dyskretyzacji. Wykorzystujet@raz tasama¢
sn(at,, ) cn(wh) dn(eh) £ cn(ed,, )sn(eh) dn(at,)

sn(t, +ah) = 8.46
at, = ah) 1-k?sn’ at, sn® ah (8.46)
I dodajemyXn+1 do Xp.1:
Asn(at, ) cn(@h)dn(ah)  2cn(ah)dn(eh) X
n 1—px§sn2cm

Jest to poszukiwana dyskretyzacja doktadna. Rachuwarkalogiczne do
przeprowadzonych dla przypadjd< O pozwalaj zapis& ja w postaci:

xn+1_2xn +xn—1 :—520'Xn +%02'anz(xn+l+xn—1)’

8.48
P = Xn+l_xn—1 +a52Xn _ﬁezxﬁxnﬂ ( )
" 6 20 !
gdzie
5:\/2\/1—cn(Qh;k)dn(Qh;k), g = SnQhk)
a Q
(8.49)

(5o i)
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Energia uktadu wynosi
_1...1 ,_1 4
E—EPO +§O'XO —ZﬂXO (850)

i spetnia w przypadku ruchu oscylacyjnego warunek

a,2

O<E<E' (8.51)

8.4 Dyskretyzacja Hiroty

Rygo Hirota podat nagpujaca dyskretyzagj oscylatora anharmonicznego [45,
72]
xn+1 B 2xn + xn—1
h2

= —O'Xn +%IBX§(Xn+1 + Xn—l)’

(8.52)
P - xn+1 B xn—1
" 2h
Po wyeliminowaniuX,.; otrzymujemy wzoOr na punkt startowy tej dyskretyzac
1- L on?
X, = xn12—+th. (8.53)
1=, AX;

Poréwnanie tego wzoru z dyskretyzaajoktadry (8.48) w granicyh = 0
sugeruje nagpujaca modyfikacg tego wzoru:
Xn(l—;ahzj+ha
X = ; . (8.54)
1=, AX;

Godma uwagi cech tej dyskretyzacji jest posiadanigcistych rozwazan.

W pracy [72] mana znale¢ sciste rozwazanie réwna dyskretnych (8.52)
(poprzez funkcje eliptyczne). Oczydmie nie § to rozwhzania idce po
trajektoriach uktadu gptego. Istnienie zwazku pomedzy dyskretyzagj Hiroty

a dyskretyzagj doktadry pozostaje jednak problemem otwartym.
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8.5 Klasa dyskretyzacji zachowupcych trajektorie

Rozpatrzmy nagpujaca klas: schematow numerycznych

Xn+l B Xn - pn + pn+l

pn+15_ Pn _ Xril — X 1 2 2 (8-35)
R [G—Eﬂ(xn +Xn+1)j,
gdzie djest dowoln funkcja Xn, Xn+1, Pny Pn+1, h Spetniajca warunek
jim 2O Xaet: Py Pres ) _ g (8.56)

h-0 h
Zapewniajcy, jak zwykle, zgodn& kazdego z tych schematow.
Twierdzenie. Dowolna dyskretyzacja nalgca do klasy &.55 zachowuje

doktadnie (z doktadngiq do bkdéw zaokgglern) wszystkie trajektorie uktadu
(8.1 w przestrzeni fazowej

W szczegOllnéci, gdy 0 = h otrzymujemy standardawmetod dyskretnego
gradientu. Schemat lokalnie doktadnego dyskretnggadientu otrzymamy

wybierapc
5:£tan%h, w=,V"(X). (8.57)
)

n

W naszym przypadku
w=+a-35°. (8.58)

Mamy dwa naturalne wybory dl&, pierwszy toX = x,, drugi (Ssymetryczna

modyfikacja) tox = %(xn +X,,,) - Mozna réwnig stosowd wzory z rozdziatu 7

otrzymupc gradientowe dyskretyzacje wysokickadbdw, w tym GR-11.

8.6 Eksperyment numeryczny

W ddcswiadczeniu przyto nasgpujace wartdci statych opisujcych
potencjat:.a = 1, = 0.125. Wybér ten gwarantujee dla ruchu oscylacyjnego
mamy 0< po < 2 (podobnie jak w przypadku ¢to wykorzystywanego w tej
pracy do testow potencjalu wahadta matematyczn&fr) = -cosk)).
W przypadku oscylatora anharmonicznego przetestevzastaty omawiane we
wczesniejszych rozdziatach dyskretyzacjgeap-frog standardowa metoda
dyskretnego gradientu (GR), lokalnie doktadne sctgrmdyskretnego gradientu
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(GR-LEX, GR-SLEX), schematy dyskretnego gradientyszych rzdow (do
11 whcznie), a take dyskretyzacja Hiroty oraz wyprowadzona 2@y
dyskretyzacja doktadna. Nazyiek testow zaprogramowano obliczanie funkcji
eliptycznych (dla rozginych parametréw) z doktadéma lepsz niz 10

4.0 -
X o R

3.0 4 + Dokltadna

A e + Hiroty
2.']_ + 0 + 0O

1.0

Wykres 8.1.x, jako funkcja czasu ¢ = nh), pp = 1.99999 Ty, = 22.16332h = 0.5. Linia
ciggta odpowiada rozwhzaniu teoretycznemu.

4.0 -
Xn + Dokladna

3.0 = GR-11

Wykres 8.2.x, jako funkcja czasu ¢ = nh), pp = 1.9999,T;, = 18.9072386h = 1.0.
Linia ciagta odpowiada rozwizaniu teoretycznemu.
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Wykresy 8.1 i 8.2 przedstawigj porownanie dziatania wybranych
schematow numerycznych na tle dyskretyzacji doléadnozwiazania cagtego.
Dyskretyzacja Hiroty, cho niezbyt doktadna, dziala bardzo stabilnie
w szerokim zakresie parametrow paikowych i krokdw czasowych sprawvegj
si¢ tylko nieco gorzej i standardowy schemat dyskretnego gradientu (wykres
8.1). Dyskretyzacja doktadna nie wydajeg dby¢ numerycznie lepsza od
schematu dyskretnego gradientgdu 11 (GR-11, patrz rozdziat 7), zwtaszcza
dla matych krokow czasowych. Dopiero zwkszenie kroku czasowego (co,
paradoksalnie, zmniejsza kumulacjglobalnego kidu w przypadku
dyskretyzacji doktadnej) ujawnia lekkprzewag dyskretyzacji doktadnej
(wykres 8.2). Wykres 8.3 pokazuje tempo narastéigu globalnego dla
wybranych dyskretyzacji. Skala pionowa jest logawigizna, zatem badane
dyskretyzacje rinia si¢ doktadndcia o kilka rzddéw wielkaci.

4 _
10 Btad globalny
10" -

10*

10°

."]-'12

0 500 1000 1500 2000

Wykres 8.3. Bhd globalny w funkcji czasu € = nh) dla dyskretyzacji doktadnej,
Hiroty i GR-11, po = 1.999,Ty, = 15.6529949 = 0.5.

Okazuje s, ze dyskretyzacja dokladna pracuje na granicy stosejva
w eksperymencie doktadéa obliczeniowej (13* — 10%) tylko przez
pierwszych kilkanécie krokéw. Dalej obserwujemy systematyczny wzrost
odchylenia od teoriiSrednie tempo przyrostu ¢du w wielkaici 5010™° na krok
swiadczy o tym,ze natura tego przyrostu jest czysto numeryczna.t®ar
natomiast zwrdo¢i uwag; na stabilné¢ biedu globalnego dyskretyzaciji Hiroty.

Rodzina schematéw (8.55) pozwala na tatwe wilkree dokladnych
trajektorii uktadu w przestrzeni fazowej. Wykregl §rezentuje takie trajektorie
wygenerowane przez schemat GR-LEX.
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Wykres 8.4. Dokladne trajektorie oscylatora anharmamicznego, schemat GR-LEX,
h=0.5,p,0{0.1;0.5;0.9; 1.3; 1.6; 1.9; 1.999} .

8.7 Podsumowanie

W rozdziale tym przedstawiono sciste rozwazanie oscylatora
anharmonicznego oraz przedstawiono sposob kongitriggo dyskretyzacji
doktadnej. Podano #epost& klasy dyskretyzacji zachowagej trajektorie
uktadu. Testy pokazalyze dyskretyzacja doktadna charakteryzuje dosé¢
szybkim przyrostem btu globalnego spowodowanym niedoktagitie
obliczen. Podniesienie tej dokladé@ zmniejszy proporcjonalnie kumulacj
btedu.

Dyskretyzacja zaproponowana przez Hirokazata si nieco mniej doktadna
od standardowego dyskretnego gradientu, ale bastabilna i zdolna do
symulowania uktadu w szerokim zakresie parametréazgtkowych i krokéw
czasowych. Jest to schemat zadany w sposob jawmyprzektada si na
szybka¢ dziatania. Potwierdzita sitez stabilng¢é i wysoka doktadng
skonstruowanych w rozdziale 7 metod gradientowyghsaych rzddw.
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9 Geometryczne dyskretyzacje problemu Keplera

9.1 Wprowadzenie

W rozdziale tym zajmiemy siwaznym i szeroko omawianym zagadnieniem
mechaniki klasycznej jakim jest zagadnienie Keplefa, 25, 75].
Przeanalizujemy dziatanie kilku bardzo dobrych, metrycznych,
dyskretyzacji, do ktorych nate symplektycznametoda Eulerg41], schemat
Stérmera-Verletal¢ap-frog [40] i zmodyfikowanej metody punktrodkowego
[37, 54] (schemat dyskretnego gradientu zacheeyujenergt) oraz dwie
dyskretyzacje zachowage trajektorie i wszystkie catki ruchu [16, 52]tym, ze
pierwsza z tych dyskretyzacji zostala w istotny sjm zmodyfikowana
i udoskonalona w niniejszej pracy.

Catlkowanie geometryczne polega na znajdywaniu nycaagch
rozwigzan rowna rozniczkowych przy jednoczesnym zachowaniu pewnych
fizycznych lub matematycznych ich wiasoo w sposéb dokiadny [2]. Dla
problemu Keplera znaleziono w ostatnich latach egerdyskretyzacji
zachowugcych catki ruchu i trajektorie [16, 52, 73, 74, 8Bpprezentujemy tu
schemat zaproponowany w pracy [16], ktory udakp zmanodyfikowa w taki
sposéb, aby odtwarzat doktadnie ksztalt orbit tg@manych. Drug tego rodzaju
metody jest doktadna dyskretyzacja znaleziona przez Kazl§52], ktory
zastosowat transformagcj Kustaanheimo-Stiefela [53]. Ta zaawansowana
matematycznie transformacja zostaniezealomowiona w tym rozdziale, ale
W sposob stosunkowo elementarny, oparty na artyal]. Eksperyment
numeryczny okt wszystkie wymienione dyskretyzacje, w pierwszajsci tego
rozdziatu koncentrag sk na metodach standardowych, a w drugiej na
poréwnaniu opracowanej przez nas metody ze schemtatzlova.

9.2 Standardowe schematy geometryczne

Rozpatrujemy klasyczny problem Keplera zadany ravarai
dp r_ =, = dr
— =-k—=1(I), =m—, mKk =const. 9.1
ot 3 r), p v (9.1)

Przypomnijmy,ze moment pdu L, anergia catkowit& oraz wektor Rungego-
Lenza A (wskazujcy na peryhelium orbity) dane wzorami



2m r’ 9.2)

sa catkami ruchu dla rownia(9.1) [25, 93].

Doktadne rozwqzanie r(t) (z wyjatkiem przypadkéw szczegolnych, takich
jak orbita kotowa) nie jest znane, jednakzma wyznaczy scisle orbity, ktére
we wspoétrzdnych biegunowych opisane wzorami [93]:

P L*

r = , p=—-m,
1+ecos@ - ¢,) km

2EL?
e=, |1+,
mk

gdzielL = ‘I:‘ I go sa statymi wyznaczonymi przez warunki patzowe.

(9.3)

Schemat Eulera (EU) otrzymujemy begmanio z rowna (9.1) zastpujac
pochodne odpowiednimi ilorazamiadinowymi:
Pris ~ Py — Mg — 20 4T - —kr—”
h h? ré’

(9.4)

r) =m rn+1 B rn
n+l ’

h
gdzie h = const jest skiczonym przyrostem siatki czasowé&jcislej mowiac,
jest to jeden z symplektycznych schematéw Eulesadwnaj wzor (4.23).
Ogdblna posta metody Stormera-Verletde@p-frog w skrécie: LF) [40],
zastosowanej do rownania (9.1), jest apfca:

1 -
p ,=p,+=hf(r,),
P =Pt (ra)

(9.5)

~ - 1 -
pn+1 =p 1 +—hf (rn+1)'
> 2

Trzech z omawianych tu metod numerycznych, zmodyfikogvanetod;
punktu srodkowego (metoda dyskretnego gradientu) [37, Bdktosowas do
problemu Keplera, definiaj wzory:
+£ r)n+1 + r)n
"m 2

r)n+1 — p—n _ hv(rn+1) _V(rn) M 1,

(9.6)

, V(r):F.

rn+1 - rn rn+1 n
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Réwnania (9.6) rozvazujemy iteracyjnie (', p) — (F, 5))
r, +£_ﬁ+ P
m 2
< V(r)=V(r,) r+r,
5= p YDV,

r=r, r+r,

=]
1

(9.7)

przy czym do wyznaczania punktu startowegozemoy zastosowa jako
predyktor, np. metag leap-frog W przypadku problemu Keplera poisze
wzory nieco s} upraszczaj. ROwnania (9.6) przyjmajposta:

Hn+1 e Fn +r£n pn+12+ pn '
Bk *R) 5-8)
i " rnrn+1(rn+l + rn) ,
natomiast (9.7) sprowadza; slo:
F= r, +£ P +2p“ ,
m

z . hk(r+r,) (9-9)
P=Pn———~

)

Na potrzeby eksperymentu numerycznego przyjmiemsumid pocatkowe
ruchu takie, jak na rysunku 9.1, szgako przyktad liczbowy rozweymy
intuicyjny ruch satelity Ziemi, ktéry w chwili = 0 znajduje i na wysokeci
200 km nad jej powierzchai Przyjmijmy,ze M = 5,9710°*i G = 6,6 710"

y

r <w\po
9\ X

O F /A

Rysunek 9.1. Warunki pocatkowe ruchu.

Wykresy 9.1 i 9.2 pokazyj odchylenie od teorii, jakie dajtrzy
przedstawione w tym podrozdziale dyskretyzacje w&stz pierwszego obiegu
dla orbity kotowej i eliptyczne;j.
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1.0-10°% - - 6.0-10"
(Fn- rirg

1 4.010"
50107

1 2.010"

0 0

- 2.0-10"
50107

1 4.0-10"
1.0-10% | 1 6.010"

Wykres 9.1. Dyskretyzacje standardowe. Wzgtine odchylenie od teoretycznej
orbity kotowej w czasie jej pierwszego obiegl) = 1.07, N= 4924 krokdéw/obieg,
Po= 7785.1577,4= 6.5T10°. Lewa & pionowa odpowiada schematom EU i LF,
prawa — GR.

4107 1
{rn - RN
2107
P
0 - "-H.__H_‘l_._._._'_'_"_;-f
0 6
24107 A
-5
4107 —EU
—LF
6107 GR

Wykres 9.2. Dyskretyzacje standardowe. Wzgtine odchylenie od teoretycznej
orbity eliptycznej w czasie jej pierwszego obieglh = 5.2, N= 5000 krokéw/obieg,
Po= 10000, § = 6.5T1C, rimax = 13.2323481C°.

Z wykresu 9.1 widzimyze orbit kotowa prawie 18 razy doktadniej od
dwodch pozostatych schematow odtwarza metoda dyskget gradientu.
W przyjetych warunkach jej najmniejsza doktadbownzgledna wynosaca ok.
5.10'° (odpowiada to ok. 0.0033 w liczbach bezwziglych) jest z grubsza
rowna najwekszej doktadnéci konkurentek wysipujacej na pocatku i koncu
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pierwszego obiegu (w ich przypadku maksymalne oldchg bezwzgldne
wynosi ok. 5). Stwierdzamy,ze pocatkowe zachowania omawianych
integratorow s uderzajco razne. Przewaga metody dyskretnego gradientu
zdecydowanie maleje w przypadku orbity eliptycznéjykres (9.2)).
Maksymalne wzgidne odchylenia od teorii (ok..B0°) s1 tu w jej przypadku
tylko 3-4 razy mniejsze nikonkurentek (w liczbach bezwzginych ok. 16),

a minimalne odchylenia (ok. ) wszystkich trzech dyskretyzacji stapic
praktycznie rowne. Krzywe na tym wykresiezn@ si¢ zdecydowanie, ale nie
tak drastycznie, jak na 9.1. Ciekawe jestzwraz z uptywem czasu przebiegi
odchyler od teorii trzech omawianych dyskretyzacji upodaknsic do siebie
(wykres 9.4). Jest to efekt obrotu elips dyskretnyeokdt punktu leacego
w poblizu miejsca startowego (perygeum), ktéry to obrot kages subtelniejsze
efekty numeryczne.

6-107° -
; (Fn - it
4107
2-1[]'5 ) /\ Z/\ A\
P
N - ' '
0 1U 1 20
24107 ] '
410° |
\ —EU
£-10 — LF
5 GR
8107

Wykres 9.3. Dyskretyzacje standardowe. Wzgtine odchylenie od teoretycznej
orbity eliptycznej w czasie trzech pocgtkowych obiegow,h = 5.2, N= 5000
krokéw/obieg, po= 10000, § = 6.5T10°, rynax = 13.2323480°.

Dyskretyzacje standardowe dziatagzesto sensownie nawet przy dich
wartasciach kroku czasowego, a ich wsp®lechy jest szybka poprawa
doktadndci towarzyszaca zmniejszaniln. Wykres 9.4 pokazuje wptyw wada
kroku czasowego na maksymalne odchylenie od tetvaech badanych
dyskretyzacji w przypadku orbity eliptycznej (tylkderwszy obieg).
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Wykres 9.4. Wzgkdne maksymalne odchylenie od orbity eliptycznej wiprwszym
obiegu jako funkcja kroku czasowegop,= 10000, ¢ = 6.5T10°, rynax = 3.23234810°.

Do kazdej dyskretyzacji z wykresu 9.4 bardzo dobrze pmsmjelomian
stopnia drugiego, przy czym wspétczynniki prxy map wartaici 1.49-10°
(EVU), 1.02:10 (LF) i 3.48-10 (GR). Pozostate wspétczynniki wielomiang s
o dwa rzdy wielkasci mniejsze.

Orbity badanych dyskretyzacji nie tylko odbiegad ksztattu eliptycznego,
ale da¢ szybko zmieniaj swoje potaenie. llustruje to wykres 9.5.

2.0-10° -

—EX
—EU
—LF
GR

2.0-10

Wykres 9.5. Tory ruchu dyskretyzacji standardowychpo uptywie n = 10000 obiegow
na tle rozwigzania doktadnego (EX)h = 5.2, N= 5000 krokéw/obieg,po= 10000,
ro=6.5MT0, rymax = 13.2323480".
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Najszybszy obrdt (mimo najmniejszych odchyle pierwszym obiegu) daje
zmodyfikowana metoda punktnodkowego. Nieco wolniej i prawie jednakowo
obracaj si¢ orbity uzyskane z pomaanetody Eulera ieap-frog(najwolniejszy
obrot). Mimo,ze metoda dyskretnego gradientu okazateos# rzdy wielkasci
lepsza od dwoéch pozostatych schematéw w przypadiityd<otowej i 3-4 razy
lepsza w przypadku orbity eliptycznej. b fdzi¢, ze jej przewaga wynika
z zachowywania energii ukladu. Niestety dotyczy tigko pocztkowych
obiegow orbity. Wraz z uptywem czasu dyskretny gratl traci swoj
przewag, co ilustruje wykres 9.6 pokazgy ewolucje wybranej krzywej
W przestrzeni fazowe;.

2T

4-107 A

4107

8-10° -

Wykres 9.6. Dyskretne krzywe fazowe badanych scher@av numerycznych po
uptywie n = 50000 obiegow na tle rozwrzania doktadnego (EX)h = 48.8, N= 524
krokéw/obieg, po= 10000, = 6.5710°.

Przewaga dyskretyzacji gradientowej na wykresig@&6stabo widoczna, co
wigce] najmniejsze znieksztalcenie geometryczne wyddjedawa metoda
leap-frog

9.3 Przyktad zachowawczej dyskretyzacji problemu Keplea

Spasrod kilku zachowawczych dyskretyzacji 3-wymiarowggoblemu Keplera

znalezionych w ostatnim czasie przedstawimy schemagtroponowany przez

promotora [16]. Dyskretna ewolucj&,, p,) - (V... P, 2Rda jest wzorami
AP, _ _ 2krn+l b= mArn
At ar.,r, Coso At

n+l'n n

, (9.10)
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gdziem, k sa statymi, Ar,, =71,,, —T,,, AP, = P — P,» At, =t —t,, przy czym
dyskretyzagj charakteryzuje dodatkowo staty parametrSchemat pracuje ze
zmiennym krokiem czasowym wybranym tale kat pomidzy 1., i 1, dany
przez @, = 20 = const nie zaly od n. Kat ten wyraa sk przez dane
pocatkowe 1y, p, I At, nastpujaco:
mr; + iy [P, At,

C0S20 = .
Fon PR + 2mF, oAt + P2 (AL,)?

(9.11)

- I,

Granica cigta odpowiada warunkowiAt, -~ .0Wowczasd - O, T,

p, —» P, a rownania (9.10) aka w granicy do (9.1) przy zateniu,ze a - 1
(jest to wec warunek zgodniei dla tego schematu numerycznego).

Dyskretyzagj (9.10) mana zapis& w postaci trzech jawnych réwfa
dyskretnych:

p, At
I7n+1 = I7n + pn :
m
. ~ kP At
Pros = Py —— 50— (9.12)
ar.,, r,coso
At
Atn+1 = - kA 2
r t
2cos@o)— -1+ .
M amr.,.“r, COSO

Bezpdaredni rachunek pokazujee posiada ona nagtujace caitki ruchu:

= o\2
[, =aR xp, E,=Pl 1
2m  oR,
. . (9.13)
- P, xL, _ﬁ
m R,
gdzie
» r.n+1r7n +rnrn+1
R” . rn + rn+1 ,
2r 1., COSO (9.14)
— P | = n'n+l
R, =|R| BT
a kazda dyskretna orbita sparametryzowana prkez E' (L' := En i E''=E,)

odpowiada orbicie generowanej przezgty problemu Keplera (9.1) okii®nej
przezL i E spetniajcych warunki
2 ~ain2
L'=LJacosd, E =EC00_MKsino (9.15)
a 2aL° cosd
W granicy cagtej: L' - L i E' - E.
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9.4 Dyskretyzacja doktadnie zachowugca orbity
keplerowskie

Przestawiona w poprzednim rozdziale dyskretyza@jhQ) zachowuje szereg
wielkosci bedacych dyskretnymi analogami catek ruchuwagtego problemu
Keplera (9.1). Jednak odpowiedfiomiedzy dziataniem modelu dyskretnego
I ciagtego nie idzie tu w parze z dokiadnym odtworzenidicebowym
rzeczywistych parametrow fizycznych ruchugtego, przy czym nie pomaga
istnienie parametra. Na wykresie 9.7 zamieszczono przyktad dziatanoaehu
(9.10) w przypadku orbity kotowe;.

0.005 -
0.004 - (Fn - Feir
0.003 -
0.002 -
0.001 -

0 . :
0.001 ¢ 1 2
0.002 -
0.003 -
0.004 -
0.005 -

Wykres 9.7. Wzgkdne odchylenie modelu (9.10) od orbity teoretyczney czasie
pierwszego obiegu w funkcjig (a = 1.0,6=0.000592477, p(0)= 7785.1577,
r(0) = 6.5M0).

Widzimy, ze rozwhzanie dyskretne edi sig istotnie od teorii. Naszym
celem jest taka modyfikacja dyskretyzacji (9.10by aodtwarzata doktadnie
ciagte orbity keplerowskie. Okazujecsize jest to maliwe.

State ruchu przypadku ggtego mog by¢ wyrazone przez warunki
pocztkowe

_ - PO _ k.
L=r Op(@©)singd, E-= om 1)’ (9.16)

gdzie @ jest katem pomedzy 7(0) i p(0). Jeeli startujemy z peryhelium lub
perygeum, wowczas séh= 1 (tak jest w naszym przypadku).
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Dyskretne analogi momentwgiu i energii ', E') s powiazane ze swoimi
ciaglymi odpowiednikami wzorami (9.15), ale jednog@zie (korzystajc
z réowna (9.13) i (9.14)) meemy napisé
_marr,sin20

L 9.17
s (9.17)
2
=P __k (1.1} (9.18)
2m 2acoso\r, r,
Ponadto
m(r; —T,) mY
By :f’ P :(A_toj (r? +r2 - 2r,r,cos20) . (9.19)

Przyjmijmy a = 1 (pozostawiajc ja we wzorach), si@ = 1 orazro = r(0)
(chcemy odtworz§ doktadnie orbi ciagta). Zatemy tez, ze zadana jesb.
Problem jest nagpujacy: mapc p(0), r(0), czyli rownie L, E nalezy obliczy
lo, 1, Po oraz4to.

Korzystapc z ciagtych warunkéw pocgkowych (9.16) i zwizkéw (9.15)
obliczamyL', E':

L' =1 (0)p(O)ar cosd,

e :( p2(0)  k ]cosd_ mk?sin® & (9.20)

2m r(©0)) a 2a(0)p(0)*cosd

Zostap nam trzy rownania (9.17), (9.18), (9.19) na trzgwiadome:ro, po, 4to.
Z (9.17) obliczamyt, | wstawiamy do (9.19) otrzymag

2
2 L' 2 2
= — | (r,° +rf —2r,r,cos20), 9.21
pO ( OrlSin25] ( 1 0 1'0 ( )

co, po podstawieniu do (9.18), daje nam réwnaniadeatowe nal:
r.l

L"? i_( L'cos2d .k j1+

2ma?sin20r? | ma’r (0)sin20 2acosd ),
L™ B k o

2ma’r (0)®sin®20  2ar (0)cosd

(9.22)

Majac ry z (9.22) dostajemy bezfr@dniopg z (9.19) idty z (9.17).
Ostateczny wynik oblicae(nowy warunek pocgkowy dla dyskretyzacji
(9.12)) przedstawia sinastpujaco:
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1= 2mk
° r)p*)
i, =(r (0),0)

. pO ( 1 . j (9.23)
=——Z | -4/ Sind, COSO
Po rJacoso 2'u0

_ 2mr,sindva coso
° p(0)(cosRd) + i, sin® 6)°

Okazuje s}, ze dyskretyzacja (9.12) po zastosowaniu parametrow
startowych (9.23) odtwarza doktadnie ogbteoretyczn przypadku cigtego.
Przedstawia to wykres 9.8 (analogiczny do 9.7).

Powyzsze rozumowanie jest przyktadem amago, a chyba niezbyt
docenianego problemu. Gtddyskretyzacja (9.12) radykalnie poprawiaasw
doktadng¢ przy prawidtowym (optymalnym) dopasowaniu warunkéw
pocatkowych.

4101 |
(Fn = Pt
24014 /\
0 . .
0 1 2
24107
41071
6107 -
810 A

Wykres 9.8 Dyskretyzacja zmodyfikowana. Wzgidne odchylenie od teoretycznej
orbity eliptycznej, = 0.006, N= 525 krokéw/obieg,p,= 10000, § = 6.5T10",
Fmax = 13.232348(°. Doktadnosé obliczen — 14+ 15 cyfr znacacych.

Eksperyment pokazujee wzgkdne odchylenie od teorii aginegto wartaci
na granicy stosowanej doktadiwo obliczeniowej (14+ 15 cyfr znaczcych).
Drobne abki na krzywej odpowiadajskokowym zmianom cyfry na ostatnim
miejscu znaczcym. Stosunkowo gtadki przebieg krzywej meosugerowd, ze
obserwowane na nim odchylenia od teorii gnagharakter systematyczny
zwigzany z testowan dyskretyzac. Majac na uwadze te atpliwosci,
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powtdrzono obliczenia z wgzs dokladndcia (19 + 20 cyfr znaczcych).
Wyniki dotyczce pierwszego obiegu orbity znajdziemy na wykr&sge

2.0-10™" -
(Fn - rIT
1510 -

1.0-10°"" |

5.010"% 1

0 1W3 4 5 6 7

5010 |

Wykres 9.9. Dyskretyzacja zmodyfikowana. Wzgidne odchylenie od teoretycznej
orbity eliptycznej, = 0.006, N= 525 krokéw/obieg,p,= 10000, § = 6.5T10",
Fmax = 13.232348(°. Doktadnosé obliczen — 19+ 20 cyfr znacacych.

Wykresy 9.8 i 9.9 pokazaj ze doktadné¢ zmodyfikowane) dyskretyzaciji
(9.12) ograniczaj jedynie bédy numeryczne, a przebieg krzywej obrarej
wzgledne odchylenie orbity dyskretnej od teoretyczndpzaaod doktadnéci
obliczen, sposobu ich wykonywania oraz kumulacji algejacych je bedow.
Kumulacg t¢ w diuzszym okresie ilustruje wykres 9.10.

Obserwujemy tu liniowe narastaniecttt wzgkdnego w tempie 3.47 - 10
na obieg (poc#kowe obiegi charakteryzagych se szybsza kumulach).
Oznacza toze nawet po 1Dobiegach bid ten cigle nie legdzie przekraczat
10°. Zupelnie przeciwnie, ni to mialo miejsce w dyskretyzacjach
standardowych, doktad&é obliczen mazemy zwekszye zmniejszajc liczbe
krokéw przypadajcych na jeden obieg orbity (wykres 9.11). Schen®al2)
daje nam réwniedoktadne trajektorie w przestrzeni fazowej (wyk®es2).
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Wykres 9.10. Maksymalne odchylenie od teorii zmodiKowanego modelu (9.12)
jako funkcja liczby obiegéwn; o= 0.006, N= 500 krokow/obieg,po= 10000, p =
6.5, rmax = 13.2323480.

1074 S
I - rilin

10" . . . .

."]-15

10"

."]-'18

."]-19

. 8= 0.006
100 . B=0.06

Wykres 9.11. Dyskretyzacja zmodyfikowana. Wzgldne odchylenie od teoretycznej
orbity eliptycznej w funkcji @, po= 10000, = 6.5T10°, rynax = 13.2323480°.
Doktadnosé obliczen — 19+ 20 cyfr znacacych.

149



9-10° 1 Px

F0°
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Wykres 9.12. Doktadne trajektorie w przestrzeni fabnwej zmodyfikowanego modelu
9.12.6=0.006, N= 525 krokéw/obieg,p, 0 {7000, 8000, 9000, 10000, 10500},
ro=6.510".

9.5 Transformacja Kustaanheimo-Stiefela i zachowawcze
dyskretyzacje ruchu keplerowskiego

9.5.1 Wprowadzenie

Dyskretyzacja omawiana w poprzednim rozdziale @atkze [16]) | jej
zmodyfikowana wersjaaszaledwie redu pierwszego (co jest nieco zaskake)
biorac pod uwag dwa doktadnd¢ zmodyfikowanego schematu). W tym
rozdziale dokonamy poréwnania tej dyskretyzacjiazdao dobrym schematem
numerycznym, ktéry dla problemu Keplera niedawn@raponowat Kozlov
[52]. Schemat ten zachowuje deisty sposob wszystkie trajektorie i catki ruchu.
W komentarzu do tej pracy [18] zostato wskazatee astronomowie znali ju
wczesniej doktadrm dyskretyzagj ruchu keplerowskiego [7, 8, 12, 70, 101],
opart na transformacji Kustaanheimo-Stiefela (KS) [53].

W pracy [18] zostato pokazanez idyskretyzagf Kozlova mana
wyprowadzé w sposob d& elementarny. Podgjie to jest zreferowane paimi
(z pewnymi uzupetnieniami). Zachowawcze dyskretyga8-wymiarowego
ruchu Keplera uzyskane w [52, 74] polegaja zastosowaniu metody punktu
srodowego f(idpoint rulg (lub metody dyskretnego gradientu [54]) do
izotropowego 4-wymiarowego réwnania oscylatora haritznego. Nagpnie
transformacja Kustaanheimo-Stiefela [53] (wgoakeniu z transformagjczasu
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Levi-Civity) odwzorowuje 4-wymiarowy oscylator haomiczny w 3-
wymiarowy problem Keplera.

W celu szybkiego uzyskania wyniku Kozlova wystarczguway¢, ze
transformacja KS przez niegayia redukuje 3-wymiarowy ruch keplerowski do
4 zwyczajnych liniowych réwnardozniczkowych ze statymi wspotczynnikami
(rownaa oscylatora harmonicznego), dla ktérych istpigawne doktadne
integratory numeryczne [83] (zobacz rownjé&, 17, 20, 63]).

9.5.2 Elementarna prezentacja transformacji KS

Transformacja Kustaanheimo-Stiefela (KS) jest zdefwana naspujaco

2Q,Q, —2Q,Q,

20Q, +2Q,Q, |, (9.24)
Q-Q -+

o))
1

1 PQ, +PQ - PQ, - P,Q,
p=—17| RQ;+PQ, +PQ, +RQ, | (9.25)
29 PR -PQ, -PQ, + PO,
przy czym zmienne@, P) musz spetni& réwnanie wgzéw
PQ, - PQ; +PQ, -P,Q, =0. (9.26)
Oznaczmy przezm 7-wymiarowy podprzestrze definiowary przez (9.26).

Transformacja KS odwzorowujgs w 6-wymiarows przestrzé fazowa (G, p).
Bezparednim rachunkiem mmma sprawdz uzyteczne tasamgci:

P
49

Transformacja czasu Levi-Civity (lub Darboux-Sundraapatrz [25, 39]) jest

‘2

(9.27)

q*=ld" [°=

dana przez
dt
—=|q . 9.28
5 -/ (9.28)

W pracy [18] zostato wykazane ngstijace twierdzenie, ktore tu przytaczamy
wraz z dowodem.
Twierdzenie. Zat&my, ze (Q,P) O M spetniajy 4-wymiarowe réwnania
izotropowego oscylatora harmonicznego

Q 1- oP

=—P, = 2EQ, 9.29
dc 4 ds Q ( )
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gdzie E = const, czas t jest dany pr£828)i (q,p) sz zdefiniowane przez
(9.24), (9.25) Wéwczas

ﬂ =D @ = —_kq d D 3

at P, at |6||3 , §, pUORY, (9.30)
przy czym k= constPonadto

1., Kk 102 -2

—p*’-—=E, =|P -E =k. 9.31

2" 4 5P —ER (9.31)

Dowéd Sprawdzamy,ze wigzy (9.26) 8 zachowane przez (9.29), tj. uktad
(9.29) mae by ograniczony do podprzestrzemi Stosujc wszystkie zatgenia
otrzymujemy (po prostych, lezaznudnych rachunkach)

djg _ d_ g ( 1»2)
—=zp, —Y==—|E-=p?| 9.32
dt P dt |q|2 2IO ( )

Mozna tatwo sprawdZi ze uktad (9.32) spetnia zasadachowania w postaci
|€]|[% p° - Ej =k, k=const (9.33)

rownowana pierwszemu z rowne (9.31). Istotnie, réniczkujac lewa strorg

(9.33) i stosujc (9.32) otrzymujemy zero. Naghie wywajac (9.33)

eliminujemyE z (9.32) w celu uzyskania drugiego z rowr{8.30). Ostatecznie,
podstawiagc (9.27) do (9.33) dostajemy drugie z rowr{a.31).

9.5.3 Doktadna dyskretyzacja rownan oscylatora harmonicznego

Uklad rowna (9.29) réwnowany réwnaniu 4-wymiarowego oscylatora
harmonicznego, dopuszcza doktadtyskretyzacj (patrz [17, 18]):

Qj+1 _(jj _l I3j+1 + ISj

3h) 4 2
B B - - (9.34)
Pj+1 B Pj - 2E Qj+1 +Qj

a(h;) 2

gdzie h:= 541 — 5 jest krokiem czasowym zmienns) Qj, I3j oznaczg j-ta
iterack schematu numerycznego (nie rglenyli¢c ze wspotrzdnymi Q;, Pj)
oraz

ah
sth)=2tan’ w=-1g (9.35)
w 2 2

W przypadku statego krokiy = h, i E < 0, rozpoznajemy tu doktadny integrator
znaleziony przez Kozlova (patrz [18, 52]). Przydaddiperboliczny
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i paraboliczny ([18], wzory (4.16) i (4.18)) wynikabezpdrednio po przyjciu
urojonego w (tj. E > 0) lub w = 0. Dokiadny schemat numeryczny (9.34)
zachowuje calk energii:

%\ﬁjf ~Elg)[ =k (9.36)

Przedstawimy jeszcze ian (rbwnowana schematowi (9.34), lecz zapisan
w sposob jawny) postadoktadnej dyskretyzacji Kozlova:
= - sinah; -
Qpa = COSENQ; +— Ry (9.37)
P

= —4wsinah, Q, +cosah, P..

Uktad ten jest bezpoednh konsekweng obliczenia doktadnego rozgaania
(9.29) w punkcies =5 i s=5 + h (poréwnaj [17, 18]). Przypomnijmy w tym
miejscu,ze doktadna dyskretyzacja rownascylatora harmonicznego posjta
do skonstruowania nowych geometrycznych schematéumenycznych
wysokiej doktadnéci (opisanych w rozdziatach 51 7).

9.5.4 Doktadna dyskretyzacja czasu

Rownanie Levi-Civity (9.28) m@e by rozwiazane doktadnie na #ae
sposoby, poréwnaj [12, 52, 70]. Tu referujemy metadproponowanw pracy
[18], redukujca ten problem do liniowych zwyczajnych réwnedzniczkowych
ze statymi wspotczynnikami.

Twierdzenie. Jeseli Q, P spetniaj (9.29)i t spetnia(9.28),woéwczas

-2 1
Q 0 0 ~ 0
- |2
W_o w=| B | q=|0 0 4E 0] (9.38)
ds o 26 , 00
t 1 0 0 0

Dow6d Z (9.24) obliczamy|q|2:‘(§‘2. Std dt/ds:‘@‘z. Inne réwnania
wynikaja bezpdrednio z (9.29), na przyktad
SQP=2PP+GrRed) =260 +; 7, (9.39)

Dalej postpujemy w sposob standardowy, wykorzystugnane procedury
dla rowna rézniczkowych zwyczajnych o statych wspétczynnikachgoe
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rozwiazanie jest dane przezw(s)=expEQ)w(0), a zatem dokladna
dyskretyzacjaw, = w(hn )est dana wzorem

W, =exphQ)w,, (9.40)
i problem redukuje si do dobrze znanej, czysto algebraicznej procedury
obliczaniae®”. W naszym szczegdlnym przypadkuzemy tatwo sprawdzj ze
dlaQ danej wzorem (9.38) manfy’ = 2EQ?. Std

Q=+v-2EM, M*=-M? (9.41)
Przy tych zateeniach mana obliczy, ze [18]:

eM =1+ + (L-cov)M? + (v —sinv)M . (9.42)
W szczegOlnéxi, z rownanig9.40) wynika,  [18]:
‘_. 2

P

‘I3j‘2 . Q, [P, sin” ah

N sinah ‘a ‘2 B
' 160 AP

t...=t. i
4w

j+1 J

+g ‘er + (9.43)

Ostatecznie, eliminag ‘Fﬁr przy pomocy wzoru (9.36), otrzymujemy

t

: : _ J. [P sin’ «h
—t 4 hk 1_S|n2ah +S|n2ah Q“2+QJJ—. (9.44)

e 4(4)2( Zahj 2w ° 40f
W pracach [12, 52, 70] sposoby flop do dyskretyzacji czasu bytyage, ale
koncowy wynik jest ten sam [18].

9.5.5 Korzysci ptynace z notacji zespolonej

Godny uwagi jestcisty zwiazek pomedzy stynmy wiazka Hopfa a transformag;j
Kustaanheimo-Stiefela. Otowzor (9.24) jest identyczny z odwzorowaniem
Hopfa (porownaj [107], Dodatek A):

2> (2Rezz,,2Imzz,, |z|" -|z,|"), (9.45)
jesli przyjmiemy, ze
z,=Q -iQ,, z,=Q, +iQ,. (9.46)

W artykutach na temat geometrycznego catkowanidlprou Keplera rzadko
przywotuje s¢ odwzorowanie Hopfa (wgtkami s, np. [2, 108]). Co ciekawe,
artykut [107], ktorego celem byto ukazaniezn@rodnych zastosowiawiazki
Hopfa w fizyce teoretycznej, rowrienie zawierazadnej wzmianki dotycgej
mapowania Kustaanheimo-Stiefela.

Transformacja Kustaanheimo-Stiefela byla dyskutavanv ramach
rozmaitych poddg algebraicznych 1 geometrycznych astapc w to
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kwaterniony [2, 25, 83, 108, 109, 110]. Tu ogragwimy sk do wycia
zmiennych zespolonych i zapisania analogicznejodés) formuty dlaP :

w, =P —iP,, w,=P,+iP,. (9.47)

Teraz wzory (9.24), (9.25) i (9.26) mphy¢ zapisane odpowiednio w postaci

q +id, =22z, q,=|z| -|z,|", (9.48)

o, +ip, = le22+ zlwi = wlzlz— v_vzz; | (0.49)
Aaf +[2) e[ +[2)

Im(wz, —-w,z,) =0. (9.50)

Notacja zespolona ma wiele zalet. Po pierwszezwi9.26) maj naturalm
interpretacg: ps musi by rzeczywiste. Po drugie, bezpednio wid#, ze
transformacja

(z1, Z,, Wy, W) — em(zw Z,,W,w,), @OR), (9.51)

jest symetr rowna (9.48), (9.49), (9.50). Innymi stowy, transformadkS
posiada jednowymiarowadro, ktérym jest okiyg parametryzowany przeZ

9.5.6 Odwrotna transformacja KS

Do numerycznej symulacji ruchu Keplera przy wykataniu transformaciji
Kustaanheimo-Stiefela potrzebna jest podana w dpgad@ny transformacja
odwrotna. Artykut [52] jej nie zawiera, ale wynit@ generalnieagsznane (patrz,
np. [12, 70]). Dla kompletri@i, podamy tu jednak swgwersg wyprowadzenia
tych wzoréw. Eliminugc z» z (9.48) otrzymujemy:

1
2/ - [z a5 -5 (@ + ) =0 (9.52)

a to roéwnanie ma dokladnie jedno dodatnie razemie (zaktadap, ze
Q3¢_|q|):
gs +|d

2 =25, (9.53)

(poréwnaj z [110]). Oznaczgg faz; z, przeza dostajemy

7, =t (a, +ig,)e (9.54)

2z, [2(q,+[q)

Zatem odwrotna transformacja dép lezaca na zewstrz ujemnej pétosis (t).

01 =2 = 0,03< 0) ma posta
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Q (0 +/a)cosa

Q| _ 1 0, cosa —q, sina (9.55)
Q /2(q3 +|q|j q, cosa +q, sina | '
Q, (0, +|d])sina

W celu uzyskania bardziej symetrycznej postacienoy przeprowadzite same
obliczenia dla eliminujac z; z (9.48). Zaktadag, ze q, #|d| otrzymujemy:
|€]| -0

|z,| = 5 (9.56)

Mamy zatem

10 +|d__, lld-q
z = STHe . Z,= HTseﬁ, (9.57)

przy czym, ze wzgldu na (9.52)a + = ¢ (¢ jest faa 1 +1Qy).
Réwnania (9.25), (9.26) moa zapisaw postaci macierzowe;j:
Qz Ql - Q4 - Q3 Pl P,
{2 QS Q4 Ql QZ P2 — p2 , (958)
Z‘Q‘ Q -Q -Q Q P Ps
Q4 - Q3 Qz - Ql P4 0

ktéra pozwala na tatwe otrzymanie transformacji matnej (o ile znana jest
odwrotna transformacja dlaj). Sformutujemy to w postaci twierdzenia,

w ktorym udato sj wszystkie podprzypadki & jednym zwgztym wzorem.

Twierdzenie. Odwrotna transformacja Kustaanheimo-Stiefela, pagayrzowa-
na lkgtema, jest w sposob jawny zadana wzorami

Q, /|q| + (], cOsa
Q|_1|yld-gcoss| o, (9.59)

Q = - T = . )
Q| 2| |d-a;sing
Q, /|d| + g, sina
Pl szs + ple + pan
|3 — Pz —9 p2Q4 + plQl - pan ’ (9.60)
P3 szl - p1Q4 - p3Q3
I:)4 szz - ple + p3Q4

q, +iq,

JaZ+q2

przy czymyp zdefiniowane jest prze2’ =
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tatwo sprawdzi, ze réwnania (9.24), (9.25), (9.26)a stozsamaciowo
spetnione, jeeli je podstawimy do (9.59), (9.60). Zaumay, ze transformacja
KS jest zdefiniowana dl& # 0, a jej transformacja odwrotna d&z 0. Wzér
(9.55) jest przypadkiem szczegélnym (9.59) stusznytylko, gdy

gz (00, —|G|) :

9.5.7 Testy numeryczne

Doktadna¢ dyskretyzacji Kozlova ograniczayvytacznie bkdy numeryczne,
przy czym ich wplyw ména redukowé& zmniejszajc liczbe krokdw
przypadajcych na jeden obieg orbity (analogicznie jak w zgfdawane]
dyskretyzacji podanej w pracy [16]). llustruje tgkwes 9.13.

810" -
(Fn - i

4107 -

—
E:—'l
—="_
—_
Pt
=

4107+

—— N =35000
N = 500

810"

Wykres 9.13. Dyskretyzacja Kozlova. Wzgidne odchylenie od teoretycznej orbity
eliptycznej w funkcji ¢ (parametrem jest N - liczba krokéw na obieg).p,= 10000,
ro=6.5TC, rmax = 13.2323480".

Postrzpiona krzywa na wykresie 9.13 powstaje w wyniku kilomvania s¢
przypadkowych kddoéw numerycznych. Doktad&é pierwszych kilkudziegciu
krokéw utrzymuije si na poziomie nie gorszym:niL0*®, p&niej naktadanie si
btedow prowadzi do znacznie wgkiszych odchyld. Po 3 obiegach (dla
N = 5000) maksymalny btl wzrasta z 16° do niemal 13°. Zwré¢my uwag;,
ze analogiczne krzywe (wykresy 9.8, 9.9, 9.11) dlenodyfikowanej
dyskretyzacji podanej w pracy [16] mialy znacznieolsojniejszy przebieg.
Kumulackg bleddéw wystpujaca w dyskretyzacji Kozlova w ditszym okresie
czasu w poréwnaniu do zmodyfikowanego modelu prege wykres 9.14.
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10" 1
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10" ?

Wykres 9.14. Maksymalne odchylenie od teorii dysktgzacji Kozlova vs
zmodyfikowany model (9.12) jako funkcja liczby obegéw orbity n; N = 500
krokéw/obieg, po= 10000, § = 6.5T10°, rynax = 13.2323480°.

W przypadku zmodyfikowanej dyskretyzacji 9.12 margisle liniowa
kumulacg bledow numerycznych, kumulacja w dyskretyzacji Kozlgest tylko
Z grubsza liniowa. Nachylenie funkcji zmienig 8 das¢ szerokich granicach,
a po przekroczenitn = 10" obiegéw tempo narastaniacbw wynosi ok.
5.510%°, jest wyranie wicksze nt w konkurencyjnym modelu (3.47 - 19).
Powoduje toze powyejn = 10 obiegu schemat Kozlova traci s\wocztkowa
przewag nad zmodyfikowanym integratorem 9.12.

9.6 Podsumowanie

W rozdziale tym omowiono i przetestowano szereg kibtgzacji
klasycznego problemu Keplera. Znalaztye swsrod nich trzy metody
standardowe (Eulera, leap-frog i dyskretny gradiemtaz dwie znalezione
ostatnio dyskretyzacje zachowawcze [16, 52]. Dyskacg podam w pracy
[16], ktéra zachowywata analogi catek ruchagéégo problemu Keplera udato
sie zmodyfikowa w taki sposéb, aby je zachowywata doktadnie.

Testy numeryczne koncentrowatyesina kumulacji bidow badanych
dyskretyzacji wyraonej przez odchylenie od orbity teoretycznej wraz
z uptywem czasu. Sprawdzona @wolucy, trajektorii w przestrzeni fazowej.

Wsrod dyskretyzacji standardowych potwierdzitg gialety cenionej przez
astronomoéw metody Stormera-Verletaap-frog, ktdra najlepiej spgdd nich
zachowuje geometyitrajektorii fazowych.
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Potwierdzilsmy ddwiadczalnie, ze odchylenia od orbity teoretycznej
zmodyfikowanej dyskretyzacji (9.12) i dyskretyzakjpzlova wynikaj jedynie
z numerycznych kHOw zaokaglen. Badania kumulacji kbéw pokazaty,ze
zmodyfikowana dyskretyzacja (9.12) dageisle liniowy przyrost bédow
w czasie i przewssza pod tym wzghem schemat Kozlova. Pokazana tea
przyktadach paradoksaln cecle dyskretyzacji doktadnych polegap na
wzroscie doktadnéci przy zwkkszeniu kroku czasowego.
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10 Modele dyskretne jednowymiarowego rownania

falowego

W rozdziale tym poddajemy analizie mtiovosci badania rénych aspektéw
ruchu falowego przy pomocy zjawisk zachacch w modelu zbudowanym

z jednorodnej sieci spgzonych oscylatorow harmonicznych. Pokazany zostanie
tez zwiazek réwnania falowego z rownaniem oscylatora hainrnego
(poprzez transformat Fouriera), co prowadzi do otrzymywania ewolucji
czasowe] &odka z pomog dyskretyzacji dokladnej réwnania oscylatora
harmonicznego. W ostatnim podrozdziale znalazltg siektore wyniki
eksperymentow komputerowych ilustgaych dziatanie modelu  sieci
oscylatoréw i dyskretnych schematéw numerycznycla dbzwhzywania
réwnania falowego.

10.1Sprzezone oscylatory harmoniczne jako prosty model
ruchu falowego

Fizycznym obrazem $oodka dyskretnego dla ruchu falowego zaoby
jednowymiarowa siatka o statej sieaj w weztach ktorej umieszczondN
jednakowych cgjzarkbw o0 masie m pofaczonych N+1 spezynami
o0 wspotczynniku sprzystosci K i dlugaosci swobodneja, jak to pokazano na
rysunku 10.1. W razie potrzeby vra go zmodyfikowé& usuwajc pierwsza lub
ostatna sprzyne w celu zmiany warunkéw brzegowych naiecach érodka.

2a (N-1)a Na
TRV WV - e QI
x=0 |L| ;Wél 5 Yns | E YN Z

Rysunek 10.1. Model dyskretny érodka do badania fal podtuznych

Jeili wskaznika i uzyjemy do ponumerowania drgaych mas, a przy
pomocy ¢ oznaczymy wychylenié-tej masy z potgenia rownowagi (danego
przezx =i (@), to rownania ruchu takiego uktadu wydhja nastpujaco:



mlﬁl = _le + K(wz ‘lﬂl)

my, =-KW, ~¢,,) + KW, —¢;) 1<i<N (10.1)

mgy ==Ky ~¢¥y4) — Ky

Zastosowanie symetryczne] metody Eulera (rozdziat pBowadzi do
otrzymania naturalnej dyskretyzacji tego uktadu mévo nasgpujacej postaci
(wskaznikiem n postwzono st w celu rozraénienia r@&nych chwil czasu, &
oznacza krok czasowy):

K g2
‘//J,n+1 - Zwl,n +‘//J,n—1 = %(‘/Iz,n - 2¢'1,n),

K g2
%(wiﬂ,n _2‘/’i,n +wi—1,n)’ (10-2)

Ke?
m

wi,n+1 - 2lt[/i,n +wi,n—1 =

‘//N,n+1 _2¢’N,n +wN,n—l = (_2wN,n 'H/’N—Ln)-

Innymi stowy, maemy rozwaaé nieskaczom sie

K 2
S Wi = Wi +Winn) (10.3)

l//i,n+l - 2l/’i,n +l/li,n—l =

z warunkami brzegowymi
Yon =Wnirn = 0. (10.4)

Jest rzeczinteresujca, ze zmiana kroku czasoweggest rownowana zmianie
czgstaéci oscylatoraw, =+ K/m. Wyjasnienie jest dé¢ oczywiste: okres drga
oscylatora jest jednostkuniwersalnej skali czasowej problemu.

10.2Zwiazki dyspersyjne dla niesk@czonego érodka
dyskretnego

Sprawdmy, czy nieskaczony uktad (10.3) (bez warunkow brzegowych!)
dopuszcza rozweanie w postaci fali harmonicznej. Zaky, ze

¢, , =cos@ki—ang) =cosy . . (10.5)

Wowczas oczywécie
Wi.1, = COSg,  coskaT sing, , sinka,

. . (10.6)
Y, s = COS@ , COSGE £SING | SINGE.
Podstawiajc te wyraenia do (10.3) dostajemy
2
2cosy ,(coswe —1) = 2cosy , K?‘g(coska—l) : (10.7)

co oznaczaze msin’(ae /2) = Ke?sin®(ka /2), czyli
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sinE = 5\/Ksin@. (10.8)
2 m 2

Taki warunek musg spetni@ fale harmoniczne rozchoglze s¢ w ukladzie
(10.3). Jest to zarazem amek dyspersyjny dla fal biegaych w tym drodku.
Wykonujac przegcie graniczne& - 0 dostajemy zwizek dyspersyjny
w przypadku ciagtego:

w= 2\/Ksin@, (10.9)
m 2

a przechodgz dodatkowo ka — 0 otrzymujemy zalenos¢ afk) w sytuacji, gdy
sam drodek te jest cagty:

w= \/Kka. (10.10)
m

Podstawiajc do (10.8) wartéci ka lezace w przedziale odla = 0 doka =T,
uzyskujemy cgstosci lezace w przedziale ody = 0 do

Way = garcsir[g\/Kj : (10.11)
£ m

Fale o cgstaiciach z tego zakresu wnikajlo gsrodka dowolnie daleko.
Sprawdmy teraz, czy do nieskozonego érodka (10.3) mge wnikmé fala
eksponencjalna postaci

Y, = A cos@ne) = A6 cos@ne) . (10.12)
Waowczas
1 = Ae D2 cos@ne),
Z:ﬂ = Ae™® cos@nﬁi cls). (10-13)
Podstawiajc te wyraenia do (10.3) otrzymujemy
cosawe —1= K:: (coshka-1), (10.14)

co prowadzi do réwnania msin®(ae /2) = Ke?sinh?(ka  /2ktérego jedynym
rozwiazaniem jesiw= 0 dlakx = 0. Stwierdzamy zateme w uktadzie (10.3) nie
moa rozchodzt si¢ fale eksponencjalne typu (10.12). Jest to zroztengdy:
osrodek nasz posiadaas¢ progowa ap = 0 i brakuje w nim dolnego obszaru
reaktywnego.

Jeili jednak wzbudzenie przekroczy ¢t05¢ whax Maze to skutkowé
wejsciem w zakres reaktywnysmdka i pojawieniem giw nim przemiennej fali
eksponencjalnej postaci

Y, = A cos@ne) = (-1)' Ae™ cosne). (10.15)
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Sprawdmy to. Mamy
Winn = (-D)™ Ae™ )% cos@ne),

. . (10.16)
Y, e = (-1)' Ae™™ cosne £ ).
Po podstawieniu powgzych zalenosci do (10.3) dostajemy
2
COSGE —1=— Ke (coshka +1), (20.17)
m

skad wynika,ze msin®(we /2) = Ke? coslt (ka /2), czyli
sinE = 5\/K cosh@. (10.18)
2 m 2

Jest to zwgzek dyspersyjny dla zanikgie] przemiennej fali wyktadnicze]
0 CZStQCI W> whnax ktora mae wnikmé¢ do uktadu (10.3) na pewmicbokas¢.

10.3Zwiazki dyspersyjne dla skaaczonego érodka
dyskretnego

Ustalimy teraz zwizki dyspersyjne w przypadku skezzonego K punktow)
osrodka zadanego réwnaniami (przypadeigt@go czasu).

lﬁl = 5((;llz,n - 241/1,,1),
m

B= G =W+ ), (1019)

gy = 5(_2‘/’N,n 'H:UN—Ln)'
m

ktére zapiszemy w formie macierzowej:
d—zzp -Kag (10.20)
dt? m '

gdzie A jest macierz N x N postaci

-2 0 0. 0 0 O W,
1 -2 1.. 0 0 O W,
0 1-2.. 0 0 O
A= . , @ = (10.21)
0 0 O -2 1 0
0O 0 0 .. 1-2 1
0O 0 0.. 0 1-2 W,
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Poszukajmy rozwizaa w postaci fali harmoniczney = €“¢, gdziewi € s
statymi. Wéwczas
- mao’

Ao=-ge, A== (10.22)

RozwiazanieC # 0 istnieje, jgli det(A+ Al) =0. Oznaczmy
W, = det(A+Al). (10.23)

N jest ustalone. Naszym celem jest znaleziehi¢akiej, ze Wy = 0. Aby
wyznaczy Wy uzyjemy rozwinkcia Laplace’a, ktore daje naptijacy zwiazek
rekurencyjny:

Wy =(A —2W,, —W,_,. (10.24)
To réwnanie ranicowe mae by tatwo rozwiazane:

W, =a,r" +a,r,", (10.25)
gdziery, r, sa pierwiastkami rownania charakterystycznego- (A —2)r +1= , 0
a a, a, s statymi, ktére mog by¢ wyrazone przezW; i W.. Ostatecznie
dostajemy

PN N

W, =+—=— (10.26)

rh=r

dlary #rp, orazW, = (N +1)r1N w przypadkur; =r,. J&li rq, r, Sa rzeczywiste,
wowczasWy # 0.

Wynika std, ze rq, r, musa by¢ zespolone i takigzerir, = 1 (r, =1,) oraz
r,+r,=2-A.Zatem

=€, r =e", A=21+cosa), W, =Sm(N—+l)a. (10.27)

sina
WarunekWy = 0 oznaczaze (N + 1)a = (j — catkowite). Otrzymujemy w ten
Sposob cig dyskretny
jm

= 10.2

a N+l (10.28)

A = 2(1+ cosﬂj = 4cod — T = goinz 1T (10.29)
N+1 2(N +1) 2(N +1)

gdziej =1, 2,....Nij’=N+1 —j (zatem rowniej'= 1, 2,...,N). Uwzgkdniajc
(10.22) otrzymujemy

a)=2\/KcosL:2\/Ksin 1T (10.30)
m 2(N+D1 m  2(N+1)
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W przypadku fal stacych w skaiczonym dérodku o diugéci L = (N + 1)a
|7 =@ (k — liczba falowa] — catkowite). Uwzgidniajac
2(N+1) 2
to otrzymujemy zalenos¢ taka sam, jak w przypadku fal biegieych w grodku
dyskretnym nieskaczonym (wzér (10.9)). Pokazé&hy zatem,ze zwizki
dyspersyjne dla fal biegnych w grodku nieskaczonym i dla fal stajcych
w takim samym &rodku sk@czonym g identyczne. Zwrémy tez uwag; na to,
ze w przypadku fal stagych w grodku sk@czonym istnieje minimalna waré
7l ka . . N
=—. Zatem powinna gitu pojawi
2(N+]) 2

czestas¢ progowa réwna (porownaj wzoér (10.8))

_2 , K T
w, = garcsw{g\/;sm(z(l\l +1)D (10.31)

I reaktywna¢ takiego drodka dla drga wymuszonych o egtasci nizszej od
.

Wréémy jeszcze do wektora wilasnegd. Jego skladowe (zwzane
z wartcgcia wkasm Ay) spetniaj rownanie rénicowe

C, +2c,,cosa, +¢;, =0, ¢, =¢Cy, =0. (10.32)

musi zachodZi

ka wynikajaca ze zwizku

Rozwiazanie jest praktycznie identyczne jak w przypadkwrrania (10.24).
Otrzymujemy

- I

¢, =Csinj(r-a,)=Csin I\llzjil (10.33)

gdzie C jest dowola stah. Aby poréwn& to rozwhzanie z przypadkiem
ciaglym zauwamy, ze

X; = ja, L=(N+Da. (10.34)
Zatem
- KX;
¢, =Csin— (10.35)
L

I oczywiscie ¢; =¢(X;,t, ).

10.4Numeryczne wlasndci sieci sprazonych oscylatorow

10.4.1Drgania wiasne

Przydatné¢ modelu sprgzzonych oscylatorow harmonicznych i jego
ograniczenia zostaly sprawdzone praktycznie na kpadyie N = 250 mas
m= 0.1 rozmieszczonych wzdtwdcinka o dtugéci L = 2.55 (a = 0.010159)
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pofaczonych niewzkimi sprezynkami o wspoétczynniku sprystasci k = 2.2

i diugosci swobodnej rowneja. Amplituda fali stogcej zostata ustalona na
A =0.005, natomiash = 3. Okazato si ze ten prosty model zupetnie dobrze
odtwarza wszystkie zjawiska falowegljetylko krok czasowye nie przekracza
pewnej ustalonej warfoi. W wigkszasci przypadkow stosowano= 0.1.

Przy tak zdefiniowanych warunkach ruchérarka okazato gi ze czstas¢
drgai fali stojacej (0 = 3) wynosiw10.17611 & (T 035.67722 s) i jest bardzo
bliska czstaici w przyblizeniu chglosci (w10.176128, Ty, = 35.67768).
Wykres 10.1 przedstawia odchylenie wychylenia w elodlyskretnym od teorii
po stosunkowo krotkim czasie dziatania (2000 krokow

2.010F -
=5
1.010° - /\ /\\
¢ ' i 3
/ i / 5,
& .’: t‘: ’f :‘E %
0.0-10 . - : f" : : .
0 0.5 t‘§1 15 ; 2 2.5 3
F
% F
1.0-10°¢ 1 \\/f
2.0.10° -

Wykres 10.1. Odchylenie punktow érodka od teorii po uptywiet = 200 f = 0.1).

Widzimy, ze a&rodek ma nieco za da wychylenie w kierunku dodatnim
I jednoczénie za mate w kierunku ujemnym, a maksymalne odafigl od teorii
po uplywie 6 okreséw przekracza 10Drgania obserwowane wsémdku
dyskretnym g stabilne przez dtugi czas i zachowkpztatt sinusoidalny.

Dziatanie badanego modelu zajeod wyboru przyrostu kroku czasowego
Jego zwgkszanie pogarsza zgoditodrgar dyskretnych z teo4i jednak ich
zachowanie jest zupetnie dobre dla wszystkich (0, &;). Pokazuje to wykres
10.2 zalenosci okresu drga fali stojacej (0 = 3) od¢, z ktérego wynikaze do
opisu tej zalenosci wystarcza rozwiricie wielomianowe uwzgtniajce
wyrazy stopnia drugiego. Widzimy tu prawidtowe aggtyczne zachowanieesi
modelu w granicye - 0, gdy. wyraz wolny rozwingcia (w przyblieniu
35.67768249) jest rowny z doktadwiy lepsz niz 107 teoretycznej warkei
okresu drga wynoszcej ok. 35.67768245.
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35.679

JH.678

JH.677

J5.676

35.675 - y = -0.05515:% + 0.00127 % + 35.67765

J5.674 -

35.6?3 T T T T T
0 0.05 0.1 0.15 0.2 0.25 0.3

Wykres 10.2. Zalenosé¢ okresu drgai modelu dyskretnego ode( Ty, = 35.67768).

Inna naturalm miara globalnego odchylenia od teorii w przestrzennym
modelu dyskretnym jest suma kwadratow odchytda wszystkich punktéw
osrodka. Jej zalmos¢ od wartdci kroku czasowego prezentuje wykres 10.3.
Okazuje st, ze z dua doktadndcia opisuje § wielomian stopnia czwartego.

410"
S(y-9)°

310" 4
210717 y = 0.00000014x* 0001878

107

€
] . —— . . |
0 0.05 0.1 0.15 0.2 0.25

Wykres 10.3. Zalenosé¢ btedu globalnego w modelu dyskretnym od (t = 20).

Zblizanie s¢ do krytycznej wartéci przyrostu czasu, powoduje,ze model
dyskretny gwaltownie traci stabilé@ Wykres 10.4 przedstawia liniaw
zaleznos¢ miedzy krytyczra wartascia kroku czasowego a okresem diga

168



uktadu. Postakrzywej na tym wykresie stajegsoczywista, gdy przypomnimy
2
sobie,ze jedynym parametrem modelu (10.1) jeKs‘%— = w’e”, co powodujeze
m

zmiana kroku czasowego jest rownawa zmianie cgstosci drgai uktadu.

0.4

E
i

0.3 -
0.25
0.2 1

015 o

0.1 -
y = 000557654 - 0.00000054
0.0s

I:I T T T T T T
a 10 20 30 40 a0 B0 7

Wykres 10.4. Zalegnosé¢ pomiedzy &, i okresem drgan fali stojacej (n = 3)

10.4.2 Drgania wymuszone

Aby uzysk& mazliwo$¢ obserwacji drga wymuszonych wystarczy zmieni
pierwsze réwnanie w modelu (10.2) na

Ke? F
Yipa ~ 2ll/1,n Y = ? (‘/fz,n - 2ll/1,n) + EOCOS@D‘S) . (10.36)

W przypadku érodka nieskaczonego, o czym j wspominano, zakres
dyspersyjny okréony jest przedzialem odwhiZ = 0 do @na’ = 4K/m
odpowiadajcym iloczynomka nalezacym do przedziatg0, . Fakt,ze badany
osrodek jest skaczony skutkuje pewnym zaeniem zakresu dyspersyjnego.

Mianowicie w,,, :WfﬁsinE oraz w,,, =1/£sin@. W tym przedziale
m 2l m 2l

czestasci mozliwych jestN postaci drga wkasnych. Jéi do modelu dyskretnego
przytozymy harmonicza sile wymuszagca 0 Czstosci z przedziatu funin; Ghnax
zawsze bdziemy w pobliu jednej zN czgstosici rezonansowych.

W analizowanym przyktadzie numerycznymani, [ 0.0415116,
Whax[19.3806478 (dla @wodka nieskaczonego o tych samych parametrach
whnax= 44). Odlegtéci pomidzy czstasciami rezonansowymi as rzedu
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Aw(0.05. Poza wskazanym wsj przedzialem &odek powinien by
reaktywny. Eksperyment numeryczny potwierdza oméwiavyze] wkasndgci
fizyczne badanego smdka. Obraz drga wymuszonych przy rhych
wartasciach wprzedstawia wykresy 10.5, 10.6 i 10.7.

0.04
LJ
0.03
0.0Z 9%

0ol 4

1] - " . . .. g T - - T g .. . — , T

-0.01

-0.02

-0.03 +

-0.04 -

Wykres 10.5. Obraz drgai osrodka dla czgstosci sity wymuszapcej w= 1 po uptywie
t =47 od jej whczenia € = 0.1)

0.04
0.03 -
0.0z 4
0ot 4.

0

-0.m

-0.02 4

-0.03 4

-0.04 -

Wykres 10.6. Obraz drgai osrodka dla czgstosci sity wymuszapcej w= 9.38 (granica
reaktywnosci) po uptywiet = 47 od jej whczenia € = 0.1)
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0.04 -
0.03 4
0.02 4

0ot

-0.01 o -
002 4

-0.03

-0.04 -

Wykres 10.7. Obraz drga osrodka dla czgstosci sity wymuszapcej w= 9.7 (obszar
reaktywny) po uptywiet = 47 od jej whczenia € = 0.1)

Przekroczeniewnax powoduje wejcie w obszar, w ktorym wsoodku
powinna powsta przemienna fala eksponencjalna postaci (10.15pk&e
osrodka na wzbudzenie w funkcji jego estasci przedstawia wykres 10.8.
Widzimy tu dwa obszary reaktywne, bardzaski na lewo odwni, | Szeroki na
prawo od whax ktOrego potaenie (gwattowny spadek amplitudy drfga
rozpoczyna & od czstcsci w [ 9.5) dobrze zgadza siz podan wyzej
wartcicia teoretyczn.

1.4
AR .. - o~ & @ & s,
1.2 oo o o &
1 4
0.8 4 @
0.6
0.4
o
0.2 4 s,
0 o ® il S ©
i 2 4 G g 10 12 14 16

Wykres 10.8. Zalenos¢ wzglednej maksymalnej amplitudy drgan osrodka
dyskretnego od cestosci sity wymuszapcej (t = 24, = 0.1).
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10.5R6éwnanie falowe a doktadna dyskretyzacja oscylatora
harmonicznego

W podrozdziale tym pokazane zostaniege doktadna dyskretyzacja
oscylatora harmonicznego o® by zastosowana w przypadku rowina
rézniczkowych castkowych. Rozpatrzmy rownanie falowe postaci

1 0%°u _ 0%

——=—. 10.37

c’ ot>  ox® ( )
Zatbzmy, ze u(xt) = Uk t)e*, co jest réwnoznaczne z rozpatrywaniem
ewolucji czasowej modu odpowiadeggo liczbie falowej k, ktora
parametryzuje rownanie. Po podstawieniu do (1008Zymujemy

i aza(k,t) eikX

S = —k? Uk, g™ (10.38)
czyli
2/\
(:th = —k2c20 = -0 (10.39)

Okazuje s} zatem, ze ewolucja czasowa kdego z modow opisana jest
rébwnaniem oscylatora harmonicznego. Wszystkie jggkretyzacje gwiec de
facto dyskretyzacjami réwnania falowego (10.37). idwnania (10.39) mima
zastosowa (porownaj [14]) standardaw (symplektyczn) metod niejawry
punktusrodkowego (implicit midpoint):

G = 20" + (M = —£2020" _%gzwz(anﬂ -20" +an—1) (10.40)

z drugim punktem dyskretyzacji danym przez

[2—;‘920)2) )
0= G0 + 15 (° (10.41)
(2+£2wzj (2+£2a)2j
2 2

jednak nie mazadnych przeszkod, aby wykorzystav tym miejscu zalety
doktadnej dyskretyzacji (rozdziat 3) rGwnania ostgta harmonicznego:

4™ —2(cosae)d" + 0" =0. (10.42)

Dzi¢ki jej zastosowaniu odnosimy wiele kokzy. Jedna z nich jest takae
predkos¢ grupowa pakietu falowego staje; gloktadna, co sprawiae schemat
(10.42) odtwarza transport energii w ruchu falowym.

Otrzymalémy zatem nargzie, ktére ména wykorzystéa chacby do badania
ewolucji czasowej dowolnego odksztatcensaoolka zadanego funkcjanoi(x,0)
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oraz u(x,0). Wykonupc transformat Fouriera otrzymujemy warunki
poczatkowe dla schematéw numerycznych (10.40) i (10.42):

a(k0) = % ju (x.0)e ™ dx (10.43)
((k,0) = % Iou (x,0)e ™ dx (10.44)

Po wyznaczeniu doktadnej ewolucji czasowej funkai za pomog
dyskretyzacji (10.42) musimy wykoéajeszcze transform@todwrotra, aby
odtworzy¢ przebiegu Xt )

u(x.t) =% j 2k f)e*dx. (10.45)
Transformaty (10.43) i (10.44) naleobliczyt mazliwie doktadnie, gdy kazde
odchylenie kdzie poddane propagacji w czasie niezaile od dokladnéci
zastosowane] dyskretyzacji. Na sggde dla zadanego czadutransformaty
trzeba liczy tylko dwukrotnie, a istnigce procedurygszybkie i doktadne (np.
szybka transformata Fouriera FFT) [5, 84].

10.6Dyskretyzacje rownania falowego — eksperyment
numeryczny

W celu sprawdzenia dziatlania schematu numerycznegnsanego
w poprzednim rozdziale pagp proke odtworzenia ewolucji czasowej wygia
gaussowskiego danego wzorem

—(x-%p)°
u, (x,0)=Ae ¢ . (10.46)

W przypadku érodka cagtego zwazek dyspersyjny dany jest zafescia
(10.10), pedkosci fazowa i grupowa & sobie rowne, a teoretyczny przebieg
ewolucji odksztatcenia (10.46) opisany jest przez

~(x-x*ct)? ~(x-%=ct)?
uth(x,t):EAe d* +§Ae @ (10.47)

gdziec oznacza mdkos¢ grupows. Warto w tym miejscu zaznaazyze badany
schemat mize dziatd w przypadku dowolnegosmdka. Jest to tylko kwestia
innego wyboru zwizku dyspersyjnego.

W eksperymencie numerycznym niesknony grodek cagly modelowany
byt z pomoa skaiczonego odcinka o diugoi L = 20.48. Wspdtczynniki wzoru
(10.10) dobrano take prdkosci grupowa i fazowa wyniostg = 0.077459667.
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Parametry impulsuA = 0.01,x, = L/2, d = 1. Dzkki temu w chwilit = 0

w poblizu koficéw csrodka wychylenie pocgkowe miato warté¢ 4.3510%%,
Widzimy zatem, ze arodek skéczony mae przez pewien czas bardzo
doktadnie symulowa zachowanie @odka nieskaczonego. Wykresy 10.9
i 10.10 przedstawiaju,, (x,0) orazu,, (x,0)—u’" & ,0) przy czymu'(x,0) oznacza
przebieg warunku pogikowego po wykonaniu transformaty odwrotnej ze
zmiennejl.

0.012 4
Uy (x,0)

0.01 4
0.00g8
0.005

0.004

0.002

Wykres 10.9. Pocgtkowe wychylenie drodka ug(X, 0).

158107 1wy fx, 0) -ufx, 0)

1010 1

50107
M\ A,
I:I T T T
I \J/ 5 10 15 \(J 20

50107

510t

Wykres 10.10. Bhd wprowadzany przez transformag Fouriera warunku
pocztkowego do zmienneju i na odwrot.
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Wykres 10.10 pokazuje,ze bhkd wzgkdny odtworzenia przebiegu
poczitkowego jest na poziomie TOw szerokim przedziale wokét maksimum.
W centralnej cgsci wykresu odchylenie jest mniejsze znipoziom
zarejestrowanego tam szumu numerycznego. Tak prfarmowany warunek
pocatkowy poddano ewolucji czasowej z pompometody niejawnej punktu
srodkowego (10.40) i dyskretyzacji doktadnej (10.42Wykres 10.11
przedstawia przyktadowy obraz wychyleniaarka po ewolucji dla obu metod,
natomiast 10.12 i 10.13 ich odchylenie od teorii.

0.006 -
uix, 60)

0.005 |

0.004 -

0.003 -

0.002

0.001 A

Wykres 10.11. Wychylenie érodka po ewolucji czasowej dla dyskretyzacji implia
midpoint (biate kwadraty) i doktadnej (czarne romby); t = 60,£= 0.5.

15104 -
B o 06 600U 1 0, 6O)

1.0:10% 1

50.10°%

S5010% 1

A.010% 4

15104

Wykres 10.12. Odchylenie przebiegu (t, X) od teorii dla dyskretyzacji niejawnej
punktu srodkowego (implicit midpoint); t = 60,£= 0.5.

175



-15
R o 66 60)-1 (¢ 60)
8.010"% 4
010" 4

40101 4

20101 4

I:I T T T T
a ] 10 14 20

Wykres 10.13. Odchyleniau(t, X) od teorii dla dyskretyzacji doktadnej; t = 60,
£=0.5.

Obydwie dyskretyzacje bardzo dobrze ja&kowo odtwarzaj przebieg
teoretycznyu(t, x), jednak odksztatceniesmdka w przypadku metody niejawnej
punktu srodkowego porusza iz inmg predkoscia grupows i wraz z uptywem
czasu coraz bardziej rozmijagst przebiegiem teoretycznym. Dyskretyzacja
doktadna zachowuje guikos¢ grupows z doktadnécia do bkdow obliczé
i odchylenie od teorii na wykresie 10.13 jest ponBHd rzdow wielkasci
mniejsze nt w przypadku zastosowania metody punktadkowego implicit
midpoin), cha: takze i w tym przypadku obserwujemy pearkumulacg
rozmaitych b¢dow numerycznych.

W celu zbadania ruchu wygi gaussowskich wyznaczono ich p¢oia
I amplitudy. Wystarczara doktadnd¢ uzyskano dopasowag wielomian
stopnia drugiego do ¢iiu punktow drodka w wierzchotku maksimum.
Wykresy 10.14 i 10.15 przedstawdagzasowa zaleznos¢ amplitudy wygecia
w przypadku dyskretyzacji niejawnej punkftodkowego oraz doktadnej. Na
obu wykresach ujawnigj sic omawiane w rozdziale 4 efekty numeryczne
Zwigzane ze zmiernw czasie konfiguragj punktow w wierzchotku wygkia,
jednak w przypadku dyskretyzadjnplicit midpoint s3 one stabo widoczne,
gdyz amplituda wygicia systematycznie maleje. Zmiana amplitudy
w dyskretyzacji doktadnej jest na tyle staba,dominujca rolg na jej wykresie
odgrywap omawiane wczaiej dudnienia geometryczne. Na wykresie 10.15
mozna dostrzec bardzo maty dryredniej amplitudy pochodzenia czysto
numerycznego, ale z @al pewndcia blad numeryczny wspétczynnika
kierunkowego przewsszy znacznie jego wagée
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0.005001865 -

0.005001860 -

0.005001855 -

0.005001850 -

0.005001545 -

0.005001840 -

0.005001835 -

0.0050015830

25

35 45

Wykres 10.14. Zmiana amplitudy wygecia w czasie w przypadku dyskretyzacji
niejawnej punktu srodkowego; €= 0.5.

0.0049999593 4
0.00453999972 4
0.0049993331 -
0.0045999990
0.0049999959
0.0049999555
0.0049999557
0.00453995956
0.0049999385 -
0.00499995954
0.00499999573

25

Wykres 10.15. Zmiana amplitudy wyggcia w czasie w przypadku dyskretyzacji

doktadnej; £=0.5.

Wykresy 10.16

przemieszczaniagbdksztatcenia w@wodku dla obu dyskretyzacji.

10.17 pozwalgj porowna predkosci
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y = -0.0774018x% + 10.2593563

5 T T T T T T 1
30 34 40 45 a0 55 all] B4

Wykres 10.16. Potaenie maksimum przemieszczajcego s¢ w lewo w funkcji czasu
dla dyskretyzacji niejawnej punktu srodkowego (= 0.5,c = 0.077459667).

8 -

y = -0.07745966x + 10.23999903

5 T T T T T T 1
30 34 40 45 al 55 all] B4

Wykres 10.17. Pot@enie maksimum przemieszczajcego s¢ w lewo w funkcji czasu
dla dyskretyzacji doktadnej (€= 0.5,c = 0.077459667).

Wspotczynnik kierunkowy w obu przypadkach jest azany bedem rzdu
1.00007 natomiast wyraz wolny blem rzdu 4.810°. Oznacza to,ze
dyskretyzacja doktadna w granicacheddw numerycznych daje ikos¢
grupowg rowm wartcsci teoretycznej. Rownie doktadnie na podstawie \e@gkr
10.17 maemy ekstrapolowapotozenie wygecia gaussowskiego w chwili= 0.
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10.7Podsumowanie

W  pierwsze] cgsci rozdzialu poddano analizie teoretycznej
I eksperymentalnej prosty model ruchu falowego wstpoi sprzzonych
oscylatoréw harmonicznych, ktory zupetnie poprawsyenuluje wiele zjawisk
falowych.

W drugiej jego czsci pokazano, w jaki sposéb doktadna dyskretyzacja
rownania harmonicznego pozwala na otrzymanie daoldpddyskretyzacii
jednowymiarowego rownania falowego. Pomyst polega mzpatrywaniu
ewolucji czasowej modu odpowiadegego liczbie falowej k, opisanej
rownaniem oscylatora harmonicznego. Dowolny warupekztkowy u(x,0)

i u(x,0) nalezy podda& transformacji Fouriera w celu uzyskania warunku

pocztkowego U(k,0), G(k,O) dla réwnania oscylatora. Po wyznaczeniu
ewolucji czasowej funkcjii za pomog doktadnej dyskretyzacji tego réwnania
(dla wszystkich wartéi k), pozostaje wykortaodwrotmy transforma¢ Fouriera

w celu powrotu do funkcju X t, ) Testy numeryczne pokazabe algorytm ten
pozwala oblicz& ewolucg czasow fal z doktadnécia ograniczon jedynie
btedami zaoksglen numerycznych.
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11 Dodatki

11.1Liniowe rownania roznicowe ze statymi
wspotczynnikami

W podrozdziale tym, opartym na pracy [20], przyptoema zostanie metoda
rozwiagzywania réwna réznicowych ze statymi wspotczynnikami. Polega ona
na przedstawieniu réwnania w postaci rOwnania nmaciego pierwszego
rzedu. Ogolna posta dyskretnego rownania liniowego drugiegoeda jest
nastpujaca:

Xz = 2AX, + BX, (11.1)
I moze by zapisana w formie macierzowej

yn+1 = Myn 1 (112)
gdzie

— Xn+1 M — 2A B (11 3)

Wl ) 1 of '
Ogolne rozwazanie réwnania (11.2) ma oczyieie posté:

Yo =My, (11.4)

co redukuje rozwizywanie rownania dyskretnego do czysto algebragane
problemu paggowania zadanej macierzy.

Ta sama procedura m® by zastosowana dla dowolnego liniowego
rownania ragnicowego ze statymi wspotczynnikami.sleréwnanie ré@nicowe
jest radum, wéwczas w celu otrzymania (11.2) definiujemy

Yo = (X X X, X )T, (11.5)

mm? ptm-17"1"p+l

gdzie symboll oznacza transpozygj

PotgaM" maze by tatwo wyznaczona w przypadku, gdy maciézmoze
zost& zdiagonalizowana, czyli przestawiona w formie

M = NDN™, (11.6)

gdzie D jest macierz diagonalm. Woéwczas oczywicie M" = ND"N™.
Diagonalizacja jest natiwa, jesli tylko macierzM posiada doktadnien liniowo
niezalenych wektorow wiasnych (w szczego6keq jesli  rOwnanie
charakterystyczne (11.7) posiadaeparami ranych pierwiastkow). Wéwczas
kolumny macierzyN s3 wiasnie wektorami wilasnymiM, a wspotczynniki
diagonalneD jej wartcgciami witasnymi.



Réwnanie charakterystyczne (ddt@dl) = 0) dlam = 2 (czyli dla (11.1)) ma
posta

N -2A1-B=0. (11.7)
Oznaczmy jego pierwiastki przey, N\, (patrz (3.39)). Jeeli A; £ N\, wOwczas

procedura diagonalizacji daje

A, O
M=N| ‘' N7, (11.8)
0 A,
przy czym kolumnyN sa wektorami wtasnymM, to znaczy
AV
N=| ' 2. (11.9)
1 1
Dlatego

)y o () 10
X, 0 A, X,

a po wykonaniu mneenia otrzymujemy (3.38).

Przypadek wielokrotnych waroi wiasnych M jest technicznie bardziej
skomplikowany. Aby obliczg M" mazemy na przyktad przetransformogvivi
do postaci kanonicznej Jordana (patrz np. [56])tajlaasugerujemy meted
ktora jest bardzo efektywna w przypadku macierzy 2. Ot na mocy
twierdzenia Cayley’a—Hamiltona [56] kda macierz spetnia jej réwnanie
charakterystyczne. W przypadku (11.1) oznaczaz¢oyl®* = 2AAM + B. Jéli
pierwiastek jest podwéjnyB(= -A%) mozna tatwo udowodri przez indukaj, ze

M"=(@1-n)A"M +nA"™", (11.11)

Wstawiajc to do (11.2) otrzymujemy bezfrednio (3.40).

11.2Metody numeryczne dla rownai rozniczkowych
zwyczajnych

Przedstawione tu zostanna podstawie pracy [20], informacje na temat
niektérych metod numerycznych dla rowinadzniczkowych zwyczajnych
i przyktady ich zastosowania do réwnania oscylat@aanonicznego (3.8).

Uktad liniowych réwna rézniczkowych zwyczajnych (dowolnego edu)
moze zawsze by przedstawiony w postaci pojedynczego roéwnania
macierzowego pierwszegoegd:

y = Sy, (11.12)
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gdziey jest wektorem & zadam maciera (w ogoéindgci zalezna od czasu).
Metody numeryczneasprawie zawsze (patrz [55]) konstruowane dla szejok
klasy rowna rozniczkowych zwyczajnych (wkzapc nieliniowe):

y=f(ty). (11.13)

Oznaczmy przey, numeryczn aproksymagj doktadnego rozwzaniay(ty).
Metoda Eulera

Yiw = Y T (LY - (11.14)

W tym przypadku dyskretyzacja+ x =0 dana jest przez (3.5).
Zmodyfikowana metoda Eulera.

1 1
Yierr = Y +£f(tk +E‘9’ Yy +E‘9f (tk’yk)j’

. (11.15)
Yir = Y +§‘9(f (t, yi) + F(t + &y + e (8L YD)
Obydwie metody prowadzdo nastpujacej dyskretyzacjix+x= 0
Ka =2 * Koy +%£2xn_l =0. (11.16)
£

Pierwiastki rownania charakterystycznegausojone i wynosg

2
INEIE 1/1+% . (11.17)

Metoda Gaussa-Legendre’a-Runge-Kutty pierwszegiurz

Vo = Vi +£f(tk +%g%) (11.18)

Zastosowanie tego schematu numerycznego dajecpuggta dyskretyzacgy
réwnania ttumionego oscylatora harmonicznego:
X — 2X, + X, X 2 X T2X, + X4

k +2y ”+12_£X“-1 ray? TS =0. (11.19)
£

W przypadku gdy = 0,wp = 1 (tj.X+ x = 0) mamy
_2le - 2Tle (11.20)
2-ie 2+ie

1
Formuta ekstrapolacyjna Adamsa-Bashforth’a

K
Yir =Y t gzbkj flt; Yoy s (11.21)
i=0

gdzie by sa specjalnie wybranymi liczbami rzeczywistymi. W 3egoIngci
b]_o: 3/2,b11: -1/2,bzo: 23/12,b21: -4/3,b22: 5/12.
W przypadkwk = 1, dlaX+ x = 0otrzymamy dyskretyzagj
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Xoi1 ~ 2Xn *+ Xna + 9Xn—l B 6Xn—z X3
£? 4

oraz réwnanie charakterystyczne postaci

=0 (11.22)

At = 2N +[1+%gzj/\z —ggz/\ +:1152 =0. (11.23)

Jest to rOwnanie czwartegoedul (nie posiadage rzeczywistych pierwiastkow
dlag# 0).

11.3Uwagi na temat eksperymentow numerycznych

W trakcie pracy nad niniejgzrozpravws kluczowe znaczenie mialo praktyczne
stosowanie komputerowych obligzaumerycznych. W tym rozdziale oméwione
zostaly metody iteracyjne niegine w przypadku stosowania hiejawnych
(zamkngtych) schematéw numerycznych, w szczegétn&osztochtonn&t (czas
obliczeniowy) stosowanych metod.

11.3.1Wprowadzenie

Jednym z waniejszych nowych wynikdéw prezentowanych w tej razpie jest
przedstawiona w rozdziale 6 dyskretyzacja élama jako metoda lokalnie
doktadnego dyskretnego gradientu. Minie, nie posiada ona tak fglanych
cech jak odwracalrsé w czasie i zachowywanie afppsci przestrzeni fazowej,
to jednak wykazuje si duza stabilngcia czasowy i bedac metod rzedu
trzeciego niezwykle doktadnie symuluje rozméania rowna rozniczkowych.
Precyzja dziatania tej metody, (odwzorowanie okresaylacji nieliniowych
uktadow drgajcych dla matych krokow czasowych ¢gbw pocatkowych ze
wzglednym odchyleniem na poziomie 19 bedaca jej najwiksz zalet, jest
jednoczénie wyzwaniem dla eksperymentatora numeryczneggrpcago takie
rezultaty liczbowe zaprezentowaBardzo istotne staj sie wéwczas takie
parametry oblicze jak ilos¢ miejsc dziesitnych w wywanych liczbach, kidy
zaokmglen, promienie zbignosci iteracji czy schematy catkowania
numerycznego.

Istnieje wiele znakomitych kstek z metod numerycznych, dlatego celem
tego rozdziatu nie dgzie (ma@e z matymi wyjtkami) powtarzanie zawartych
w nich rozumowa. Chodzi raczej o to, aby czytelnik, zapozoajsk
z wynikami pewnej liczby eksperymentéw numerycznyobbaczyt jak pracuj
wybrane metody i mégt ewentualnie wykorzystiz dédwiadczenia w swojej
pracy. Dane liczbowe cytowane w tym rozdziale odmoslo wahadta
matematycznegoM(X) = —C0osx).
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Wszyscy styszeli o hlach zaokiglen, ale niezbyt wiele osob nély o nich
na co dzié. Wiadomo,ze zdarza si¢ w arytmetyce zmiennoprzecinkowej na
odlegtych miejscach dziegnych i przeszkadzajraczej niewielkiej grupie ludzi
zmuszonej do przeprowadzania bardzo precyzyjnydiczsi. Zilustrujemy to
przyktadem. Wemy ciag geometryczny

%=l (11.24)

a4 = aq
Wz6r na sura n elementow tego ggu jest powszechnie znany, obliczmy |
jednak bezp&rednio z pomog komputera dlag = 0.999 postugac sk
standardowym typem rzeczywistym z 15 cyframi zaagmi. Wyniki oblicze
dla r&znych wartdci n znajdziemy w tabeli 11.1.

Tabela 11.1. Wyniki sumowania cigu geometrycznego dlag= 1, q = 0.999
w zaleznosci od liczby wyrazow i kolejncsci dodawania.

n Htatat..+ta, htapi1tant ...t &
5000 993.278888040130 993.278888040133
30000 999.999999999896 999.999999999907

Przyznajmy, ze przykiad jest dobrany dé tendencyjnie, jednak faktem
pozostaje, ze r&ne wartdci w drugiej i trzeciej kolumnie tabeli 11.1
spowodowane g wytacznie inmy kolejnascia dodawania tych samych liczb.
Okazuje si, ze przy wikszej liczbie skladnikéw mana otrzyma w ten sposob
réznice w sumie jui na 3 miejscu znaggym od kaica. Widzimy te przy okazji
jak funkcjonuj w naszych komputerach podstawowe aksjomaty mayémata
szczscie istnieje wiele algorytmow numerycznych aajch akceptowalne
wyniki, pomimo nieuchronnego wplywudatow zaokgglen na kaxcowy wynik.

11.3.2Przeghd wybranych metod numerycznego rozwjzywania
réwnan nieliniowych

Najlepsze dyskretyzacje prezentowane w tej pracylape § czsto
w postaci uwiklane] wymuszgjej numeryczne rozwkywanie rowna.
Dotyczy to w szczegolroi metody dyskretnego gradientu oraz jej ulepszbnyc

wersji.
Problem generalnie polega na znalezieniu razai rownania wektorowego
f(x)=0, (11.25)

lub, inaczej rzecz ujmag, uktadun rownai skalarnych na niewiadomych
f(X,.%)=0 (j=1..,n). (11.26)
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Stwa do tego réne metody iteracyjne [26, 88]. dieprzez X oznaczymy
kolejna aproksymagj pierwiastka, to dowol metod iteracyjra mozemy
zapis& w postaci

xED = g(x®, gD g™y (11.27)
przy czym funkag ¢ nazywamy funkgj iteracyjra. Zakladamy,ze zaley ona
od wartdgci funkcji f i jej pochodnych wm punktach x®, x*® . %
Sytuacja jest najprostsza, gay= 1:

x® = 5(x®) (11.28)

mamy wowczas do czynienia z mejoderacyjry jednopunktow. Iteracja jest
zbiezna, o ile@ jest odwzorowaniem zyzajacym.

Metoda punktu statego

Jest to prosta metoda iteracyjna, ktémozemy zastosow@ o ile rownanie
wyjsciowe (11.25) zapiszemy w postaci

X =9g(X). (11.29)

Wykorzystupc twierdzenie Banacha o punkcie statym [61]zeray wéwczas
zastosowaiteracg (metoda jednopunktowa)

x® = g(x®), (11.30)
ktéra jest zbiena, jezeli odwzorowanieg jest zwzajace. W jednym wymiarze
oznacza toze |g’(x)| <1 dla kazdegox z otoczenia pierwiastka, ktére zawiera

i X1 (odpowiednio: punkt startowy i pierwszy punkt #eji). Wykres 11.1
pokazuje dziatanie tej metody w przypadku madej funkcji jednej zmiennej.

==
I
ot

Wykres 11.1. llustracja graficzna metody punktu stdego (funkcja jednej zmiennej).
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W przypadku schematu lokalnie doktadnego dyskreinggdientud ma
post&:

%+ 58, (p+Py)
g(x) =a(x, p) = s VOOV | (11.31)
n n X_Xn
Jest ona jednoczeie funkcp iteracyjm i okresla bezpgérednio kolejne kroki
iteracji.

Metoda Newtona
Jest to bardzo waa i szybkozbigna metoda, z kt@rblisko zwhzanych jest
szereg metod pokrewnych jak metoda siecznyobgula falsi metoda

Steffensena iinne [26, 88]. Pomyst jest ngpsjacy. Ot& rozwijajac f
(réwnanie 11.25) w szereg woko6t punkil’ dostajemy

afj“)
ox, |

x=x1

fi (%) = f,»(>”<(”)+i(xk -x.) (11.32)

Nastpna aproksymagj pierwiastka, X otrzymujemy kladc f(X)=0
i rozwiazujac rownanie liniowe wzglddem X. Otrzymujemy

%0 = g0 — (OF D)2 § O (g0 (11.33)
przy czym

. " of (X

fO=f&xD), (Of (I))jk :L_ (11.34)

0X,
Wykres 11.2 ilustruje powgza ideg na przyktadzie funkcji jednej zmienne,.
¥ y = fix)
=
_'_—'_—_'_._'_-_,-l-—

Wykres 11.2. llustracja graficzna metody Newtona (inkcja jednej zmiennej).

187



W przypadku schematu lokalnie doktadnego dyskreirgegdientu mamy

X=X, _1( +p)
fo=fom= * 2 PP (11.35)
T e, V-V |
0, X=X,
1 _1
o (ef of)_ 5, 2
Of (x) = Of (x, p)—(&’a_pj‘ VI(X)(X=x%,)+V(X,)-V(x) 1 (11.36)
(X_Xn)2 5”
1 _1
o 1 3, 2 ((11.37)
(Df(X)) - 1 +Vl(x)(x_xn)+V(Xn)—V(X) V(X)—V(Xn)—V'(X)(X_Xn) i
5. 2(x=x,)* (x=%,)* %
Oczywiscie
X = (i, P’ (139

lecz wygodnie jest przgg X =(x,p)" oraz X" =(X,p)", co pozwala
napis& rownanie iteracyjne w postaci

(%} = (X] —(Of (x, p)) (%, p). (11.39)
p) \p

Osiggalna doktadnasé metod iteracyjnych

Niechx®, X, ... bedzie chgiem przyblien pierwiastkaa uzyskanym przy
pomocy metody iteracyjnejx™? = g(x™ .) Niech warté¢ ¢(xX") bedzie
obarczona kidem V. Wtedy

XM =g(x™)+5™ (n=0,1...). (11.40)
Odejmupc od tego zwizku rowndé a = @(a) i stosujc twierdzenie o warkei
sredniej otrzymujemy

X —a =¢'(£)(X"” —a) + 5", gdzie &, Oint(x™,a ). (11.41)
Wynika std rownas¢

A-¢' N —a) = ¢' (&) (X = x") + 5™, (11.42)
Zaktadajc, ze

#'(&)| sm<1i|o®|<5 (11.43)

otrzymujemy nierOwng

NN (11.44)

‘X(n+1) _a‘ < M ‘X(n) — (D)
1-m 1-m
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Prawa strona tej nierowsa sktada si z dwoch skiadnikéw. Pierwszy szacuje
btad odckcia, a drugi — kid obliczer. Dla dostatecznie dych n biad oblicze
staje st dominupca czescia skladow biedu przybli‘zeniax(”) i dalsze iteracje nie
poprawh juz dokfadndci. Btad powinien zachowywa si¢ nieregularnie,
pozostagc w granicach:d(1-m) [26].

11.3.3Poréwnanie dziatania metod punktu statego, Newtona
| potowienia przedziatu

Iteracje wykonywano przy zateniu doktadnéci bezwzgédnej (bhd
odciccia) 10 i ustaleniu limitu krokéw w liczbie 15 dla iteradjewtona i 100
dla metody punktu statego. Limity tea ¢ grubsza dwukrotnie wksze od
obserwowanej maksymalnejgredniej liczby krokéw. Konieczrié ich
stosowania wynika z wzoru (11.44) - zarowno metqiektu statego, jak
i Newtona dochodzity w niektérych punktach do tépeenej granicy osigalnej
doktadndci. Btad obliczer stawat s wowczas wekszy od bédu odcecia, co
przejawiato s} przekraczaniem limitu krokow iteracji. Wykresy 21i 11.4
pozwalaj wskaz& miejsca, w ktoérych hd wynikapcy z maliwej do
osiagniccia doktadnéci jest wickszy niz 107°.

E .
I:I T T T 1
a a0 100 150 200

Wykres 11.3. Liczba iteracji w kolejnych punktach d/skretyzaciji
(Po=1.999 999 999 ¢ =0.9, T, = 51.59687914). Metoda Newtona.
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120

100

1
—

a0

B0

40 N */W\“/W\‘ VW\

20 4

I:I T T T 1
0 a0 100 1580 200

Wykres 11.4. Liczba iteracji w kolejnych punktach d/skretyzaciji
(Po=1.999 999 999 € =0.9, T, = 51.59687914). Metoda punktu statego.

Liczby iteracji w obydwu metodach oscyujw pierwszym rzdzie
z okresem, ktory maemy przypisa dyskretyzacji. Nakladaj sie na to
subtelniejsze efekty powtaraap s¢ w innych odstipach czasu. Ich natura
zostata omoéwiona w rozdziale 4. Widzimie najtrudniejsz prag obydwie
metody iteracyjne maj w tych samych punktach — przy przechodzeniu
dyskretyzacji przez pokenie rownowagi (tu iteracje zawszenkayty si przed
osiagnigciem limitu) i w poblzu maksymalnych wychyte Bardzo ptaski
przebieg krzywej wychylenia w punktach zwrotnychy (p 2 odpowiada
separatrysie) ogranicza tu mieva do osagniecia doktadné¢ ponizej
zatazonego b¢du odcecia dla kadej z metod.

850 -
G000 -
750 A
700 ~
650
G000 -
550 A
500 -

n
45':' T T T T I

0 a0 1a0 150 200 250

Wykres 11.5. Oscylacje na 3 ostatnich cyfrach po pecinku (15-17) w metodzie
punktu statego (poczynagc od 28 kroku iteracji), p0 = 1.999 999 999 @,= 0.9,
t=12.6.
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5100 -
000 - . | 4 i
79004 | 1 i i

7800 - ' \ }
7700 - (¥

7e00

7500
n

7400 T T T T
0 a0 100 150 200

Wykres 11.6. Oscylacje na 4 ostatnich cyfrach po pecinku (14-17) w metodzie
Newtona (poczynajc od 7 kroku iteracji). p0 =1.999 999 999 ¢,=0.9,t = 12.6.

Na wykresach 11.5 i 11.6 przedstawiono oscylacjgawi@jace st
w metodzie punktu stalego i Newtona po przekroazepizez nie granicy
osiagalnej doktadnéci. Dotycz one tego samego punktu dyskretyzacihtego
na pierwszym maksimum (wychylenie patkowe xo = 0). Iteracje pracowaty
na liczbach majcych 18 znaczych cyfr dziesjtnych. Poszczegdlnym punktom
przypisano liczby catkowite powstate z 3 (metodan&zha) lub 4 (metoda
Newtona) ostatnich cyfr, ktore podlegaly zmianomkuiek oscylacji. Ich
promiexn okazat st dwukrotnie wegkszy w metodzie Newtona. Poprawienie
doktadndci mazemy uzyské usredniapc wynik pewnej liczby oscylacji lub
wykonujac dalsze obliczenia za ponmpavolnozbienej, ale doktadniejszej
metody bisekcji.

507 x
45
4.0
3.5 A
3.0 |

25 — — A M@—E—n

2.0 4

15 T T T T T I

Wykres 11.7. Porownanie zbignosci metody bisekcji (romby), metody Banacha
(kwadraty) i Newtona (trojk aty). pO = 1.999 999 999 ¢,= 0.9, t = 0.9.
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Wykres 11.7 przedstawia sposob, w jaki zbiegdp rozwhzania trzy
prezentowane dyskretyzacje. Doaggsiiccia doktadnéci 10** metoda Newtona
potrzebowata 5 krokdw, Banacha — 26, natomiaskbjse 50.

Wykresy 11.8 1 11.9 pozwakaprzeledzic zaleznos¢ sredniej liczby krokow
metody Banacha i Newtona niezimych do osigniccia doktadnéci 10%°
w zaleznosci od p 1 € dla dyskretyzacji lokalnie doktadnego dyskretnego
gradientu symulucej wahadto matematyczne.

(2-po)i€|0.020.100.20 (0.30 (0.40 | 0.50 | 0.60 | 0.70 |0.80 [0.90 | 1.00

1,98
1,60
1.20
0.80
0.20
0.01
104

10°®

10°°

107"

Wykres 11.8.Srednia liczba iteracji (z pierwszych 200 krokéw) j&o funkcja pedu
pocztkowedo i€ dla metody Banacha.

(2-po)E(0.020.10 [0.20 (0.30|0.40 | 0.50 | 0.60 [0.70|0.80 |0.90 | 1.00

1.98 25

1,60
1.20
0.80
0.20
0.01
104
10°°
10°®

10° |

Wykres 11.9.Srednia liczba iteracji (z pierwszych 200 krokéw) j&o funkcja pedu
pocztkowego i€ dla metody Newtona.

30

35

4.0
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Na osi poziomej tych wykresOw odiono & za& na osi pionowej dla
skrocenia zapisu liczb2 - @ (po = 2 odpowiada separatrysie). Liczby
odpowiadajce kolorom wyznaczajprzedziaty, w ktérych zawieraeskérednia
liczba krokdw wymaganych w danej iteracji. Metodaelcji ma stat liczbe
krokéw (57 przy doktadniai 10°) zalezng wytacznie od zatvonej doktadnéci
obliczen.

Srednia liczba krokéw w metodzie Banacha jest zawsdecydowanie
wigksza nk w metodzie Newtona (przy mniejszym koszcie wykoagadnego
kroku), jednak ich mierzona licabkrokéw wzgkdna efektywnéé zalery od
kombinacji parametréw w§giowych. Przy matych gach i daych € metoda
Newtona jest 15-krotnie lepsza, przyzgich pedach i duych € jest lepsza 9-
krotnie i tylko 5-krotnie przy p= 1.8 i duym kroku czasowym.

Rzeczywista przewaga metody Newtona jest mniejszavzgkdu na ré@ne
koszty wykonania jednego kroku. Tabela 11.2 zawmszacowanie wzgtinych
czasOw wykonania niektérych obliczella r&znych typow iteracji w metodzie
lokalnie doktadnego dyskretnego gradientu zastoseyvado wahadta
matematycznego w odniesieniu do schematu numergodeap-frog

Tabela 11.2. Szacunkowe wzgline czasy wykonania wybranych obliczé (wahadto
matematyczne, metoddeap-frog i lokalnie doktadny dyskretny gradient).

1 krokleap-frog 1.00

1 iteracja Newtona 2.21

1 iteracja punktu statego 0.67
1 iteracja bisekcji 0.95
predyktor (metoda Newtona i punktu statego) 2.30
przedziaty dla metody bisekcji 0.48

Okazuje s, ze koszt jednego kroku w metodzie Banacha jest ponad
trzykrotnie ngszy ni w metodzie Newtona. Wykres 11.10 przedstawia
porownanie wzgldnej efektywnéci trzech badanych iteracji uwzglniajace
zaréwno liczle krokow, jak iczas wykonania jednego kroku przy
niekorzystnym z punktu widzenia metody Newtonadzie pocatkowym
po = 1.8. Dla krokéw czasowych nie przekraezgrh 0.2 efektywngci metod
Banacha i Newtona as bardzo zblione (rownie¢ dla innych pdoéw
pocatkowych). Przy wekszych wartéciache metoda Newtona stajecgprawie
2-krotnie szybsza. Testg inne warunki pocgkowe maemy stwierdz, ze
przewaga jest maksymalnie 4-krotna (da=p0.4). Metoda bisekcji jest oaa
wielkosci gorsza od pozostatych metod, jednak jej atrakmyj rosnie
w obszarach sprawigych trudnéc¢ iteracjom Banacha i Newtona. Gdy
kluczowa jest doktadrié obliczer (10™° i wicksza), metoda bisekcji nie ma
konkurencji — ma w poréwnaniu z nimi znacznieksgiza osihgalm doktadnd¢.
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Czasochlonnosé

1

Wykres 11.10. Poréwnanie czasochtongoi réznych metod iteracyjnych (wahadto
matematyczne, g = 1.8). Romby — metoda bisekcji, kwadraty — metodBanacha,
trojk aty — metoda Newtona.

11.3.4Podsumowanie

Rozdziat ten prezenty szereg praktycznych aspektow testow
numerycznych przeprowadzonych dla schematu numeegtz lokalnie
doktadnego dyskretnego gradientu (rozdziat 5) byazm do krétkiego
przeghdu metod stosowanych do numerycznego rezywania rowna
(metoda punktu statego, Newtona oraz bisekcji). @ono uwag na czynniki
majace nieuchronny wptyw na doktad§toobliczen, takie jak bédy zaoknglen
I promien zbieznosci iteracji. Dokonano te poréwnania czasochtonfm
wybranych metod standardowych i iteracyjnych.
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