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Wstep

,Jesliby dac tysigcowi ludzi topaty i kaza¢ znalezé wode na Saharze, minetyby
lata bez rezultatow. Lozanowski pojawilby sie, a w miejscu, w ktérym whitby topate,
wytrysnatby strumien” - takimi stowami opisat Lozanowskiego jego rowiesnik i wy-
bitny matematyk - Wiadymir Mazja (zob. [84]). Wlasnie na fali idei Lozanowskiego
powstala niniejsza praca. Gtéwnym obiektem badan i motywem przewodnim beda
przestrzenie Calderéna - Lozanowskiego. Zostaly one wprowadzone w pracy [16]
przez Calderéna, jako konstrukcja interpolacyjna. Znaczenie i potencjal tej konstru-
kcji dostrzegt Lozanowski, ktory poswiecit jej wiele prac (zob. [76] - [83]), badajac ich
wlasnosci interpolacyjne i topologiczne, a przede wszystkim znalazt postac przestrze-
ni dualnej. Twierdzenie to znalazto wiele zastosowan w teorii przestrzeni Kothe’go
i uogélnito inne znane twierdzenia o dualnosci. W szczegdlnoéci, f.ozanowski wy-
korzystal je do udowodnienia innego ze swych znanych wynikéw, tzn. twierdzenia
faktoryzacyjnego Lozanowskiego. Twierdzenie to i jego uogélnienie bedzie drugim z
motywow przewodnich tej pracy.

Dla dwoch danych przestrzeni Kothe’go E, F' nad ta sama przestrzenig miary
oraz funkcji p : R — Ry speiajacej pewne dodatkowe warunki, przestrzen
Calder6na-fozanowskiego p(E, F') jest zdefiowana jako

p(E,F) = {z € L' : |z| < p(x,y) dla pewnych z € E, iy € F+} (1)
7 norma,

12l ) = I {max {[|z[ g, Iyl g} = [2] < pl2,y), gdzie v € Ey iy e Fr}. (2)

Szczegblnym przypadkiem powyzszej konstrukeji sg przestrzenie E,, zwane tez uogol-
nionymi przestrzeniami Orlicza, ktore otrzymujemy z p(E, F'), gdy F' = L*°.

W pracy tej przyjrzymy sie zaréwno konstrukeji p(E, F'), jak i przestrzeniom
E,, z roznych punktéow widzenia. Na poczatku zajmiemy si¢ porzadkows ciggloscia
przestrzeni p(E, F). Nastepnie przejdziemy do bardziej szczegdtowych wiasnosci
geometrycznych, przy czym ograniczymy si¢ juz tylko do przestrzeni F,, a wyniki
te zastosujemy tez do uzyskania odpowiednich kryteriow dla przestrzeni Orlicza
- Lorentza. W dalszym ciagu pozostawimy wlasnosci geometryczne, aby spojrzec
na strukture uogdlnionych przestrzeni Orlicza z punktu widzenia multiplikatoréw
miedzy tymi przestrzeniami. W ostatniej czesci pracy wykazemy powigzania miedzy
przestrzeniami p(E, F'), a ,punktowym” iloczynem przestrzeni E® F, ktory pojawia
sie w naturalny sposob przy pytaniu o faktoryzacje przestrzeni funkcyjnych. Znaj-
dziemy tez reprezentacje przestrzeni F, O E,,, a wyniki te wykorzystamy, aby podac
twierdzenia faktoryzacyjne dla uogélnionych przestrzeni Orlicza.

Rozdzial pierwszy zawiera zbiér poje¢ oraz znanych faktow, z ktérych bedziemy
korzystali w kolejnych rozdziatach.
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W rozdziale drugim zbadamy kryteria na porzadkowa ciggto$¢ przestrzeni
p(E, F). Podamy szereg warunkéw wystarczajacych, aby przestrzen p(E, F') po-
siadata te wlasno$é. W szczegdlnosci pokazemy, ze to czy p(E, F) € (OC), zalezy
zarowno od wtasnosci funkeji p, jak i od wlasnosci przestrzeni E oraz F. W tym
celu wprowadzimy nowa wtasnos¢ topologiczna, zdefiniowang dla pary przestrzeni
E, F, ktéra okaze sie konieczna dla porzadkowej ciagtosci przestrzeni p(E, F'). Za-
prezentujemy przy okazji przyklady pokazujace, ze przestrzen p(E,F) moze by¢
porzadkowo ciggta, nawet gdy zadna z przestrzeni £/ i F' nie jest porzadkowo ciaggta,
przy czym obie sg symetryczne. Sytuacja ta ukaze réznice miedzy teoria przestrzeni
p(E,F),a E,, gdyz w przypadku tych drugich wiadomo, ze £ musi by¢ porzadkowo
ciggla, aby £, tez taka byla. Rozdzial zakonczymy podajac alternatywny dowdd
koniecznosci warunku A, dla porzadkowej ciggtosci przestrzeni E,, wykorzystujacy
teorie przestrzeni multiplikatorow. Wyniki tego rozdziatu pochodza z pracy [60].

Trzeci rozdziat zostat poswiecony trzem wtasnosciom geometrycznym przestrzeni
E,. Podajemy w nim pelne kryteria na Scistg i jednostajng ortogonalng wypuktos¢
(ozn. SC+ i UC* odpowiednio) oraz whasnosé 3 - Rolewicza dla uogélnionych
funkcyjnych przestrzeni Orlicza. W przypadku wtasnosci 3 - Rolewicza dla ciaggowych
przestrzeni ey, wprowadzamy korespondujacg wlasnos¢ monotonicznosciows. Wa-
runki pojawiajace sie w twierdzeniach tego rozdziatu zostaty zilustrowane przykta-
dem dwuwymiarowej przestrzeni e,, pokazujacym wplyw geometrii przestrzeni e
oraz wlasnosci funkcji ¢, na ksztalt sfery w przestrzeni e,. Na koniec uzyskane
wyniki zastosujemy do funkcyjnych przestrzeni Orlicza - Lorentza. W przypadku
tym uzyskane kryteria przybiora bardziej elementarna posta¢. Rozdziat trzeci zostat
napisany w oparciu o prace [61].

Rozdziatl czwarty méwi o przestrzeniach multiplikatoréw miedzy przestrzeniami
Ko6the'go, tj. o przestrzeniach

M(E,F)={x € L°: 2y € F dla kazdego y € F}.

Na elementy przestrzeni M (E, F') mozna tez spojrze¢ jak na operatory mnozenia
punktowego dziatajace z E do F. Wtedy naturalna norma na M (FE, F') jest norma
operatorowa. Na poczatku rozdziatu wykazemy szereg elementarnych faktow do-
tyczacych przestrzeni multiplikatorow. Miedzy innymi znajdziemy wzoér na funkcje
fundamentalng przestrzeni M (E, F) w przypadku, gdy E i F' sa symetryczne oraz
spetniaja pewne dodatkowe zatozenia. W dalszym ciagu zajmiemy sie szczegdtowo
reprezentacja przestrzeni M (E,, , E,). Uogblnimy wyniki znane dla przestrzeni Or-
licza, aby ,obliczy¢”, ze M(E,,, E,) = E,,, gdy o1 '¢s' ~ ¢~1. Pokazemy, ze
przy pewnych zatozeniach relacje ! < 7 oot i@ oyt < ! s konieczne i wy-
starczajace, odpowiednio dla wlozen M(E,,, E,) — E,, i E,, — M(E,,, E,), co
w szczegdlnosei da odpowiedZ na pytanie postawione w ksiazce [86] dla przestrzeni
Orlicza. Na koniec zajmiemy sie problemem jak skonstruowaé¢ funkcje s, ktora
przy zadanych ¢ i ¢ spelia warunek ¢; o, ! ~ @' W tym celu zbadamy funkcje
dopelniajaca do 1 wzgledem ¢, tj. o = @ © 1 zdefiniowana jako

(¢ © 1) (u) = sup [p (uv) — @1 (v)].

v>0



Waznym elementem tej czesci pracy jest tez Przyktad 4.2.23, ktéry koresponduje
z wieloma wynikami rozdziatu czwartego (i piatego) pokazujac, ze pojawiajace sie
zalozenia sa jak najbardziej zasadne. Rozdziat czwarty powstat na podstawie pracy
[62].

Celem ostatniego, piatego rozdziatu jest udowodnienie twierdzenia faktoryzacyj-
nego dla uogélnionych przestrzeni Orlicza, postaci

E<p1 oM (Ecpu E@) - Ecp' (3)

W zwiazku z tym konieczne jest zbadanie ,punktowego” iloczynu przestrzeni X ©Y,
tj.
XoY={zy:xe X,yeY},

12l xoy = inf {llzllx lwlly « 2] = 2y, © € X4,y € Yi}.

Okaze sie, ze konstrukcja X ©® Y jest Scisle zwiazana z przestrzeniami Calderéna

1/2
— Lozanowskiego p(E, F'). Pokazemy miedzy innymi, ze X © Y = (X1/2Y1/2)( / ),

tzn. iloczyn X ® Y jest 1/2 - uwklesnieniem przestrzeni X/2Y/2. Znajdziemy tez
wzér na funkcje fundamentalng przestrzeni X @ Y, gdy X i Y sa symetryczne.
Przedstawione ogélne wyniki wykorzystamy dalej do znalezienia reprezentacji ilo-
czynéw uogoélnionych przestrzeni Orlicza, tj. £, © E,, = E,. Wyniki te przedstawi-
my w terminach relacji o' < o751 st < 7!, analogicznie jak w rozdziale
czwartym, podajgc warunki konieczne i wystarczajace dla wlozen E,, © E,, — E,
iE, — E, ©F,. Oméwimy takze odpowiednig konstrukcje funkcji ¢ spetniajace;
relacje 07 'y R @7t o = @1 @ g, gdzie

(1 @ 2) (u) = inf {p1 (v) + @2 (w)}.

Whioskiem z tego i poprzedniego rozdziatu bedzie twierdzenie faktoryzacyjne postaci
(3). Wyniki rozdzialu piatego stanowia czesé pracy [63].
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Rozdziat 1

Pojecia wstepne

1.1 Przestrzenie Kothe’go

Niech (€2,%, 1) bedzie przestrzenig miary z miara o - skonczona i zupelna. Niech
dalej L(€2, X, ) bedzie przestrzenia wszystkich funkcji ¥ - mierzalnych i p - prawie
wszedzie skonczonych, okredlonych na 2. Mozemy w tej przestrzeni wprowadzi¢
relacje
x>~y <= z(t) =y(t) dla u - prawie wszystkich ¢ € Q.

Nietrudno sprawdzi¢, ze relacja ta jest relacja réwnowaznosci na zbiorze L(2, X, ).
Przestrzen klas abstrakeji tej relacji bedziemy oznaczali przez L° = L°(Q, %, u). W
przypadku, gdy (2,3, ) = (N,2% p), gdzie u jest miarg liczaca na rodzinie 2V,
przestrzen L° (N , QN,u), bedziemy oznaczali po prostu [°. Naturalng topologig na L°
jest topologia zbieznosci lokalnej wedtug miary.

W przestrzeni L° definiujemy relacje czeéciowego porzadku ,.<” w naturalny
sposob, tzn. dla z,y € L°

r<ygdyz(t)<y(t) dla p—pw. teQ.
Standardowo z Vy i Ay rozumiemy jako
(zVy)(t) = max{x(t),y(t)} i (x Ay)(t) =min{z(t),y(t)}.
Ponadto dla dowolnego zbioru S C L, jego dodatnig czeéé S, zdefiniujmy jako
Sy ={reS:x2>0}.
Dla dowolnego zbioru A C €, funkcje x4 : 2 — {0, 1}, zdefiniowana wzorem
Xa(t)=1, gdyt € Aoraz xa(t) =0, gdy t € A,

nazywamy funkcja charakterystyczng zbioru A.

Réznica symetryczng zbioréw A i B nazywamy A +~ B = (A\B) U (B\A) =
(AUB)\ (AN B).
Definicja 1.1.1. Przestrzen Banacha E zawartg w L°(Q, 3, 1), dla pewnej o - skon-

czonej 1 zupelnej przestrzeni muiary, bedziemy nazywali przestrzeniq Kothe’go,
jesli dodatkowo spetnia nastepujgce dwa warunki:
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a) jesix e E,ye L® iy <wx, toy € E oraz ||yl < ||zl 4,

b) istnieje x € E, taki ze x(t) > 0 dla kaZdego t € S).
Czasami zaktada sie mocniejsza wersje warunku b), a mianowicie:

b’) dla kazdego A € 3, u(A) < oo, funkcja charakterystyczna zbioru A nalezy do
E (XA S E)

Uwaga 1.1.2. Tak zdefiniowane przestrzenie Kothe’go w literaturze, funkcjonujq
takze jako przestrzenie funkcyjne Banacha lub funkcyjne siatki Banacha
(oczywiscie kazda przestrzen Kdthe’qo jest siatkq Banacha z naturalng relacjg cze-
Sciowego porzqdku). W niniejszej pracy przyjmiemy jednak konwencje nazywania ich
wtasnie przestrzentami Kothe’go, aby stowa ”funkcyjna” lub ”ciggowa”™ zachowaé dla
konkretnych przypadkéw, tj. jesli przestrzen miary (2,3, 1) bedzie bezatomowa, to
odpowiedniq przestrzen Kothe'go nazwiemy funkcyjng przestrzeniq Kothe’go,
jesli zas bedziemy mieli do czynienia z przestrzenig miary (N, 2N, u) , gdzie p jest
maarg liczgcq, to bedziemy mowili o ctggoweg przestrzeni Kothe’go. Wracajgc do
podanej definicji, odnotujmy jeszcze, ze warunek a) czesto nazywany jest warunkiem
ideatu. Z kolei warunek b) lub V'), w niektorych Zrodiach nie wystepuje jako czesé
definicyi przestrzeni funkcyjnej Banacha, lecz jako integralna witasno$é zwana na-
syceniem przestrzeni (dot. warunku b), zob. np. [86]). Element, o ktérym mowa w
punkcie b) jest tez nazywany stabq jedynkq. Oczywiscie V') implikuje b), jednak
relacja przeciwna nie must zachodzi¢ w przypadku przestrzeni niesymetrycznych. W
przestrzeniach symetrycznych (zob. def. ponizej) oba warunki sq réwnowaine. W
pracy tej bedziemy uzywali definicji ze stabszym warunkiem b). W przypadku, gdy
w definicyi stwierdzenie, ze E jest przestrzeniqg Banacha rozszerzymy do przestrzeni
quasi - Banacha, tzn. w miejsce nierownosci tréjkgta pojawi sie nieréwnosc

2 +yll < C (=]l + vl
dla pewnego C' > 1, to bedziemy mowili o przestrzeni quasi-Kothe’go.
Kule jednostkowa przestrzeni Banacha (X, ||-||) , bedziemy oznaczali jako

B(X) ={z e X :[lzf| <1},

a sferg jednostkowq bedzie
S(X) ={r e X :|[lzf =1}.

Gdy element x € L°, to jego no$nikiem (ozn. supp(x)) nazywamy zbior
supp(x) = {t € Q: z(t) # 0}.

W przypadku podprzestrzeni F' przestrzeni Kothe'go E sytuacja jest nieco deli-
katniejsza, tzn. no$nikiem podprzestrzeni F' nazwiemy dowolny zbiér mierzalny
(ozn. suppF’), spetniajacy nastepujace warunki:
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1) dla kazdego x € F istnieje A € ¥ taki, ze 1 (A) = 0 oraz supp(x) C AUsuppF,
2) istnieje x € F taki, ze p (suppF\supp(zx)) = 0.
Niech E, F' beda dwoma przestrzeniami Kothe'go. Jesli £ C F', to z twierdzenia
o domknietym wykresie wynika, ze wtozenie to jest ciagle, tzn. istnieje stata M > 0
taka, ze dla kazdego x € F
lall, < Ml

Bedziemy wtedy pisali E MR Ponadto, jesli E C F oraz F' C E, to obie
przestrzenie sg izomorficzne, co bedziemy oznaczali E = F. Jesli dodatkowo ||z||» =
|z||; dla kazdego x € E = F', to bedziemy pisali £ = F.

Definicja 1.1.3. Mowimy, ze przestrzen Kdthe'go E  posiada wilasnosé Fatou
(ozn. E € (FP)), jesli dla kazdego ciggu (x,) C Ey takiego, ze x, / v € L°
- p.w. 1 SUP,ey ||Tnllp < 00, element x takie nalezy do E oraz zachodzi réwnosé
12/l = suppen [#nll -

Przypomnijmy w tym miejscu, ze przestrzenia dualng w sensie Kothe’'go do
przestrzeni Kéthe'go F nazywamy przestrzen

E = {:CE L’ :Vyer /Q|xy]du< oo}

z normg operatorowa, tj.

lelly = sup [ fayldp
lyll p<1 /2

Wiadomo, ze E € (FP) wtedy i tylko wtedy, gdy £ = E” (zob. np. [8], Twierdzenie

2.7, str. 10).

Definicja 1.1.4. Mowimy, ze x € E jest elementem porzqdkowej cigglosci, jesl dla
kazdego ciggu (x,,) C E takiego, ze 0 < z,, < |z| oraz x,, — 0 p-p.w. zachodzi
|Zmllz — 0. Przestrzen E jest porzgdkowo ciagla (E € (0OC)), jesli kazdy
element E jest elementem porzadkowej cigglosci (zob. [54], [72]). Zwyczajowo, przez
E, oznaczamy podprzestrzen elementow porzgdkowo cigglych przestrzeni E.

Oczywiscie = € E, wtedy i tylko wtedy, gdy |z| € E,. Niech dany bedzie ciag
zbioréw (A,,) C X. Bedziemy pisali, ze A, \, @ gdy A,11 C A, dla kazdego n oraz
p(Nozy An) = 0.

Lemat 1.1.5. ([8, Twierdzenie 3.2, str. 14]) Niech E bedzie przestrzeniq Kéthe go.
Wowczas x € E jest elementem porzgdkowej cigglosci wtedy i tylko wtedy, gdy dla
kazdego ciggu zbiorow (Ay) C 3, jesli A, \, @, to ||zxa, |z N\ 0.

Czesto bedziemy korzystali z nastepujacego twierdzenia Dobrakowa (zob. [31,
Twierdzenie 10, str. 12]).

Twierdzenie 1.1.6. Niech E bedzie przestrzenig Kothe’go nad bezatomowgq prze-
strzenig miary (2,3, 1). Jesli x € E,, to potmiara i, : X — [0,00) dana wzorem

pe (A) = [lzxallg
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posiada wlasno$é Darboux, tzn. dla kazdego 0 < b < p, () istnieje zbior A € ¥
taki, ze p, (A) =b.

W przypadku, gdy u, jest miarg zdefiniowang jako
o (4) = [ |z ()] dp

tzn. gdy w Twierdzeniu 1.1.6 przyjmiemy £ = L', to otrzymamy twierdzenie
Lapunowa.

Bardzo wazna podklasa przestrzeni Kothe’go sa przestrzenie symetryczne. Dla
dowolnego z € L°(£2, 3, 11), zdefiniujmy funkcje dystrybucji d, : [0,00) — [0, u(Q)]
wzorem

d(N) = p({t € Q= [z(t)] > A}).

Zgodnie z [68], nierosngcym przestawieniem elementu x nazywamy funkcje
x* [0, u(€2)) — [0, 0o] okreslona wzorem

25(t) = inf {\ > 0: dy(A) < t}. (1.1)

Whprost z definicji funkcji d, wynika, ze dla dowolnej funkeji # € L° oraz dowolnych,
roztacznych zbioréw mierzalnych A i B oraz dla kazdego A > 0 zachodzi réwnosé

e (A) = daxy (A) + dayy () -

Ponadto, jesli d, > d,,, to x* > y*, a z drugiej strony x > y implikuje, ze d, > d,,.
Powiemy, ze dwie funkcje z,y € L° sg réwnomierzalne (oznaczamy = ~ v),
gdy d;(\) = d,(\) dla kazdego A > 0. Rownowaznie, z ~ y gdy z* = y*.
Przestrzen (quasi) Kéthe’go E nazywamy symetryczng, jesli dla dowolnych
réwnomierzalnych z,y € L°

x € E implikuje, ze y € E oraz ||z]z = ||yl 5 -
Jesli E jest przestrzenia symetryczng, to dla x € E, y € L° zachodzi implikacja
Yy <2t =ye FEoraz |yllp<|z]-

Wiadomo (zob. [72] cz. II, str. 114-115), ze kazda (nieskoniczenie wymiarowa)
symetryczna przestrzen Kothe’go jest rownowazna przestrzeni symetrycznej Kéthe'-
go nad jedna z trzech przestrzeni miary: [ = [0,1], I = [0,00) z miara Lebesguea
m lub (N, N, u). Zatem rozwazajac symetryczne przestrzenie Kothe’go, mozemy
ograniczy¢ sie tylko do tych przypadkow.

Dla symetrycznej przestrzeni E nad I definiujemy jej funkcje fundamentalna
fre 1 —[0,00) jako

1o (&) = [xoa],-

Kazda nietrywialna przestrzen symetryczna Kothe’'go nad [ jest przestrzenia
posrednig pomiedzy L'(I) i L>=(I), tzn.

LN L1 S B S LN + Lo, (1.2)
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gdzie C; = 2fg(1),Cy = 1/ f(1) oraz

||37||L10L°° = max(||:1cHL1, ||37||L°°)a

lellpizee = inf {Jollie + ]l - @ = w0 + 21,20 € L', 2y € L]
1
= /x*(s)ds
0

(zob. np. [68], Twierdzenie 4.1, str. 91 i formute 3.4 str. 78).
Dla przestrzeni miary (2, %, 1) odwzorowanie w : {2 — € nazywamy odwzoro-
waniem zachowujgcym miare, gdy dla kazdego A C ¥

gdzie w™! (A) oznacza przeciwobraz zbioru A. Wtedy dla dowolnej nieujemnej i
g - mierzalnej funkeji f, zachodzi relacja f ow ~ f (zob. np. [8], Twierdzenie
[Proposition] 7.2, str. 80).

1.2 Funkcje Orlicza

Roézne definicje klasy funkcji Orlicza mozna znalezé w literaturze. W pracy tej
bedziemy rozpatrywali mozliwie najszerszag klase funkcji, dla ktérych odpowiednia
przestrzen Orlicza jest przestrzenia Banacha. Przyjmijmy wiec nastepujaca definicje;

Definicja 1.2.1. Funkcjg Orlicza nazywamy funkcje ¢ : [0,00) — [0, 00|, spel-
niajgceg warunki:
i) ¢(0) =0,¢(u) < oo dla pewnego u > 0,

il) lim p(u) = oo,

U—00

iii) ¢ jest lewostronnie ciggla i wypukla na zbiorze A, gdzie
A = [Oa bs@)7 gdy So(bsO) =

oraz
A=10,b,], gdy p(b,) < o0,
dla
b, =sup{u > 0: p(u) < oo}. (1.3)

Oznaczmy tak zdefiniowana klase funkcji Orlicza przez P.
Przyjmijmy tez oznaczenia:

a, =sup{u>0:p(u) =0} =max{u>0:¢(u) =0}, (1.4)

_ {0} u (agav bgo]u gdy 90<b<p) < 00,
G, = { {0} U (ay, by,) W p. p.. (1.5)
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Ponadto bedziemy pisali ¢ > 0, gdy a, = 0 oraz ¢ < oo, gdy b, = co. W dalszej
czescei, obciecie funkcji ¢ do zbioru G, bedziemy oznaczali jako ¢, t.j.

¢r : G, — [0,00) oraz @, (t) = ¢ (t) dla kazdego t € G,,. (1.6)

Zauwazmy, ze z takiej definicji generalnie nie wynika ciagtos¢ ¢, poniewaz gdy
b, < 001 ¢(b,) < 00, to ¢ jest nieciagta w punkcie b,. Oczywiscie, ze wzgledu na
wypuklosé, funkcja ¢ jest ciagta na zbiorze [0, b,,).

Funkcja sprzezong (lub dopetniajaca) w sensie Younga do funkcji Orlicza ¢
nazywamy funkcje ¢* dana wzorem

" (u) = sup (uv — ¢ (v)) . (1.7)

Wtedy ¢* jest tez funkcja Orlicza (zob. np. [20], [86]).
Funkcje Orlicza posiadaja szereg wlasnosci, z ktorych bedziemy czesto korzystali.

Lemat 1.2.2. Nastepujgce zdania sq prawdziwe dla funkcji Orlicza p:

1) Voca<1Vuso ¥ (au) < ap (u),

2) Vas1Vuso o (au) > ap (u),

3) Yuwso ¢ (u+v) > ¢(u)+¢(v) (superaddytywnosé),
4) Vuzvso @ (u—v) <@ (u) =@ (v).

Dowody powyzszych wtasnosci zostaly zebrane np. w [73].
Szczegblng klasg funkeji Orlicza sg tzw. N - funkcje , tzn. takie funkcje Orlicza,
ze 0 < ¢ < 00 oraz
lim A0 =001 lim 20

U—00 u u—0 U

= 0. (1.8)

Klase NV - funkcji oznaczamy przez P°. Jesli ¢ € PP, to ¢* € P (zob. [20]).
Bardzo wazng rodzine funkcji Orlicza stanowig te, ktorych wzrost nie jest zbyt
szybki.

Definicja 1.2.3. Mowimy, Ze funkcja Orlicza ¢ spelnia warunek A, odpowiednio
dla wszystkich, dla duzych lub dla matych argumentow, jezeli:

1) Jxso Vuso ¢ (2u) < Ko (u) [piszemy ¢ € Ag(Ry)]/.
2) Jxz2 Jup>0p(u0)<oo Yuzuy ¢ (2u) < Ko (u) [piszemy ¢ € Ay(c0)].
3) Fr>2 Jup>0.0(u0)>0 Yo<usu, ¢ (2u) < Ko (u) [piszemy p € Ay(0)].

Uwaga 1.2.4. Zauwazmy, ze z warunkéw ¢ € Ag(c0) i ¢ € Ay(0) wnosimy
odpowiednio, ze ¢ < 0o oraz ¢ > 0.
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Zanim wprowadzimy definicje przestrzeni Calderona - FLozanowskiego, musimy
najpierw okresli¢ klase funkcji, przy pomocy ktorych taka przestrzen zbudujemy.
Ponizsza definicja pochodzi od Reisnera (zob. [100]) i nie obejmuje wszystkich funkeji,
ktore dopuszczat Lozanowski, jednak dla naszych rozwazan bedzie wystarczajaca.

Definicja 1.2.5. Bedziemy mowili, Ze funkcja p : [0,00) X [0,00) — [0,00) nalezy
do klasy U, jesli:

1) jest dodatnio jednorodna, tzn. V.o V>0 plau,av) = ap(u,v),
2) Vuzo p(0,u) = p(u,0) =0,
3) Vuso p(-,u) oraz p(u,-) sq cigglymi i wklestymi funkcjami jednej zmienney,
4) Yoo Jim plu,v) = Jim (v, u) = oo
Wiadomo, ze kazda funkcja p € U jest funkcja wklesta, jako funkcja dwdch

zmiennych (zob. [100] lub [73]).
Jezeli funkcja ¢ € P, to definiujac

v 1Y) gdy v > 0,
potu)i={ 7 @) Ev =6 (19)

nietrudno zauwazy¢, ze p, € U. Z drugiej strony, kazda funkcja p € U definiuje
dwie funkcje klasy P°, tj.(p (-,u)) ", (p (u,-)) " € P°, gdy u > 0. Zwiazki te zostaly
szczegdtowo opisane w pracy [73]. Dla przyktadu sprawdzmy, ze funkcja p,, (u, ) jest
wklesta dla kazdego u > 0. Dla dowolnych vy, v2 > 0 mamy

p (u v + UQ) _u + Vg — UV n UV S
v ’ 2 2 (Ul + UQ) V1 (Ul + 1}2) Vo -

Lutn v (u) Lt (u) _ Po (1) + pp (u,02)
2 (1)1 + Ug) (%] (Ul + 112) Vo 2

Dzieki wyzej opisanym relacjom miedzy funkcjami z klasy U a funkcjami Orlicza,
mozna wprowadzi¢ warunek A, dla funkeji z klasy U w taki sposob, aby byt réwno-
wazny z warunkiem A, dla funkcji Orlicza (p(-,1))”" lub (p(1,-))~" (zob. [100]).

Definicja 1.2.6. Powiemy, Ze p € U spetnia warunek A, z lewej strony, dla
wszystkich argumentéw (w skrécie p € Ny (L,R,)), jesli istnieje stata K > 0 taka,
ze

(w.0) < p (g 50)
p\U,V) X P 2Ua2U

dla wszystkich (u,v) € Ry x Ry. Analogicznie, p spelnia warunek A, z prawej
strony, dla wszystkich argumentéow (w skrécie p € Ay (R, Ry)) jesli istnieje stala
K >0 taka, ze

(w.0) < o (0. o)
plu,v) S pl gt 5v

dla wszystkich (u,v) € Ry x Ry.
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Napiszemy ponadto, ze p € Ay (L, R,R,) jesli zaréwno p € Ay (L, R, ), jak i
pE Az (R, R+) .
Woéwczas warunek A, dla funkeji p, jest zgodny z warunkiem A, dla funkcji ¢,
tzn.
Py € Ao (L, Ry) wtedy i tylko wtedy, gdy ¢ € Ay (Ry),

gdzie p, jest jak w (1.9). Powyzsza réwnowaznos$¢ wynika wprost z réwnowaznosci
nastepujacych nieréwnosci

K
V>0 USO_I (u) < ESO_I (u) < (1.10)
) 2 v

1
Viso 7 (1) < 597 (K) =

1
Vss0 8 < 590_1 (Kp(s) <=

Vsso ¢ (25) < Ko (s). (1.11)

Znoéw przez analogie do funkcji Orlicza, mozemy wyszczegdlni¢é warunek A, dla
duzych i dla matych argumentow.

Definicja 1.2.7. Powiemy, ze p € U spelnia warunek A, z lewej strony dla
duzych argumentéw (w skrécie p € Ay (L, 00)) jesli istniejq stale K, ug > 0 takie,
ze

(w.0) < p (w50
plu,v) < p{ 5t 5v

dla wszystkich (u,v) € Ry x Ry takich, ze * > wug. Natomiast p € U spelnia
warunek A, z lewej strony dla malych argumentéw (w skrécie p € Ay (L,0))
jesli istniejg state K,ug > 0 takie, ze

dla wszystkich (u,v) € Ry x R takich, Ze * < uy.

Wowezas p, € Ay (L,00) [py, € Ay (L,0)] wtedy i tylko wtedy, gdy ¢ € As (00)
[0 € Ag(0)]. Nastepujacy lemat jest konsekwencja réwnowaznosci nieréwnosci
(1.10) i (1.11) oraz odpowiednich réwnowaznosci dla funkcji Orlicza (zob. np. [20],
Twierdzenie 1.13, str. 9).

Lemat 1.2.8. Niech p € U. Wéwczas p € Ay (L,00) wtedy i tylko wtedy, gdy
dla kazdego uy > 0 istnieje K > 0 takie, ze p(u,v) < p (%u, %U) dla wszystkich
(u,v) € Ry x Ry takich, ze * > uy.

W dalszej czesci pracy przez ¢ (z) bedziemy rozumieli ztozenie ¢ o z, gdzie 0 <
x € L a ¢ jest funkcja Orlicza. Analogicznie, dla 0 < z,y € L°(Q2) i funkcji p € U,
zapis p (x,y) bedzie oznaczal funkcje p (z,y) (t) = p (z (t),y (t)), gdzie t € Q.
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1.3 Przestrzenie Calderéna - YLozanowskiego

Definicja 1.3.1. Niech E, F bedg przestrzeniami Kothe’go nad (€2, 3, u) oraz niech
p € U. Zdefiniugmy przestrzen p(E, F) w nastepujgcy sposdob

p(E,F) = {z € L2, %, ) : 2| < p(z,y) dla pewnych x € By iy € F+}, (1.12)
z normaq
121l i,y = inf {max{[lz]| g, [yl p} - |2l < plz,y), v € By, ye P} (113)
(E,F)

Wtedy pare <p(E, F), H-||p(E7F)> nazywamy przestrzeniq Calderéna - Lozanow-
skiego.

Tak zdefiniowana przestrzen jest przestrzenia Kothe’go (zob. [16], [77] - [81], [86]).
Odnotujmy, ze Lozanowski dopuszczal szersza klase funkcji p, tj. wszystkie funkcje,
ktére mozna wygenerowaé przy pomocy formuty (1.9), z dowolnej funkeji Orlicza
¢, nie tylko z N -funkcji. Ponadto, w powyzszej definicji normy mozemy nieréwnosé
|z| < p(x,y) zastapi¢ réwnoscia |z| = p(x,y) (zob. np. [100], Lemat 1). Lozanowski
udowodnit ([83], zob. tez [100], [98]), ze przestrzenia dualng w sensie Kéthe’go do

przestrzeni <p(E, F), ||-||p(E7F)> jest przestrzen <,6(E’, F), ||-||2(E,7F,)>, gdzie

|2ll0 g oy = i0f { [l + [lyll g o |2] < pla,y), edzie x € B, iy € FL}.

Stad i z wlasnosci p = p (zob. np. [83]) wynika bezposrednio, ze p (E, F) € (FP),
gdy E, F € (FP).

Ze wzgledu na swg ogolno$é¢ oraz niekonstruktywng posta¢ normy, przestrzenie
Calderdna - Lozanowskiego stanowiag wymagajacy obiekt badan, szczegdlnie z punktu
widzenia wlasnosci geometrycznych. Oto kilka szczegdlnych przypadkow przestrzeni
p(E,F), z ktorych kazdy i tak stanowi szeroka klase przestrzeni Kéthe’go.

Jesli p(s,t) = s%t17% to przestrzen p(E, F) oznaczamy jako E?F'~Y. Jest to
pierwowzér konstrukeji p (E, F') wprowadzony w pracy [16].

Inng wazng podklasg przestrzeni Calderéna - Lozanowskiego sg przestrzenie F,
zwane tez uogélnionymi przestrzeniami Orlicza (lub po prostu przestrzeniami
Calderéna - Lozanowskiego). Dla danej funkcji ¢ € Py rozwazmy przestrzen
py (B, L®). Zauwazmy najpierw, ze norme w p(E, F') mozemy réwnowaznie zapisaé
jako

el iy = 0 {A> 0+ [2 < Mol ), gdrie v € B(B), iy B(L¥),},

(zob. np. [86]). Poniewaz przestrzen L* posiada mocng jedynke xq, tzn. Vyep( =),
y < Xq, wiec z powyzszego 1 monotonicznosci funkeji py, (v, -) wynika, ze

1211, (5, p00) = inf{/\ >0: |z] < Apy(x, xq) oraz x € B (E)+} =
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:inf{)\>0:||4p<‘i|>

Otrzymali$émy zatem norme w postaci Luxemburga i dalej mozemy rozszerzy¢
formute (1.14) na wszystkie funkcje Orlicza.

Przestrzenie EY F'~ zostaly wprowadzone przez Calderéna w 1964 roku w pracy
[16]. W tej samej pracy pojawia sie tez ogélna konstrukcja p(E,F), jak i E,.
Warto jednak podkresli¢, ze przestrzen E, zostala niezaleznie zdefiniowana przez
Lozanowskiego w tym samym roku, w pracy [74], jako uogdlnienie przestrzeni Orlicza.
Natomiast pierwsza pracg Lozanowskiego, w ktérej bada przestrzenie E?F'=% po-
wotujac sie na Calderéna, jest [76].

< 1}. (1.14)

Definicja 1.3.2. Niech E bedzie przestrzeniq Kothe’go nad przestrzeniqg miary
(Q, %, 1) oraz niech ¢ bedzie funkcjg Orlicza. Wtedy przestrzeri <E¢, Il |l sa> definiu-
jemy jako

E,= {x € L, %, 1) : o @ ("?) € E} ,

z normq Luxemburga

el = inf{)\ >0 1, (‘;”) < 1}.

gdzie modular I, : L’ — [0, 00] dany jest wzorem

[ oDl gdy o (al) € E,
W”)—{ o gy ¢ E (1.15)

Odnotujmy tutaj, ze przestrzen E, jest uogélnieniem dwéch waznych konstruke;ji.
Z jednej strony, gdy E = L', to przestrzeni (L")  jest przestrzenia Orlicza z norma

Luksemburga, tj. <L90, HH¢> Z drugiej strony, jesli ¢ (u) = w?, dla p € (1,00), to
E, jest p - uwypukleniem przestrzeni E, tzn.

E® ={zeL: 2] € E}, (1.16)

Z Norma
1
12l gor = (ll2ll)" (1.17)

Bardzo czesto bedziemy korzystali z nastepujacych zaleznosci pomiedzy norma,
a modularem w przestrzeniach E,, (zob. np. [59], gdzie zebrano ponizsze lematy).

Lemat 1.3.3. Niech E bedzie przestrzeniqg Kothe’go z wlasno$cig Fatou, natomiast
@ - funkcjq Orlicza. Wtedy dla dowolnego x € E, mamy:

a) Iy(r) =1= |[lz] 5, =1,

b) [lz]lp, < 1= Lo(z) < [zl
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c) llzllp, > 1= lo(z) > ||zl

Nalezy zwroci¢ uwage, ze dowdd punktu b) w powyzszym lemacie wymaga aby
przestrzen FE posiadala wlasnosé Fatou. Z zaleznosci b) bedziemy bardzo czesto
korzystali w dalszej czesci pracy. Ponadto wieksza cze$é¢ geometrycznej i topologicznej
teorii przestrzeni E,, zostala rozwinieta przy zatozeniu, ze E € (F'P) (zob.np. [18],
[35], [36], [40], [41], [59]). Ze wzgledu na te dwa fakty, w calej pracy przyjmiemy
konwencje, ze zawsze gdy méwimy o przestrzeniach E,, przestrzen Kothe’-
go F posiada wlasnos$é Fatou. Zalozenie to nie dotyczy przestrzeni p (E, F).

Wiadomo, ze odpowiedni warunek A, w przypadku przestrzeni Orlicza zapewnia
porzadkowa ciaglo$¢ tej przestrzeni. W tym samym celu wprowadzono warunek A¥
dla przestrzeni E, (zob. [40]).

Definicja 1.3.4. Méwimy, ze funkcja Orlicza o spelnia warunek AY. jesli:
1) ¢ € Ay(0), gdy E C L™,

2) ¢ € Ay(00), gdy L* C E,

3) pe Ay(Ry), gdy ani L>® ¢ E, ani E ¢ L.

Definicja 1.3.5. Moéwimy, ze przestrzen E, spelnia warunek normowo - modu-
larny (w skrocie E, € (nm)), jesli

Veen, llallp, =1= L(z)=1.

Lemat 1.3.6. Niech E bedzie przestrzeniqg Kothe’go, natomiast ¢ - funkcjg Orlicza
takq, Ze o < 0o oraz p € AL,

a) Dla dowolnego x € E,, jesli ||z||p =1, to I,(z) = 1.
b) Dia dowolnego ciggu (x,) C Ey, jesli ||z z, — 1, to Ip(z,) — 1.

Lemat 1.3.7. Niech E bedzie przestrzenig Kothe’go, natomiast ¢ - funkcjg Orlicza
takq, ze ¢ > 0 oraz ¢ € AY, wtedy

Ip(zn) = 0 = |[znllz, — 0,
dla dowolnego ciggu (x,) C E,.

Lemat 1.3.8. Niech e — [* bedzie ciggowq przestrzenig Kdothe’qo oraz niech ¢ €
Ay(0).

a) Nizej wymienione warunki sq réwnowazne:
i) Vie)Fee1)Voee, 1o(7) <1 —p=|lzf|, <1-¢
i) o(b,) int ], > 1.

b) Vace, (Ip(x) = 1 <= ||zl 5, = 1) <= @(b,) inf; |[ei]], > 1.

Odnotujmy, ze wielko$¢ (b, ) inf; ||e;||, jest dobrze okreslona, poniewaz zatozenie
e — [> oznacza, ze istnicje stala M > 0 spelniajaca nieréwnosé |le;|| . < M |[le;]|,
dla wszystkich ¢ € N, a co za tym idzie inf; ||e;]|, > 1/M.



Rozdziat 2

Porzadkowa ciggloscé

Chociaz przestrzenie F, nazywane sg przestrzeniami Calderéna - Lozanowskiego,
sa one tylko szczegdlnym przypadkiem ogdlnej konstrukeji p (X,Y). Podczas gdy
geometryczne i topologiczne wlasnosci przestrzeni F, zostaly kompleksowo zbadane
(zob. np. [17], [18], [35], [36], [40], [44], [45], [52], [55], [57], [59], [64], [65], [66]),
analogiczne wlasnosci ogélnej konstrukeji p(X,Y) sa nadal biala karta w teorii
przestrzeni funkcyjnych. Cze$ciowe wyniki dotyczace jednostajnej wypuktosci oraz
porzadkowej ciagtosci wspomnianych przestrzeni mozna znalezé w pracy S. Reisnera
(zob. [100]). Rezultaty dotyczace porzadkowej ciagtosci przestrzeni E, znajduja sie
miedzy innymi w [35], [36], [40] i [65]. Jak zobaczymy ponizej, nawet tak elementarna
wtlasnosé jak porzadkowa cigglosé sprawia znacznie wicksze trudnosci w przypadku
przestrzenii p (X,Y), ze wzgledu na duza ogdlno$¢ konstrukcji.

Lemat 2.0.9. Niech X,Y bedzie parg przestrzeni Kéthe'go, natomiast funkcja p €
U. Jesli X, Y € (OC), to p(X,Y) € (OC).

Dowéd. Dowdd jest natychmiastowy. Przypusémy, ze z € p(X,Y), oraz ciag
zbioréw (A,) C X, A, \, @ sa dowolne. Wtedy istnieja x € X, y € Y, takie, ze
z = p(z,y). Na podstawie Lematu 1.1.5 wystarczy pokaza¢, ze |[2xa, |l ,xy) — 0.
Oczywiscie ||z ,xyy < max {[|z]/x . [lylly } i podobnie

120 vy < max {llzxanllx s [yxanlly ) -

Skoro jednak X,Y € (OC), to

max {[[xa, | x s [yxa.lly } = 0,

co konczy dowdd. ]

Definicja 2.0.10. Powiemy, Ze para przestrzeni Kéthe'go (X,Y) jest wspédlnie
porzqdkowo nieciggla (jointly order discontinuous) (w skrécie (X,Y) € (JOD)),
jesli istniejg elementy x € X\ X,, y € Y\Ya, cigg zbiordw mierzalnych A, \, @ oraz
stata a > 0 takie, Ze dla kaZdego ciggu (B,) C X takiego, ze B, C A, i dla kaZdego
n € N spelniony jest warunek

(lexally > a i lyxaly > a) wh (Jexs|, > ai |oxm], >a), @D

gdzie B), = A,\B,,.
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Uwaga 2.0.11. Odnotujmy, ze w pracy [60] wprowadzono wtasno$é (JOD) przy
pomocy bardziej skomplikowanego, z pozoru stabszego warunku, tj. (X,Y) € (JOD),
gdy istniejg elementy x € X\ X,, y € Y\Y, oraz cigg zbioréw mierzalnych A, \, @
takie, ze dla kaZdego ciggu (B,) C X takiego, Ze B, C A, (n € N) istnieje liczba
a > 0 oraz cigg indekséw (ny) taki, ze

albo HxXB”k >a HyXB”k y > a dla kazdego k,

X

> a dla kazdego k,

>ai v,

oo s, |
gdzie B!, = A,\B,,. Oznaczmy chwilowo ten warunek jako (*).

Zauwazmy, Ze obie definicje sq rownowazne. Oczywiscie wystarczy wykazaé tylko
jedng implikacje, a mianowicie, ze z (*) wynika warunek w Definicji 2.0.10. Na
poczgtku odnotugmy, ze zmieniajgc kolejnosé ostatnich dwoch kwantyfikatorow, mo-
zZemy Definicje 2.0.10 réwnowaznie zapisaé jako: istniejg elementy x € X\X,,
y € Y\Y,, cigg zbioréw mierzalnych A, \, @ oraz stala a > 0 takie, Ze dla
kazdego n € N oraz kazdego zbioru B € ¥, jesli B C A, to zachodzqg nieréwnosci
(2.1). Przypusémy, ze para X,Y nie spelnia warunku z Definicji 2.0.10. Wtedy dla
dowolnych x € X\X,, y € Y\Y,, ciggu zbioréw mierzalnych Ay \, @ oraz dla
kazdego k € N istnieje zbior By, € X taki, ze By, C Anu dla pewnego n (k) € N oraz

Y<]1€>, (2.2)

gdzie B), = Ay \Bi. Zauwazimy najpierw, Ze bez straty ogélnosci mozemy przyjac, iz
cigg (n (k)) jest $cisle rosngcy. Rzeczywiscie, jesli dla pewnego k zachodzi nieréwno$é
n(k+1) < n(k), to 2biér Bry1 mozemy zastapi¢ nowym zbiorem Cyiqy = Bgi1 N
Any41- Wtedy zarowno Cry1 C By, jak i Ch oy C By, 9dyz Cr i = Angy+1\Crpa
oraz Angy+1 C Any. Zatem po podstawieniu do (2.2) zbiorow Cyiq, Cp oy w miejsce
Bji1, Bjyq, nierownosci tym bardziej zachodzq. Jesli jui wiemy, Ze cigg (n (k))
ros$nie (tzn. jest podciggiem ciggu (n)), to mozemy uzupelnié cigg (By) budujgc
nowy cigg (Dy) w taki sposob, aby “wypelnié luki” miedzy n (k), tzn. aby dla kazdego
naturalnego k, istnial Dy, C Ay. Zdefiniugmy cigg zbiorow (Dy,),eny C 2 jak nastepuje

po— ] A gdy k <n (1),
F BiNA, gdyn(i)<k<n(i+1).

1 1 ‘
(loxslls < ¢ b lyxely < 7 ) i ([loxe;

L < li lubHyXB;C

Oczywiscie Dy C Ay, dla kaZdego k € N. Ponadto dla k > n (1), jesli Dy = B; N Ay,
to Dy, C B; oraz D), = A\Dy, = A\B; C Ay)\B;. Sted i z (2.2)
; )
< -,
Y 1

przy czym k < n (i + 1), wiec gdy k — 00, to tezi — 0o. Zatem para elementow x,y
i cigg (Ay) nie spelniajg warunku (*), co dowodzi réwnowaznosci obu definicji.

o< Ll

1 1 ,
(loxolly < 5 b oy < < ) i (oxo;

Twierdzenie 2.0.12. Niech p € U oraz niech X, Y bedzie parg przestrzeni Kothe’go.
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(i) Jesli p(X,Y) € (OC), to (X,Y) & (JOD).
(ii) Jesli (X,Y) & (JOD) oraz p € Ay (R, LR, ), to p(X,Y) € (OC).

Dowéd. (i) Przypusémy, ze (X,Y) € (JOD). Niech x € (X\X,),, y € (Y\Ya),,
ciag zbioréw (A,) C X, A, \, @ oraz statla a > 0 beda jak w Definicji 2.0.10.
Zdefiniujmy z = p (z,y) oraz ciag

Zn = p(2,Y) Xa, = P (TXA,, YXA,) -

Niech dla ustalonego n, para (u,,v,) € X X Y, bedzie taka, ze

Zn = p (Un,vp) . (2.3)

Przyjmijmy
B,={t€ A, :u,(t)>z(t)} i B, = A,\Bn.
Wtedy ciag (B,,) jest jak w definicji wtasnosci (JOD), wiec dla kazdego n € N

(lexs.llx > ai llyxs.lly > a) albo (|exm||, >ai |yxs,|, >a). (24)
Jesli [[zxp, |y = aillyxs.lly > a, to

max {||un|x , [[onlly } = max {{lunxs, [lx s [lonxs. Iy } = lunxs.llx = ll2xs.x > o

Analogicznie max {||u, ||y, ||vnlly } = @, gdy HxXBh czal H?JXB;,‘
z réwnosci (2.3) wynika, ze v, xp;, > yxp;. Przechodzac do infimum po wszystkich

Un, Uy jak w (2.3) uzyskamy nastepujace oszacowanie

y > a, poniewaz

1zall px vy = inf {max {{|unllx s [[oally } = 20 = p (un, v0) } > a,

dla wszystkich n. Zatem z ¢ p (X,Y),, co oznacza, ze p(X,Y) & (OC).

(ii) Niech 0 < z = p(x,y) oraz ciag (A4,) C 3, A, \, & beda dowolne. Musimy
pokazac, ze ||zxa, |l ,xy) — 0. Rozwazmy nastepujace trzy przypadki.

A) Jesli x € X, 1y €Y,, to dowdd wyglada jak w Lemacie 2.0.9.

B) Zalézmy, ze x € X, lub y € Y,. Przyjmijmy, ze © € X,. Poniewaz p €
Ay (L,Ry), to istnieje statla K > 0 speliajaca nier6wnosé

o <o (5" (")

dla wszystkich u,v > 0 oraz m € N. Skoro jednak ||zxa,|x — 0, to mozemy dobra¢
niemalejacy i nieograniczony ciag (i (n)) C N oraz statg M > 0 tak, aby spelniona

byta nieréwnosé¢
(3) Vloxads <,

dla kazdego n € N. Wtedy

K\ () 1\ 4™
zXaA, = p(T,Y) X4, < p <<2) TX Ans <2) yXAn> )
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z czego wynika, ze

foxa o <mox{ () hoale (5) ol } <

1\ &)
< max {M lzxanll x (2) HyHY} — 0.

Gdy y €Y,, to wykorzystujac warunek A, (R, R, ) dowdd wyglada analogicznie.
C) Skoncentrujemy sie obecnie na najistotniejszym (z punktu widzenia tego
twierdzenia) przypadku, tzn. z € X\X, oraz y € Y\Y,. Bez straty ogdlnosci
przyjmijmy, ze p(supp (z) + supp(y)) = 0 oraz A, C supp(z) dla wszystkich n.
Zauwazmy, ze dzigki monotonicznosei ciagu zxa,, a zatem tez ciagu [|zxa, [l x.v)»

wystarczy pokazaé, ze HZXAnk — 0 dla pewnego podciagu (A,,) ciagu (A,).

p(XY)
Skoro (X,Y) & (JOD), to ttumaczac jak w Uwadze 2.0.11 znajdziemy podciag

(An,) clagu (A,) oraz ciag (B, ), B, C A,, takie, ze

—>O)7

~ o s |,

x 7 0t o, [l = 0) 1 (o, |

(lox.,

gdzie B, = A, \B,,. Oznaczmy Cy = A,,, Dy = By, oraz D, = B, dla k =
= 0) b (Jyxp,lly — 0

v 0), to odpowiednio ||zxc, |y — 0 lub |lyxc, |y, Wiec mozemy postapié

1,2,3.... Zauwazmy, ze jesl (||xxp, |y — 01 HSEXD;C

o,
jak w przypadku B). Przyjmijmy wiec, ze

lzxollx =01 |lyxo[, =0, (2.5)

(gdyby |lyxp,llx — 01 HxXDé v 0, to dowdd wygladatby tak samo). Poniewaz
p € Ay (R, L,R,), to istnieja state K, L > 0 takie, ze dla dowolnych u,v > 0 oraz

kazdego m € N
wo<o((3) w(3)
p u,v \10 2 Uu, 2 v,

U, v ) u, (=) v].
p ) S P 2 ) 2
Ponadto istnieja niemalejace ciagi m (k) — oo oraz j (k) — oo speliajace nieréw-

nosci ®
K m
(5) Vo <

AN
(5) len

dla pewnych statych M, N > 0. Podstawmy ¢ (k) = min (m (k) ,j (k)) — oco. Mamy
wtedy

Y<N7

Zny = ZXAn, = X, = P(T,Y) Xor = P (2, 9) XDy, + £ (2, ¥) XDy, <
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<SP ((2> z, <2) y) XD t P ((2> z, <2> y) XDy,

Ostatecznie

||anHp(XY) <

K\ UF) 1\ k) L
< (5 hexoli+ (3) oy + ()"

1\ (R
HxXDkHX + (2) lyx Dy Hy +N ‘ YXDp;,

<

+() Joxsy]
()" b,

Czyli tez [|znll,xy) — 0, a poniewaz z € p(X, Y)+ byl dowolny, wnosimy, ze
p(X,Y) e (00). u

W przypadku przestrzeni E,, jej porzadkowa cigglos¢ implikuje porzadkows
cigglos$c przestrzeni E. Z tego punktu widzenia ciekawym wydaje sie, ze w przypadku
ogélnym (tj. p(X,Y)), moze sie zdarzyé sytuacja, w ktoérej zadna z przestrzeni
X 1Y nie jest porzadkowo ciagta, a mimo to (X,Y) ¢ (JOD) i w konsekwncji
p(X,Y) € (0OC), dla ,dobrych” p. Ponizszy przyklad przedstawia taka sytuacje.
Przyktad 2.0.13. Niech Q =R, oraz p,v bedg N - funkcjami takimi, Ze

P € N3(0) i o & As(o0),

¥ & Dy(0) @9 € Ag(00).
Oczywiscie wtedy przestrzenie Orlicza L? i LY nie sq porzgdkowo ciggle (z0b. np.
[86], str. 21). Pokazemy, Ze (L“", Lw) ¢ (JOD). Ustalmy dowolne 0 < x € L¥\ (L¥),,

0<ye LY\ (Lw) oraz dowolny cigg (A,) C X taki, Ze A, \, . Zavwaimy dalej,
Ze zbior A = {t € Q:x(t) > 1} ma skonczong miare, a ponadto

— 0.

TX\A S Lf.
Rzeczywiscie, mamy I, (cx) = || (cx)|| ;1 < oo dla pewnego ¢ > 0, poniewaz v € L¥.
Przypusémy, ze 0 < z, < xxo\a 0raz 2z, — 0 pu-p.w.. Zatem I, (cz,) — 0, gdyz
¢ (cx) € L' € (OC). Poniewaz ¢ € Ay(0) wnosimy, ze dla kazdego X\ > 0 istnieje
K > 0 takie, ze ¢ (Acu) < K (cu) dla wszystkich u € [0,1]. Zatem
I, (Aezy) < K1, (cz,) — 0.

Stad [|zn|l, < L dla odpowiednio duzych n, co wobec dowolnosci X oznacza, ze
[20ll, — 0. Z drugtej strony
yxa € LY,
poniewaz LY (A XN A, i |a) € (OC), gdyz (A) < 0o i) € Ay(o0) (z0b. np. [86],
str. 21). Wtedy dla
B, =A,NA, B, =A,\B,,

— 0 lyxz.ll, — 0, co ze wzgledu na dowolnosé x,y oraz (A,)

mamy H“"XB% .
oznacza, ze (L“’,Lw) ¢ (JOD). Przyjmujgc p(u,v) = uv'™%, dla dowolnej § €
(0,1), z Twierdzenia 2.0.12 (ii) wnosimy

p(L?, 1Y) = (L) (L) € (0C).
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Odnotujmy, ze gdy X lub Y jest izomorficznie réwna L>°, a druga z przestrzeni
tez nie jest porzadkowo ciagta, to (X,Y) € (JOD) i w konsekwncji p (X,Y) € (OC)
Oczywiscie, (L), = {0}, ale to nie jedyny taki przypadek przestrzeni Kothe’go X,
dla ktérej X, = {0}. Na przyktad przestrzen X = L' (R;) N L™ (R, ) tez posiada
trywialng podprzestrzen elementéw porzadkowo cigglych. Nasuwa sie nastepujace
pytanie.

Przyktad 2.0.14. Czy (X,Y) € (JOD) gdy X, = {0} i Y ¢ (OC)? - Nie.
Rzeczywiscie, niech u bedzie miarg Lebesque’a na Ry . Potéimy X = L' (R,,)%, ) N
L>(R4,X, 1) z norma ||z||y = ||zl + ||z||, oraz niech Y = L¥ (R;,X, p) bedzie
przestrzeniq Orlicza z normg Luzemburga takg, Ze ¢ € Ay (00), @ & Ay (0) i ¢ jest
N -funkcjg. Witedy X, = {0} i Y ¢ (OC) (z0b. np. [86], str. 21). Pokazemy, zZe dla
dowolnych 0 < © € X\X,, 0 < y € Y\Y, oraz kazdego ciggu zbioréw (A,) C %,
A, \\ @ istnieje cigg (B,,) taki, ze B, C A, oraz

x|

gdzie B, = A,\B,,. Ustalmy wiec dowolne 0 < x € X\X,, 0 <y € Y\Y, i cigg
(An), An \\ @. Skoro A, \, &, to pn(A,) — 0 lub p(A,) = oo dla kazdego n.
Jesli p(A,) — 0, to dla pewnego K € N i wszystkich n > K, u(A,) < co. Wtedy
L? (A, XN Ak, 1 |a,) € (OC) i wystarczy przyjaé B, = @ dla kazdego n. Zatem
tylko drugi przypadek jest istotny. Zdefiniugmy

=04 Jlyxslly =0,

Ck:{tERJr:w(t)}]]{;};

Bl=Cy,NA, i (B =A,\By.
Skoro x € L', to u(Cy) < oo wiec tez p(By) < oo dla wszystkich k,n € N. Ponadto
p(BY) "= 0 dla kazdego k, poniewaz BY C Cy oraz XBr < Xa, N\ 0 p - pw
gdy n — oo. Zatem H?/XB;; y "0 (poniewaz L? (Cp,X N Cy, i |c,) € (0C)) dla
kazdego k. Zdefintugmy dla k = 2,3, ...

. 1
R (k) = mln{N eN:V,>n HyXBLL y S k‘}7

oraz dlan =1,2,3, ...

' (n) = 1 gdy 1 <n< R(2),
TNk gdy R(k)<n<R(k+1).

Wtedy cigg i (n) jest niemalejgcy oraz HyXBi"(n) HY "2°0. Z drugiej strony

+ <

Al RG] S

1
< — 0
= HxXAnnl + z(n) -

/
B )
i(n) X

1 [e'e)

gdy n — oo. Zatem (X,Y) & (JOD).
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W pracy [100] zostato udowodnione, ze odpowiedni warunek Ay (z lewej lub z
prawej) wystarcza, aby przestrzen Calderéna-Lozanowskiego p (X,Y') byta porzad-
kowo ciagta, nawet gdy jedna z przestrzeni X, Y nie posiada tej wlasnosci. Jednakze
w teorii przestrzeni Orlicza wiadomo, ze dla porzadkowej ciagtosci przestrzeni wys-
tarcza czasami, aby warunek A, zachodzil tylko dla matych lub tylko dla duzych
argumentow. Sytuacje taka dla przestrzeni Calderéna - FLozanowskiego p(X,Y)
opisuje nastepujace twierdzenie.

Twierdzenie 2.0.15. Niech p € U oraz niech X, Y bedzie parg przestrzeni Kothe go.
(i) Jesli X C Y, X € (OC) oraz p € Ay (L,0), to p(X,Y) € (OC).
(i) Jesi Y C X, X € (OC) oraz p € Ay (L, 00), to p(X,Y) € (OC).

Dowdéd. (i) Niech z € p(X,Y), . Wtedy istnieje para (z,y) € X, x Y, taka, ze
z=p(z,y). Wtedy tez z < p(z,z Vy) € p(X,Y) poniewaz xVy € Y na podstawie
zatozenia X C Y. Ponadto z Lematu 1.2.8 wynika, ze istnieje stata K; > 0 taka, ze

K, 1 >

p(x(t),(zVy) @) <p <w (1), 5 (Vy)(t) (2.6)

2 2

dla kazdego t € supp (x V y), poniewaz wtedy (xig))(t) < 1. Stosujac Lemat 1.2.8 po
raz kolejny znajdziemy stata K, taka, ze

Kl 1 K1K2 1
(S0 @vnm) <o (B @ 5@V @), D)
2 2 2 2
dla kazdego t € supp (x V y), poniewaz wtedy (fvlz)(g) < K. Postepujac w ten sposob

mozemy znalezé¢ ciag (K;) speliajacy dla kazdego n nieréwnosé

). oy @) <o (T a0, 5 ey o)

gdy t € supp (z V y). Wezmy dowolny ciag (A,) taki, ze A, \, & i zdefiniujmy

Zn = P (TXAn:YXA,) < P(TXAYV TXA,) -

Wystarczy wige sprawdzic, ze [|za|,xy) — 0. Porzadkowa cigglos¢ przestrzeni X
implikuje
lexanllx 0.

Ponadto istnieje monotoniczny ciag (i (n)), i (n) — oo oraz liczba M > 0 takie, ze

LY K,
Tln)\/ lexa,llx <M

dla kazdego n. Zatem dowdd mozna dokonczyc jak w Twierdzeniu 2.0.12 (ii).

(ii) Niech z € p(X,Y),. Wtedy z = p(x,y) dla pewnych » € X,y € Y,.
Jesli y € Yy, to oczywisdcie z € p(X,Y), (zob. Twierdzenie 2.0.9). Przypusémy, ze
y € (Y\Y,), . Mamy

z<pzVyy)
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oraz ¢ Vy € X. Na podstawie Lematu 1.2.8 (i7), dla ug = 1, istnieje K > 1 taka, ze

p(u,v) <p (5u, %v) dla wszystkich (u,v) € R gdzie > 1. Poniewaz nier6wnosé

2
nL\;yXSupp(y) = Xsupp(y) jest prawdziwa dla kazdego n, wigc

K\" 1
p(rVyy) <p (2) TVY 57y

Mozemy zatem dokonczy¢ jak w Twierdzeniu 2.0.12 (ii).
n

W dalszej czesci pracy wiecej uwagi poswiecimy przestrzeniom multiplikatorow,
tymczasem ograniczymy sie do podania definicji. Dla danych przestrzeni Kothe’go
X i Z nad ta sama przestrzeniag miary (2, %, ), przestrzen multiplikatoréw
M (X, Z) (oznaczamy tez XZ ) rozumiemy jako

M(X,Z):{mGLO(Q,E,,u):xyGZdlakaZdegoyeX}

(zob. np. [88]). Na potrzeby niniejszego rozdzialu uogdlnimy powyzsza definicje w
nastepujacy sposob.

Definicja 2.0.16. Niech X i Z bedg funkcyjnymi przestrzeniami Kothe'go nad
przestrzenig miary (0,3, p) oraz niech zbior H C R bedzie nieograniczony. Zdefi-
niugmy zbiory

Xy = {CB € X: HACQH“(A):O VtGQ\A x(t)e HU {0}}

M (Xp, Z) = {x € L°(Q,%,p) : 2y € Z dla kaidego y € Xy }.

Jesli H = R, to oczywiscie Xz = X. Znana jest nastepujaca wlasnosé przestrzeni
Kothe'go.

Lemat 2.0.17. (zob. np. [88]) Jesli X jest przestrzenig Kothe’'go, to M (X, X) =
Lee.

Bedziemy potrzebowali uogoélnienia powyzszego lematu.

Lemat 2.0.18. Niech X bedzie porzgdkowo cigglq przestrzenig Kothe’go takg, ze
X ¢ L*™. Przypusémy, ze zbior H C R, jest nieograniczony. Wtedy

M (Xy, X) = L™,

Dowdd. Inkluzja ' O’ wynika z wlozenia Xy C X. Aby pokazaé druga inkluzje,
przypusémy, ze istnieje z € M (Xpg, X ) \L*>. Zdefiniujmy zbiory

Ap={teQ:n*<|z ()] < (n+1)°}.
Skoro x € L™, to u (A,) > 0 dla nieskonczenie wielu n. Przyjmijmy

M={neN:pu(4,) >0}.
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Dalej potézmy

y=y !

— T XBu» (2.8)
neM n?{|xs, x

gdzie B, C A, speiaja € H. Fakt, ze takie zbiory B, istnieja wynika

z nieograniczonosci zbioru H oraz zalozenia X € (OC), poniewaz wtedy funkcja
zbioru v @ ¥ — R, zdefiniowana wzorem v : A — ||xa|y posiada wlasnosé
Darboux na podstawie Twierdzenia 1.1.6. Dalej, z zupetnosci przestrzeni X oraz
absolutnej zbieznosci szeregu >, s mXBn wynika, ze y € X, a ponadto y €
Xp. 7 drugiej strony

3

lzyllx >

XB, =n,

n?{Ixa.llx ™Il

dla kazdego n € M. Co przeczy zalozeniu, ze x € M (X, X). [ ]

Uwaga 2.0.19. Powyzszy lemat pozostanie prawdziwy, jesli zatozenie X € (OC)
zastgpimy symetrig przestrzeni X, gdy Q = [0,1] ¢ X ¢ L*>°. Zauwazmy bowiem, Ze
w powyzszym dowodzie potrzebowalismy tylko porzqdkowej cigglosci funkcji charak-
terystycznych. Wystarczy wiec pokazac, ze xa € X, dla kazdego A € 3. Skoro X ¢
L to istnieje x € X, ktory nie nalezy do L. Dlan = 1,2, 3... zdefiniugmy zbiory
A=A, (x) ={t € Q:z(t) > n}. Wtedy wszystkie A,, majag niezerowq miare, gdyz
0<ze X\L® oraz A, \\ . Zavwaimy na poczgtek, ze dla takiego x,

r € X, < |lzxa,llx — 0. (2.9)

Implikacja © € X, = ||lzxa,llx — 0 jest oczywista. Aby wykazaé implikacje
przeciwng, przez transpozycje pokazemy, ze gdy x & X, to ||zxa,|lx = a > 0 dia
pewnego a > 0 i kazdego n € N. Przypusémy, ze v ¢ X,. Wtedy istnieje cigg zbioréw
(Ch), Cy \\ @ taki, ze ||xxc, ||y = a dla wszystkich n i@ pewnego a > 0. Wybierzmy
podcigg (Cy,) ciggu (Cy) tak, aby p(Cy,) < pu(Ag) dla kaidego k. Ponadto, jesli
kazdy ze zbiorow C,, powigkszymy do zbioru By, w taki sposob, ze ju(Bg) = p(Ag)
dla kazdego k, to nieréwno$¢ ||xxp,|y = a pozostanie prawdziwa dla kazdego n.
Pokazemy, ze ||zxa,llx = lloxB.llx - Zavwaimy, ze p(B,\A,) = u(A\B,) dla
kazdego n, zatem dla kazdego A > 0

s, (A) = daxnn, N+ oy ia, (N < dayya, (V) + iy 4, () =

= daxsann, (A) F gy, (A) < daxp,a, (V) + daxy 5, (A) = daxs, ()

czyli (xxp,)" < (wxa,)” @ sted a < ||lzxs,llx < llxa,llx, 26 wzgledu na symetrie
przestrzeni X . Wykazalismy zatem (2.9).

Niech 0 < © € X\L® i & 2 Xsuppz- Wiedy /x € X\L*> oraz /x < x, natomiast z
(2.9) wynika, Ze \/x € X,. Rzeczywiscie, zdefiniugmy

Dn_An(ﬁ)_{teQ;\/M>n}.

nVrxp, < VTVTXp, = TXD,,

Wtedy
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czyli
1
VX, < —TXD,

i stgd
"ﬁXD,L

Zatem na mocy (2.9), \Jx € X,. Jednak \Jxr = \/xxp, = Xp,, wiec xp, € Xa.
Wystarczy wiec tylko odnotowaé, ze jesli A € %, to ze wzgledu na bezatomowosé
miary, mozna zbior A podzieli¢ na skonczong liczbe parami roztgcznych podzbioréw
E; takich, ze

T
— || — U.
x nX

1
< 1=
S anXD"

A= UEz oraz pu (E;) < p(Dr) V.

Wtedy z symetrii przestrzeni X wynika, ze xg, € X, dla kazdego i, a zatem x4 € X,,
jako suma skonczonej liczby elementéow porzgdkowo cigglych.

Potrzebne nam bedzie jeszcze ponizsze twierdzenie.

Twierdzenie 2.0.20. ([100]) Niech X,Y bedq przestrzeniami Kdthe’go spelniajg-
cymi warunek b’) w Definicji 1.1.1. Niech obie spelniajg wilasnosé Fatou oraz niech
p € U. Wtedy dla kazdego z € p(X,Y)

121l px vy = inf {max [zl [ylly 2 2= p(u,0), (w,0) € Xy x Vi } =
= min {maX{Hx“X ) ||y||Y} FR= p(U,U) ) (U,U) < X+ X Y+} :

Wiadomo, ze przy pewnych dodatkowych zatozeniach, warunek ¢ € A, jest
konieczny, by przestrzen p(E, L*°) byta porzadkowo ciagta (zob. [40]). Ponizsze
twierdzenie wynika wprost z mocniejszego Twierdzenia 1 z [40]. Udowodnimy je
alternatywnie, wykorzystujac powyzszy lemat.

Twierdzenie 2.0.21. Niech p € U oraz niech E bedzie funkcyjng przestrzeniq
Kothe’go (przy czym niech E spelnia mocniejszy warunek b’ z Definicji 1.1.1) takg,
e L C E, E € (FP) oraz E € (0OC). Jesli p & Ay (L, 0), to p(E,L>®) & (0OC).

Dowéd. Zdefiniujmy funkcje K : [0, 00) — [0, 00) réwnaniem

K (1)

p(t,1)=p <2t, ;) oraz K (0) = 0. (2.10)

Zauwazmy, ze K jest ciagla na (0,00), poniewaz z definicji p(-,1) i p(-,%) sa
ciaglymi i réznowartosciowymi funkcjami z R, na R,. Ponadto p & Ay (L, 0)
implikuje, ze

lim sup K (t) = oo. (2.11)

t—oo

Rzeczywiscie, gdyby sup;s,, K (t) < N dla pewnych N, M > 0, to

K(t), 1 N 1
D=p=—t, 2 <p(=t=) dlat> M,
p(t,1) p( 5 t,2> p(2t2)dat
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co oznaczatoby, ze p € Ay (L, 00).
Wybierzmy ciag liczb rzeczywistych (s,) w nastepujacy sposéb. Niech sy = 0 oraz
niech s, bedzie rekurencyjnie okreslone w taki sposob, ze

Sp 2 Sp_1+ 1 oraz K (s,) > K (s,_1) + 1.
Ciag taki isnieje dzieki (2.11). Potézmy H = {s,, : n =0, 1,2, ...}. Wtedy dla dowol-

nych s,t € H nier6wno$¢ s < ¢ implikuje, ze K (s) < K (t). Ponadto funkcja K na
zbiorze H pozostaje nieograniczona. Zdefiniujmy dalej

Ey = {x ek ElACg“u(A)zo VtGQ\A :E(t) S H}

Przypus$émy, dla sprzecznodci, ze p (E, L) € (OC). Zauwazmy, iz zalozenia L>* C E
i £ € (OC) imlpikuja, ze E ¢ L*. Niech 0 < ¢ € E\L*. Zdefiniujmy zbiory

Gn={teQ:s,<q(t)<$p1},n=0,1,2,..

oraz element
R o)
T =20 550X G-

Oczywiscie x < q oraz x € Ey. Ponadto zbiory
A, ={teQ:z(t)>n}
maja dodatnig miare dla kazdego n € N oraz A, \, &. Pot6zmy

2y = p (2, X0) XA,-

Wtedy ||zl (g 1) \ 0, poniewaz zatozylismy, ze p (£, L>) € (OC). Ponadto, w
swietle Twierdzenia 2.0.20, dla kazdego n istnieje para (un,v,) € E; x LY taka, ze

”Zn”p(E,LOO) = max {||unl g, [vnllpe} 1 20 = p (un, vn) -

Zatem istnieje ny takie, ze v,, < %XAnO‘ Stosujac réwnosé (2.10) dostajemy

P (0,0, ) = e 0.1 = (50, )

dla - pw. t € A,, 1 w rezultacie

Kox
5 TXAp, S Ungy € E.
Zdefiniujmy element
Koz
h = 9 XAnO .

Oczywiscie funkcja h jest nieograniczona, gdyz x € Ey\L*™. Pokazemy, ze h €
M (Eg, E), aby uzyska¢ sprzecznosé¢ z Lematem 2.0.18. Wystarczy wiec pokazaé, ze
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dla kazdego y € Ey speliajacego y > x, zachodzi yh € E. Niech wiec y > x bedzie
dowolny, pot6zmy

f = p(y7XQ)7
[ = p(yxa, xa,)-

Przyjmijmy, ze dla kazdego n para (r,,s,) € £ x LY realizuje norme f,, t.j.
[fnll, = max {{[rnll g [[snllo } 1 fr = p (rns sn) -
Skoro p (E, L*) € (OC), to |[full g =) — 0, wigc tez [|s,||,, — 0. Zatem istnieje

ny > ng takie, ze s,, < %XAM. Wtedy

p(rn(t),5n (1) = py (), 1) = p(—5—

dla p -p.w. t € A,,. Wiec
Koy

2
Co wiecej, dzieki monotonicznosci funkcji K na zbiorze H mamy

YXAp, STny € E.

1

1
2K © 'TXAnl < 7K © yXAnl :

2

Zatem %
°y
hxa,,y < —5 Y4, €F.

Ponadto IX\A,, S N1XQ\A4,, Oraz

Kox K(n
hXQ\Anl = 5 X\ Ay, < (2 1)XQ\An1 e L.

Pokazalismy wiec, ze hy = hyxa\a,, Thyxa,, € E, azatem z dowolnosci y wnosimy,
ze h € M (Ey, E), co jest sprzeczne z Lematem 2.0.18, gdyz h & L°°. |



Rozdziat 3

Wlasnosci geometryczne

W rozdziale tym zajmiemy si¢ wptywem przestrzeni E oraz funkcji Orlicza ¢ na
geometryczng strukture przestrzeni Calderéna - Lozanowskiego E,,. Uzyskane wyniki
zastosujemy nastepnie do szczegdlnego przypadku, tj. przestrzeni Orlicza - Lorentza,
aby uzyska¢ bardziej klarowne i elementarne kryteria. Bedziemy badali przetrzenie
E, z punktu widzenia ich wtasno$ci wypuktosciowych. W tym celu jednak niezbedne
okaza sie tez wlasnosci monotoniczno$ciowe. Warto tutaj zwrdci¢é uwage na Scisty
zwigzek wypuklosci przestrzeni F, z odpowiedniag monotonicznodcig przestrzeni £
([41]).

Powiemy, ze przestrzenn Kéthe’go F jest $ciSle monotoniczna (F € (SM))
jesli dla dowolnych elementéw x,y € E takich, ze 0 < y < x i y # x zachodzi ostra
nieréwnosc ||yl < ||z||; . Przestrzen Kéthe'go E jest jednostajnie monotoniczna
(E € (UM)), jesli dla kazdego ¢ € (0,1) istnieje p € (0, 1) takie, ze dla wszystkich
0 < y <z € B(FE) zachodzi implikacja

lyllg = a=llz —yllp <1-p,

(zob. np. [9], [41]).
Przestrzen Banacha X nazywamy $ci§le wypukla (X € (SC)), gdy dla dowol-
nych z,y € B(X) zachodzi implikacja

[z =yl > 0=z +y) /2] x <1

Przestrzen Kéthe’'go E nazwiemy $Scisle ortogonalnie wypukla (E € (SC’L),
gdy dla dowolnych x,y € B(FE) zachodzi implikacja

H$XAW BV HyXAzy p > 0= [z +y) /2]lp <1,

gdzie A,, = supp (x) + supp (y). Analogicznie, przestrzen Kothe’'go E jest jedno-
stajnie ortogonalnie wypuktla E € (UCL), gdy dla kazdego ¢ > 0 istnieje
d =6 () > 0 taka, ze dla wszystkich x,y € B(FE) zachodzi implikacja

gV s,

|lxa., LZe=l@+y) /2l <1-3,

gdzie A,, = supp (x) + supp (y) (zob. [55]-[58]).



ROZDZIAL 3. WEASNOSCI GEOMETRYCZNE 26

Zauwazmy, ze zarowno na $cista monotonicznosé, jak i na $cista ortogonalna
wypukloéé mozna spojrzeé¢ jak na ostabienie $cistej wypuklosci. Scista wypuklogé
moéwi, ze na sferze jednostkowej przestrzeni nie ma zadnych odcinkéw, natomiast
wiedzac, ze przestrzen jest scisle monotoniczna wnosimy, ze na sferze nie ma tylko
odcinkéw porzadkowych. Podobnie, w przypadku $cistej ortogonalnej wypuktosci,
ograniczamy sie tylko do pytania o istnienie na sferze odcinkéw o ,ortogonalnych”
konicach (o koncach z istotnie réznymi nosnikami)

Kolejng i ostatniag wtasnosciag geometrycznag, ktora zajmiemy sie w tym rozdziale
jest wlasno$¢ 3 - Rolewicza. Oryginalnie wtasnos¢ ta zostata zdefiniowana przy
pomocy miary niezwartosci Kuratowskiego ([102]). Bedziemy sie jednak postugiwali
réwnowaznym sformutowaniem znalezionym przez D. Kutzarowa (zob. [71]). Wezes-
niej przypomnijmy, ze ciag (x,) C X nazywamy e—separowalnym, dla pewnego
e >0, jesli

sep{x,} = inf {||z, — x|y :n #m} >ec.

Powiemy, ze przestrzen Banacha X posiada wlasno$¢ 5 - Rolewicza, jesli dla
kazdego ¢ > 0 istnieje § > 0 taka, ze dla kazdego x € B(X) oraz kazdego e—
separowalnego ciagu (z,) C B(X) istnieje k € N, dla ktérego

[z + k[ x <2(1=0).

Wtasnosci 3 poswigcone zostaly m. in. prace [26], [55], [58], [61], [70] i [71]. W
szczegblnoscei, petna charakterystyka wtasnosci § w przestrzeniach Orlicza zostata
podana w [26].

Wrtasnosci 8 i UC* sg ze soba $cidle zwigzane. Co ciekawe zwigzek ten zmienia
swoj charakter, w zaleznosci od tego, czy mowimy o przestrzeni ciggowej, czy funk-
cyjnej. Mianowicie, dla ciggowych przestrzeni Kéthe'go zachodzg implikacje

(UC) = (UCH) = (8), (3.1)

przy czym zadnej z implikacji nie mozna odwrdcié ([56], [58]). Natomiast dla funk-
cyjnych przestrzeni Kéthe'go prawdziwe jest zdanie

(UC) = (8) = (UC), (3.2)

gdzie ponownie nie mozna zadnej z implikacji odwrocié ([55], [56] i [102]). Warto tez
odnotowac, ze w przypadku ciggowych przestrzeni symetrycznych wtasnosé¢ (8 jest
réwnowazna wlasnoéci UC* (zob. [58]). Na koniec odnotujmy, ze uzytecznosé obu
wtlasnosci wynika chociazby z faktu, ze kazda z osobna implikuje wtasno$¢ punktu
statego (zob. np. [56]).

3.1 Ortogonalne wypuktlosci

Jesli P jest pewna wtasnoscia geometyczng lub topologiczng przestrzeni Kothe'go F,
to powstaje naturalne pytanie: czy wtasnosé t¢ mozemy rownowaznie rozwazac tylko
na stozku dodatnim E przestrzeni E. Tak zmodyfikowana wtasnos¢ P bedziemy
oznaczali jako P, (zob. np. [41], [51]).
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Lemat 3.1.1. Niech E bedzie przestrzenig Kothe qgo.
1) Fe (SC’L) wtedy i tylko wtedy, gdy E € (SC’l)Jr
2) E e (UC’L) wtedy 1 tylko wtedy, gdy E € (UC’L)JF.

Dowéd. Udowodnimy tylko punkt 2), gdyz dowdd punktu 1) jest analogiczny. Jest
oczywiste, ze jesli B € (UC’L) JtoFE € (UC’L)JF. Przypu$émy wiec, ze E € (UC’L)JF.

Ustalmy ¢ > 0iniech z,y € B(FE) beda takie, ze H@(Azy

> g, gdzie A,y

Vv
E

H|y| XA || g > ¢, gdyz oczywidcie A,y = Apy- Z zalozenia istnieje § > 0 zalezna
tylko od ¢, dla ktérej ||(|z] + |y]) /2]l p < 1— 4. Tym bardziej wiec |[(z +y) /2| <
1 — 9, co koneczy dowdd. ]

oVl

jest jak w definicji ortogonalnej jednostajnej wypuktosci. Zatem tez H|m| XAy

Twierdzenie 3.1.2. Niech E bedzie przestrzeniqg Kothe'go. Wowczas E, € (SCL)
wtedy 1 tylko wtedy, gdy:

(a) E, € (nm), E € (SM), ¢ >0 oraz

(b) dla wszystkich u,v € S (E), , spetniajgcych |uxa,,|l 5V [[vXa,.,
jeden z warunkow

g > 0, zachodzi

I(w+0) /2llg <1 lub [luxs,, gV l[oXB.wllE > 0,

gdzie
Ayy = supp (u) + supp (v) , (3.3)
Bu={reae (MO Cpemeoml) o

orazx = o, (u), y =@ (v), gdzie p, jest jak w (1.6), a wlasnosé (nm) okreslono
w Definicji 1.3.5.

Dowéd. Koniecznosé. Jesli E, € (SC*), to E, € (SM) (zob. Lemat 2 w [58]).
Zatem Lemat 2.5 w [59] implikuje punkt (a). Przypusémy wiec, ze warunek (b) nie
jest spetniony. Wtedy istnieja u,v € (S (E)), spetiajace [[uxa,,|lzV [[vXa,, || >0
oraz takie, ze

I(w+v) /2llp =11 [luxs,llp Vlloxs.lle =0 (3.5)
Zauwazmy, ze skoro u,v € S (E), ,tox = ¢! (u),y = ¢, " (v) sa dobrze zdefiniowa-
ne na podstawie Twierdzenia (Proposition) 2.1(iz) w [59]. Mamy 1, (z) = I, (y) = 1,
wiec z,y € S(E,) . Ponadto, z (3.4) oraz (3.5) dostaniemy

r+y r+y
L(550) = e (50)] =@ +ew) 2 =1
2 2 E
Zatem ETerH@ = 1. Z drugiej strony, skoro |[uxa,.|lz V [[vXawllz > 01u,v >0, to
HSL’XAW 5, V HZJXAW 5, > 0, poniewaz ¢ jest injekcja na zbiorze G, (zob. (1.6)). To
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znaczy, ze B, ¢ (SC’L) )

Dostatecznosé. Stosujac Lemat 3.1.1 wystarczy pokazaé, ze E, € (SCL)
Wezmy dowolne z,y € (S (E,)), spetiajace HxXAzy

. \ H?JXAW
u=¢(x),v=1y9(y). Wtedy tez ||ul|z = ||v| z =1, gdyz E, € (nm). Zauwazmy, ze
luxaw.llz V [vXAw | g > 0, poniewaz ¢ > 0. Jezeli ||(u+ v) /2|5 < 1, to wypuklosé

> 0. Oznaczmy
©

funkcji ¢ implikuje, ze ng (%”)HE < 1. W konsekwencji [|(z + y) /2[5, <1, ponie-
waz E, € (nm) . Jesli natomiast ||uxp,, ||z V ||vXB.. || > 0, to Scista monotonicznosé
przestrzeni E implikuje Hgo (zﬂ)HE < 1. Zatem ponownie [|(z +y) /2[5, < 1,
poniewaz E, € (nm) . |

Uwaga 3.1.3. Jesli ograniczymy nieco dowolnosé przestrzeni Kdéthe’qgo E, to wa-
runek normowo - modularny mozna zastgpié¢ bardziej elementarnymi wlasnosciami.
Na przyktad gdy suppE, = Q, to E, € (nm) wtedy i tylko wtedy, gdy ¢ < oo oraz
o € AL (z20b. np. Wniosek 2.8 w [59]). W przypadku przestrzeni ciagowej mamy
natomiast e, € (nm) wtedy i tylko wtedy, gdy ¢ (b,)inf; [|e;]|, > 1 oraz ¢ € A§ (zob.
Whniosek 2.10 w [59]).

Twierdzenie 3.1.4. Przypusémy, ze E jest funkcyjng przestrzeniq Kothe’go. Wow-
czas B, € (U CL) wtedy 1 tylko wtedy, gdy:

(a) E€(UM),0< ¢ < oo, p €AY oraz

(b) dla kazdego ¢ > 0 istnieje 6 = 6 (¢) > 0 taka, Ze dla wszystkich u,v € S (E)
spetniajacych ||uxa,, ||z V VXAl g = €, zachodzi jeden z warunkow

+

I+ ) /20l < 1=6 tub x|,V [oxB,00|, > 0.
gdzie
Ay = supp (u) ~ Supp (U) )
t t 1-96
Bs o) = {r €05 (T < L0 0+ o0 1)

orazx =~ (u), y =@~ (v).

Dowéd. Koniecznosé. Jedli E, € (UCH), to E, € (UM) (zob. Lemat 3 w [55]),
zatem punkt (a) dowodzi sie analogicznie jak w Twierdzeniu 2.11 w [59]. To znaczy,
¢ > 0 na podstawie Lematu 2.5 w [59]. Ponadto jednostajna monotonicznos¢ prze-
strzeni E, implikuje, ze £ € (UM) (zob. Tw. 2 w [34]) oraz E, € (OC) (zob.
Twierdzenie (Proposition) 2.1 w [32]) co oznacza, ze ¢ € A¥ i ¢ < oo (zob.
Twierdzenie 1, [40]). Przypusémy obecnie, ze warunek (b) nie jest spetniony. Wtedy
istnieje € > 0 oraz ciagi (u,), (v,) C S (F), takie, ze

luxa,lle Vllvxa,lle = & [[(un +o0) 2[p > 1=1/n (3.6)

oraz |[unxz,llg V lvaxz, g < 1/n, (3.7)
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dla kazdego n € N, gdzie A,, = supp (u,) + supp (vy,) ,

T, = {t €N (m” ®) ;y” (t>> < ! _21/n [ (zn (1) + © (Yn (t))]} (3.8)

oraz T, = ¢ (Un), Yo = ¢! (v,) . Nieréwnos¢ (3.7) implikuje, ze

e (@) + 0 Gl xals < 1

zatem, poprzez (3.6),

2 H (€n) + & () X, ||, = 1 = 2/n. (3.9)
Co wiecej, z definicji zbiorow T;, wynika, ze
Ty + Yn 1—-1/n
(252 voun, > (o (@) + ¢ (9)] X1,

Konsekwentnie, stosujac nier6wnosé (3.9), mamy

H (x"+yn)" H (x”+yn>
® = |lp XO\T,,
2 E 2 E

1—1/ H L= (1=1/n)(1=2/n).

Oznacza to, ze ||<p((xn +yn) /2)p — 1 gdy n — oo. Wtedy ||(zn +yn) /2|, — 1
dla n — oo, na podstawie Lematu 1.3.3. Ponadto réwnos¢ ||¢ (z,,)||z = ||un||E =1
implikuje, ze [|z,||; =1 dla kazdego n. Zauwazmy ostatecznie, ze skoro

>

(2n) + ¢ (Yn)] x0T,

1> (¢ (xn) Xaullg V @ (yn) Xa,llp > €,

to z Lematu 1.3.3(ii) wnosimy, Ze ||z, X 4,115, V |UnXa, |l 5, > €. Zatem E,, ¢ (UCL) :
Dostatecznosé. Stosujac Lemat 3.1.1 wystarczy udowodni¢, ze F, € (UC’l>Jr . Niech

e > 0 oraz z,y € S(E,), beda dowolne takie, ze HxXAzy 5, \% H?JXAW 5 25

gdzie A, = supp(x) + supp(y). Oznaczajac ¢ (x) = u i ¢(y) = v mamy tez
u,v € S(F), na podstawie Lematu 1.3.6. Z Lematu 1.3.7 wynika natomiast, ze
istnieje n = n (¢) > 0 taka, ze

| (@) xan |,V ||le @) x|, = 1

Stosujac warunek (b) z § = (n(¢)) > 0 musimy rozwazy¢ dwa przypadki.

L Jesli ||[(u+v) /2|p <1—=0,to [, ((z +y) /2) < 1—0. Zatem ||(z +y) /2|, <
1 —ry, gdzie ry =7 (0) zalezy tylko od § (zob. Lemat 1.3.6).
2V HUXB(;(W) . > ¢. Z definicji zbior6w Bs (u,v)

II. Niech tym razem Huxfga(u,v)
wnosimy, ze

o (TEN) <o @ + o) — 5 (0 (@) + 0 0) Xt
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Ale Hg (@ () + ¢ (¥)) XBs(uw) b2 62/2. Stad i poniewaz E € (UM), istnieje stata

p = p(6%/2) > 0 taka, ze ||p(z+y) /2| < 1 — p. Ostatecznie, z Lematu 1.3.6
wynika, ze |[(z 4+ y) /2|5, <1 —re, gdzie r, =12 (p) > 0.
Zatem ostatecznie |[(z +y) /2|5, <1—rdlar=r Ars. |

Odnotujmy, ze niektére konieczne i wystarczajace warunki na to aby ciagowa
przestrzen Calderéna-t.ozanowskiego byta jednostajnie ortogonalnie wypukta zostaty
podane w pracy [57]. Uzupelijmy wigc te prace nastepujacym twierdzeniem.

Twierdzenie 3.1.5. Niech e bedzie ciggowq przestrzenig Kothe'go. Wéwczas e, €
(U Cl) wtedy 1 tylko wtedy, gdy:

(a) e (UM), ¢ >0, ¢(b,)inf; ||e;]|, > 1, ¢ € A§ oraz

(b) dla kazdego ¢ > 0 istnieje § = 0 () > 0 taka, Ze dla wszystkich u,v € S (e),
spetniajgcych ||uxa,, |l V [[vXAw . = €, zachodzi jeden z dwoch warunkow

|(w+wv) /2], <1—6 lub HUXBAum)

>0, gdzie

e

Y HUXB(;(u,v)

x(z)—l—y(z)) < 1-46

Bg(u,v):{iGN:gO< 5 5

(e (i) + oy @)]} C(310)

z=¢, (u), y =" (v) i Aw sq jak w (3.3).

Dowéd. Odmienno$é warunku (a) wynika z innej charakterystyki jednostajnej mo-
notonicznosci w przestrzeniach ciagowych. Dowdd koniecznos$ci warunku (a) prze-
biega doktadnie jak dowdd koniecznosci warunku (a) w Twierdzeniu 2.12 w [59)].
Konieczno$¢ warunku (b) mozna natomiast udowodni¢ tak samo jak w Twierdzeniu
3.1.4. [ ]

Podsumowujac te czes¢ pracy zauwazmy, ze poza pewnymi standardowymi zato-
zeniami zapewniajacymi ,dobre” zachowanie si¢ normy, wyzej przedstawione warun-
ki skladajg si¢ z dwoch czesci. Po pierwsze, aby przestrzen E, posiadata wlasnos¢
wypuklo$ciowa, potrzeba aby przestrzen E, jak i funkcja ¢ byly odpowiednio mo-
notoniczne. Drugi z warunkéow moéwi natomiast, ze ani ,dobra” wypuktos¢ calej
przestrzeni £, ani calej funkcji ¢ nie jest konieczna, aby przestrzen E, byta od-
powiednio wypukta. Wystarcza, aby te wtasnosci sie uzupetniaty. Sytuacje taka
ilustruje ponizszy przyktad.

Przyktad 3.1.6. Niech e = R? z normg
lzllg = max {[[z[|,, [[z]l,},

gdzie ||z]l, = (/o + 23, ||z, = max {|z1], |z2|} + 5 min {|z1], 22|}, (réwnowaznie
Iz]l, = 2" (1) w(l)+2* (2)w(2), dlaw(l) =1, w(2) = 3, jest normq w odpowiedniej,
dwuwymiarowej przestrzeni Lorentz’a). Zdefiniugmy funkcje Orlicza

© - 2 gy 0 <t < K,
PEW TV o K+ K2 gdyt> K,
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—
&
Nass

(b)

Rysunek 3.1: (a) sfera S (e), (b) sfera S (e, ) dla K = \/g

dla K > 0. Elementarne rachunki pokazujq, zZe dodatnia czesc sfery S (ey,) dla
K = \/g dana jest rownaniami

332:%—{—\/%—%1‘%, gdy0<£171<\/§;
I_z+\/3_12 dy 0 < 29 < /2
1— 3 5 31’2, gay X T2 x 5 (311)

m2:\/1—<x1—\/§+§)2—§+ %, wp. p.

Widzimy zatem, Ze ey, jest Scisle wypukia mimo, ze ani funkcja Orlicza, ani
przestrzen e nie sq scisle wypukte. Mozna pokazaé, ze gdy K > \/g, to tym bardziej
eu € (SC) (zwicksza sie przedzial Scistej wypuklosci funkcji o ), ale juz dla K <

% pojawiajqg si¢ odcinki na sferze ey, , tzn. ey, nie jest scisle wypukta.

3.2 Wilasno$é¢ - Rolewicza

Nastepujaca zaleznosé zostata wykazana w dowodzie Twierdzenia 2.11 w [59].

Lemat 3.2.1. Niech E bedzie funkcyjng przestrzeniq Kdthe’'go oraz niech funkcja
Orlicza ¢ spetnia warunki 0 < ¢ < oo oraz ¢ € AY. Wtedy dla kaidego ¢ > 0
istnieje 6 > 0 taka, Ze dla wszystkich x,y € B (E,) . zachodzi implikacja

lp (@) =9 Wllg>e=llv(zr=yDlz> o

Twierdzenie 3.2.2. Niech E bedzie funkcyjng przestrzeniq Kéthe'go. E, € ()
wtedy 1 tylko wtedy, gdy:
(a) E, € (UCH),

(b) dla kazdego € > 0 istnieje 6 = 6 (¢) > 0 taka, ze dla wszystkich u, (viy) w S (E),
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spetniajacych sep{vy} > € zachodzi jeden z warunkéw

0 dla pewnego k,
(3.12)

[(uw+ k) /2||p <1 —6 lub HuXBa(u,vk) 5 Vv HUkXBg(u,vk) 5 P

gdzie

i) ={rese (M) Ay el 613

x = (u) oraz yp = =t (vp).

Dowéd. Koniecznosé. Warunek (a) wynika wprost z implikacji (3.2) (zob. tez [55]).
Przypu$émy wiec, ze warunek (b) nie jest spelniony, podczas gdy E, € (). Wtedy
istnieje £ > 0 taki, ze kazdego n € N istnieje element u™ oraz ciag (vj),—, w S (E)
takie, ze sepy {vp} > € oraz

+

1
< — 3.14
- (3.14)

I o) /2l > 1= i g, ok,

dla wszystkich k € N, gdzie

i = {reap(TUTED) n vt ol]  Ba)

oraz " = ¢ (u"), y = ¢ ' (v}). Ustalmy n € N. Wtedy 2",y € S(E,) dla
kazdego k € N. Z (3.14) wynika, ze

5 e @)+ o G x|, < 1/m
i w rezultacie
- H )+ o ()] >1-2 (3.16)
@ (Y] xavrp 57 o .
dla kazdego k € N. Ponadto,
o (TR 2o ) + o 2 ), (3.17

dla t € Q\T}'. Stad, stosujac nieréwnosé¢ (3.16), (3.17) i Lemat 1.3.3 dostaniemy

N (“‘”’3)\\ ()

_ > _ > n >
1—7 1 2

> )+ Wl xevry |, > (1—n> (1—71)7

dla kazdego k € N . Aby ostatecznie wywnioskowac, ze F, nie moze posiada¢ wias-
noéci 3, wystarczy pokazaé, ze sepy{yp} > n > 0 dla kazdego n € N, gdzie n
zalezy tylko od €. Rzeczywiscie, zalozenia Lematu 3.2.1 sg spelnione na podstawie
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Twierdzenia 3.1.4(a), poniewaz przyjelismy, ze E, € (3), co daje E, € (UC’L).
Wiemy jednak, ze
e < ok =i, = o) = ()]

dla kazdego n,k € N, wiec Lemat 3.2.1 implikuje, ze istnieje stata § > 0 zalezna
tylko od ¢ taka, ze

le (Joi —w7])|, > &

Zatem na podstawie Lematu 1.3.3 wnosimy, ze
Joit =71, > min {62},

dla kazdego n, k € N.
Dostatecznosé. Twierdzenie 1 w [55] méwi, ze w funkcyjnych przestrzeniach
Kéthe'go wiasnosé (3) jest réwnowazna koniunkcji whasnodci (3), i (UC’L) Zatem
na mocy zatozenia (a) wystarczy pokaza¢, ze E, € (5),. Niech ¢ > 0 bedzie
dowolny. Wezmy x,y, € S (E,), speiajace sep {y,} > ¢ i zdefiniujmy u = ¢ (),
Vn = ¢ (Yn). Wtedy z Lematu 1.3.6 wynika, ze v,,u € S(F),. Ponadto Lemat
1.3.7 implikuje, ze istnieje stata n = n () > 0 taka, ze || (|yn — Yml)|lp = 1 o ile
n # m. Funkcja ¢ jest superaddytywna na R, , wiec na podstawie Lematu 1.2.2
wnioskujemy, ze sep{v,} > n. Stosujac zalozenie b) dla 6 = § (1) musimy rozwazy¢
dwa przypadki.
I. Jedli istnieje k spelniajace |[(u + vi) /2||p < 1 — 6, to dzieki wypuktosci ¢ dosta-
niemy I, ((z +yx) /2) < 1 —0. Zatem |[|(z +yx) /2[5, < 1 -1, gdzie 11 = 11 (0)
zalezy tylko od ¢, (zob. Lemat 1.3.6).
II. Przypusémy tym razem, ze HU’XBé(U,Uk)

5V Hvkxgé(u,vk) 52 0 dla pewnego k. Z

definicji zbioréw By (u, vi) wynika, ze

(;v+yk

) < Lo @)+ 0 ) — 5 (0(2) + 0 () Xuner

2

> §%/2. Jednak przestrzeni E jest jednostajnie

Ponadto |5 (2 (%) + ¢ (1)) XBswun|,
monotoniczna, wiec istnieje stala p = p(62/2) > 0 taka, ze ||o ((z + yx) /2)||5 <
1—p. Zatem z tego samego powodu, co w przypadku I, mamy |[(z + yk) /2[5, < 172
dla pewnego 1o zalezacego tylko od p. Wybranie r = min {ry, r»} , konczy dowdd. m

Aby scharakteryzowa¢ wtasnos$¢ [ w przestrzeniach ciaggowych, wprowadzmy
nastepujacg wtasnos¢ monotonicznosciows.

Definicja 3.2.3. Powiemy, Ze ciggowa przestrzen Kothe’qgo e posiada wlasnosé a,
jesli dla kazdego € > 0 istnieje 6 > 0 taka, Ze dla kazdego skonczonego zbioru A C N
oraz kazdego ciggu (x,) C B (e) z sep{x,} > € zachodzi

|Znoxall, <1—20 dla pewnego ng € N.

W dalszym ciggu przydadza nam sie nastepujace techniczne lematy.
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Lemat 3.2.4. ([41]) Niech E bedzie przestrzeniq Kothe'go. Wowczas E € (UM)
wtedy 1 tylko wtedy, gdy dla kazdego € > 0 istnieje 6 = 6 (¢) > 0 taka, Ze dla kaZdego
xr € B(F) oraz kazdego A € ¥

lzxallp > e = HxXQ\AHE <1-—0.

Uwaga 3.2.5. Niech ¢ > 0. Dla kazdego ograniczonego ciggu (u,) w ciggowej
przestrzeni Kithe’go e spelniajgcego sep{u,} > e oraz dla kazdego skoniczonego
A CN, istnieje K € N takie, Ze

£
Jwnxnal, > 3.

dla kazdego n > K.

Dowdd. Przypusémy, dla otrzymania sprzecznosci, ze podany warunek nie zachodzi,
tzn. istnieje ograniczony ciag (u,) taki, ze sep{u,}, 6 > €, skonczony zbiér A C N
oraz podciag (un,) ciagu (u,) taki, ze Hu”kXN\AHe < £ dla kazdego k. Poniewaz
przestrzen e |4 ma skonczony wymiar, wiec z twierdzenia Riesza oraz ograniczonosci
ciagu (u,) wynika, ze znajdziemy kolejny podciag (unk) ciagu (uy, ), spelniajacy

dla odpowiednio duzych 7, 7 nieréwnosc Hunkx A= Up, X AH < e/3 1w rezultacie
t J e

Hunkl - unkj . < HunkiXA - unijA . + Hunkj XN\AH6 + HunkiXN\AHe <¢,

co przeczy zatozeniu, ze sep {u,}, > . ]
Lemat 3.2.6. Niech e bedzie ciggowq przestrzenig Kothe go.
(i) Jeslie € (), to e € (OC).

(ii) Jesli e € (UM), to e € («a). Ponadto, jesli e jest symetryczna, to takze
przeciwna implikacja jest prawdziwa.

Dowdéd. (i) Przypuéémy, ze e ¢ (OC). Istnieja zatem x € S(e),, 6 > 0 i ciag
(A,);~, parami roztacznych zbioréw takich, ze U A, = supp (x) oraz ||xxa,|, > ¢
1

dla wszystkich n (zob. Lemat 5 w [44]). Ustalmy dowolne k € N. Poniewas e € (FP),
znajdziemy m = m (k) € N takie, ze

1 :
lyell, > 1 — =, gdzie yp = Y wxa,.
2k i=1
Ponadto, korzystajac znéow z wtasnosci Fatou mozna dobraé¢ skonczone podzbiory

B; C A;, dlai=1,2,...,m(k), speliajace

1 :
Il > ol = o, edsie 2 = - o,
=1
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Zatem ||z||, > 1 — 4. Przyjmijmy C, = U Bi, D} = Apr)4n 0raz uf = z, + xxpr
i=1

dla n € N. Wtedy (Dﬁ) C N\Cy, D* N D* = @ gdy n # m, skad wynika, ze
sep, {u’“} > 4. Ponadto,

ed (a).
(77) Implikacja e € (UM) = e € (a) wynika bezposrednio z Lematu 3.2.4 i Uwagi
3.2.5. Przypusémy wiec, ze e jest symetryczna oraz e ¢ (UM) . Stosujac Lemat 3.2.4
wnosimy, ze istnieje € > 0 oraz ciagi (z3) C B(e) i (A4y) C 2N takie, ze

‘uflxgk o> 1= = dla kazdego n € N. To znaczy, ze

1
e 7 oraz lzexall, = e

kaXN\Ak

Ustalmy k& € N. Skoro e € (F'P), to istnieja skoniczone zbiory By, C N\ Ay i C C Ay
spetiajace
2
lzkxselle > 1 = o oraz [lzixe |l > €/2.

Przyjmijmy

h = h(k)=card(Cy),Cy = {i1,ia,...,in},

m = m(k)=max{i:i€ B,UCy}.
Dla kazdego n zdefiniujmy

Yk = TeXBy T 23

gdzie

22 (1) =0gdyi<nmlubi>nm+h+1,
2 (nm+ 1) = xy, (i1) , 2 (nm 4 2) = xg (i2) , ..., 2) (nm 4+ h) = xy (i) -

Poniewaz przestrzen e jest symetryczna stwierdzamy, ze ||ypll, = ||zrxBuc,ll, < 1
oraz |lypxs,|l, > 1 — 2 dla kazdego n. Ponadto, podstawiajac

r={nm+1,nm+2 .. nm+h}

widzimy, ze Hy,?ng = |lzexc, ||, = €/2 dla kazdego n € N. Stad sep,, {yﬁ} > ¢ dla
kazdego k € N, a zatem e ¢ («). u

Uwaga 3.2.7. Zauwazmy, ze w przypadku gdy pominiemy zalozenie o symetrii
przestrzeni e, wlasnos¢ o nie implikuje nawet $cistej monotoniczno$ci. Dla i =
1,2,.., przez X; oznaczmy R' z normami ||(x1, %2, .., z;)||, = maxig<; |xj]. Zdefi-
niugmy przestrzen

Y = {y =)y €X;dlai=1,2,.. oraz Y Hyl||l2 < 00 }

i=1

Z normaq

o 1/2
Iyl = (Z ||yi||?> .
=1
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Twierdzenie 1 (Proposition 1) z [70] stwierdza, ze Y € (f3), zatem Y € («) (zob.
Lemat 3.2.11 ponizej). Oczywiscie, Y ¢ (SM), poniewaz przyjmugjgec y, = (1,1) €
X, ¥ =(1,0) € Xy iy = (0,99,0,0,...), v° = (0,45,0,0, ...) widzimy, Ze y° <y i
v £y, dle llgly = 197l

Zauwazimy tez, ze porzgdkowa cigglosé nie implikuje wlasnosci a. Rozwazmy na
przyktad ciggowq przestrzen Orlicza l,, gdzie ¢ € Ay (0) oraz 0 < ¢ (by,) < 1. Wtedy
¥ € (OC). Przyjmigmy

T = byei +aey oraz y = byey,

gdzie a spetnia réwnanie ¢ (a) = 1—¢ (by). Wtedyy < z, y # x oraz ||z[|, = [ly[|, =
1, wiec l, & (SM) i na podstawie Lematu 3.2.6 i) wnosimy, ze l, & (o).

Lemat 3.2.8. Niech E bedzie przestrzenig Kothe’go. Dla kazdego v > 0 istnieje
¢ > 0 taka, ze dla kazdego 0 > 0 i wszystkich u,v € E, zachodzi implikacja

Jutvllp > ullp+8 = [u+ (1+3)0

> |lullz+ 6+ C.
E

Dowéd. Przypu$émy nie wprost, ze istnieje v > 0 taka, ze dla kazdego k istnieje
0 > 0 oraz elementy uy, vy C E, spelniajace

ug + (1—|— 7) UV,
Ok

1
lluk + vkl p = ||ukl| z + Ok oraz < “uk“E‘i‘ék‘f‘%-
E

Wtedy

1
||uk||E+(5k+>H<1+7>(uk—|—vk)—7 =
k Ok

Ok

U
E

g 2 2 g
> (14 1) e + vl = 5 el > (1 2 ) Quell + 86) = 2 huell s =
Op O Ok Og
= [Jukllg + 0k +
dla kazdego k € N, co przeczy, ze v > 0. [

Lemat 3.2.9. Niech E bedzie przestrzenig Kithe'go. Wtedy dla kazdego € € (0,1)
istnieje 6 > 0 taka, ze dla kazdego v € B (E), oraz kazdego zbioru A € X zachodzi
implikacja

lexally <1—e=llaxa+ (1 =€) axalp <1-4,
gdzie A" = Q\A.

Dowdéd. Przypusémy, dla otrzymania sprzeczno$ci, istnienie ¢ € (0, 1) takiego, ze
dla kazdego k istnieja xp € B (E), oraz Ay € ¥ spetniajace nieréwnosci

1 1
ol

lzixa,llp <1—c oraz ||y, + (1 &) axay

Potézmy wy, = (1 —¢)axa, oraz 6 = 1 — = = [lzexall g Wtedy 6, > e — ¢ i

dla odpowiednio duzych k& mamy ¢ > €/2. Biorac 0 < v < dostaniemy

_e®
2(1—¢)?
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143 < (1 5- Ponadto, lzexa, +willz = [|zexa,ll 5 + k. Stosujac Lemat 3.2.8 z
¢ =C((v) > 0 mamy
1 gl
> ||$k||E = |TeXA, T 77— Wk| 2 ||TeXA, T (1 + ) Wil =
(1 - 5) E 5kz E
1
> owxaclp + 6 +¢ = 1= 3+,

co daje sprzecznosc, gdy k jest odpowiednio duze. ]

W pracy [36] wykazano, ze e, € (OC) wtedy i tylko wtedy, gdy e € (OC) oraz
¢ € A$, jednak przy zalozeniach, ze e — ¢y {|le,||.} 1 ¢ > 0. Pokazemy, ze gdy
[*° < e, to zalozenia te mozna opusci¢ w sformutowaniu twierdzenia, gdyz wynikaja
z poszczegblnych warunkow.

Lemat 3.2.10. Niech e bedzie ciggowq przestrzeniq Kothe’go takq, ze 1 <4 e.
Wowczas e, € (OC) wtedy i tylko wtedy, gdy e € (OC) oraz ¢ € AS,.

Dowéd. Koniecznosé¢. Pokazemy najpierw, ze jedli e, € (OC), to e € (OC). W tym
celu skorzystamy z Twierdzenia 11 w [65]. Po pierwsze odnotujmy, ze w [65] autorzy
zaktadaja, ze a, < b,. Oczywiscie, gdyby a, = b, > 0, to e, = [*°, wiec e, & (OC).
Mozemy wige dalej rozpatrywac tylko przypadki, gdy a, < b,. Twierdzenia 11 w
[65] mowi, ze

jesli 0 < @ € e, jest taki, ze ¢ (x) € e\eq, to = € e, (€), (3.18)

czyli e, & (OC). Przypu$émy wiec, ze e ¢ (OC). Pokazemy, ze wtedy istnieje taki
T € ey, jak w (3.18). Rozpatrzmy dwa przypadki.

a) Niech e — [® i niech u € e\e,. Bez straty ogdlnosci moge przyjaé, ze u <
¢ (by) xn, gdyz e — [*°. Wtedy element

x =" (u)

jest dobrze zdefniowany oraz ¢ (z) = ¢ (¢, (u)) = u € €\e,. Czyli na podstawie
Twierdzenia 11 w [65], e, & (OC).

b) Niech [*® < e ie % [*. Pokazmy najpierw, ze nie moze by¢ b, < oo. Skoro
e 4 1, to znajdziemy v € e taki, ze limy_o v (ix) = oo. Wiec definiujac zbiér
A = {ix : k € N}, na podstawie wlasnosci idealu przestrzeni e wnosimy, ze y4 € e.
Stad przestrzen e [4:= {v € e : supp (v) C A} zawiera [*° [4. Ale (e [4), — I |4,
gdyz b, < oo, wiec (€ [4), =1 [a¢ (OC). Zatem e, ¢ (OC). Uzasadnilismy wigc,
ze b, = 00, czyli mozemy powtérzy¢ procedure z punktu a) definiujac = ¢t (u).
Wiemy zatem, iz e, € (OC) implikuje, ze e € (OC). Jednak e € (OC) oznacza, ze
e = co{[len|}, gdzie

o {lleal,} == { € 105 lim |z () Jeall, = 0}

Rzeczywiscie, gdyby e ¥ ¢ {||en||}, to istnialby = € e\co {|len||} oraz stata § > 0
taka, ze
[ (k) eille = | (@)l el >0,
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dla k& € N. Oczywiscie |z| > |z (ix)|e;,, — 0 punktowo, gdy k — oo. Stad i z
poprzedniego, e &€ (OC).

Ponadto, przy naszych zalozeniach musi by¢ ¢ > 0. Rzeczywiscie, gdyby bylto a, >
0, to definiujemy elementy

T = QpXN, Tn = QpX{n,n+1,...}-

Wtedy x, < z i x, \, 0 punktowo, ale HajnH =1, gdyz [*® % e, czyli e, & (OC).
Dalej, skoro wiemy, ze e — co {||e,||.} 1 ¢ > O to mozemy zastosowaé Twierdzenie
2.4 w [36] i Lemat 2.9 w [59], aby wywnioskowaé, ze ¢ € AS.

Dostatecznosé. Pokazalismy, ze porzadkowa ciggtosé przestrzeni e implikuje in-
kluzje e — ¢y {||ex||,}. Ponadto w przypadku [* # e, warunek ¢ € A§ implikuje,
ze ¢ > 0, czyli na podstawie Twierdzenia 4.2 w [36] wnosimy, ze e, € (OC). ]

Lemat 3.2.11. Niech e bedzie ciggowq przestrzenig Kothe’go.
(i) Jeslie € (B), toe € (o).
(ii) Niech e — [®. Jeslie, € (3), to ¢ (b,)inf; ||e;]|, > 1 oraz e € (a).

Dowdéd. (i) Przypuéémy, ze e ¢ (). Wtedy istnieje ¢ > 0 taki, ze dla kazdego k
istnieje skonczony zbiér A* C N i cigg (x’;;) e B (e) taki, ze sep, {xﬁ} > ¢ oraz

Hxl,:LXAk . >1-1/k

dla kazdego n. Ustalmy dowolne & € N i zauwazmy, ze dla kazdego i € A* ciag
(mk (@)) _, Jest ograniczony poniewaz Hx’fLH < 1 dla k,n € N. Zatem przechodzac

n

w razie koniecznosci do podciaggu mozemy przyjaé, ze dla kazdego i € A* ciag
n—oo L

(xk (@))Oo jest zbiezny, powiedzmy ¥ (i) "= 2% (7). Skoro zbiér A* jest skoriczony,

n

to ¥y 4x "= 2 w normie, gdzie z* (i) = 0, gdy i ¢ A*. Zatem z* € B (e) i

a:leAk + l'kXAk
2

n—o0

k
— I'nXAk

e

Stad dla odpowiednio duzych n, powiedzmy dla n > Ny, dostajemy

foXAk + a:kXAk
2

Tk + 2Py
2

=

> |ohxad]| =1/ >1-2/k.

e

e

F=abxan iz =ak ., n €N, wnosimy, ze e ¢ ().

Przyjmujac 2

(¢7) Przypudémy, ze ¢ (b,)inf; [|e;||, < 1. Wtedy ¢ (b,) < oo (zob. komentarz do
Lematu 1.3.8). Ponadto, istnieja 1 > v > 0 oraz iy € N takie, ze ¢ (b,) ||e; ||, < 1—7
oraz v < ¢ (by,) /M. Wtedy, dla kazdego n,

gl
2lenll

<YM < @(by),
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gdzie M jest stala wlozenia e — [*°. Mozemy wiec zdefiniowa¢ elementy

- Y
Tpn = bweio + @ ! <2||6||> €n,
nile

dla n # ig oraz
2o = byt

= 1 dla kazdego n = 1,2.... Z drugiej

€y

Wtedy ||z, = [lzoll., =1 oraz

Tn+2Z0
2

strony, dla n # m mamy

Ty — Ton 2 il
L2 > | Zpt en
( 772 ) H%@ <2HenHe>>

e
72”6””6

=

e

=1,

czyli ||, — x|, > 3. Stad sep{z,} > 3, a zatem e, & ().

Przypu$émy, dla sprzecznosci, ze e, € (3) i e & () . Zauwazmy, ze Lematy 3.2.6(i),
3.2.10 i 3.2.11(¢) implikuja, ze e € (OC) oraz ¢ € Ay (0). Niech € > 0, Ay, C N,
(wﬁ)j;l C B(e) dla k, n € N beda jak w dowodzie czeéci (i) powyzej. Ustalmy
k € N. Dzieki temu, ze przestrzen e jest porzadkowo ciggta, dla kazdego n € N
znajdziemy skoriczony zbiér DF taki, ze fo‘XN\DQHe < min{e/4,1/k}. Zatem, dla

vk = afx pr widzimy, ze gdy m # n to

n —

Hvﬁ — LT HfEfLXN\D;g s HxﬁmXN\Dﬁl .2

> fol—xfn e>€,
wiec

Hvﬁ — vk L2 £/2,
€O oznacza, ze

sepn {v’n“} > %
Ponadto
1-1/k < HUCQXAk .S HUZXA’C T Hl‘ﬁXAk\Dg S HUfLXAk T ]i;
wiec tez
HvﬁxAk L 1 —2/k dla kazdego n. (3.19)

7 Uwagi 3.2.5 wynika, ze dla kazdego skonczonego zbioru G C N znajdziemy indeks
ng spetniajacy nierownosé

(3.20)

k 9
anOXN\GHe > g
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Polézmy ny = 11 G = supp (vﬁl). Wtedy znajdziemy ns jak w (3.20). Nastepnie
przyjmijmy G = supp (vﬁ 1) U supp (117’22) , dla ktorego ponownie znajdziemy ns jak
w (3.20). Postepujac w ten sposob znajdziemy ciag (vﬁ)oil taki, ze

> — dla kazdego i > j. (3.21)

oo | ™

k
Unz‘ XN\supp (Uﬁj ) |
Skoro ¢ (b,)inf; |le;]|, > 11 ¢ € Ay(0), to e, € (nm) (zob. Lemat 1.3.8) i w

konsekwencji
v =" (|oh])

sa dobrze zdefiniowane, gdyz ‘v,’i‘ < ‘vﬁ‘ /
nia 2.1(ii) w [59]. Oczywiscie y* € B (e,). Zatem z (3.21) oraz Lematu 1.3.3 wynika,
ze dla kazdego ¢ > j mamy

‘vﬁH < ¢ (by) xnv na podstawie Twierdze-

% < UZiXN\supp(vﬁj> =¥ (yzl) XN\supp(vﬁ].) <
<Y Xeg s ()] < Jon. =i,

€y

Oznacza to, ze sep; {yﬁ} > £. Ponadto, na mocy (3.19) mamy

£
3"

1-2/k< HUZiXAk

e < HyZ’XAk e
©

dla kazdego i. Udowodnilidmy zatem, ze e, ¢ («) i na podstawie punktu (i) takze

e, & (0), wbrew zatozeniu. n

Uwaga 3.2.12. Oczywiscie wlasnosé a nie implikuje wtasnosci 3. Wystarczy zau-
wazyé, ze I € (o), poniewaz przestrzen ta jest jednostajnie monotoniczna, jednak I*
nie moze posiadaé wiasnosci (3, gdyz jest przestrzeniq nierefleksywng, a wtasnosé 3
implikuge refleksywnosé (zob. np. [55]).

Twierdzenie 2.1 z [57] méwi, ze e € () <= e € (f), i e € (OC). Pokazemy, ze

w istocie e € (3) <= e € (B),. W tym celu wystarczy zauwazy¢, ze e € (3), =
e € (00).
Twierdzenie 3.2.13. Niech E bedzie przestrzeniq Kothe'go. Jesli E € (B),, to

E € (00).

Dowdéd. Przypus$émy, nie wprost, ze £ ¢ (OC). Wiadomo (zob. [19] lub [42]), ze
wtedy istnieje porzadkowa prawie izometryczna kopia [* w E. To znaczy, ze dla
kazdego n = 2, 3,4... istnieje izomorfizm T, : [*° — FE zachowujacy porzadek (tzn.
0 < x < y implikuje, ze 0 < Tz < Ty) oraz taki, ze

1
(1= Yol < Tasly < ol
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dla kazdego x € [*°. Dla n = 2, 3, 4... zdefiniujmy

yp = Ty, gdzie 1, = X{12,... 1}

Wtedy sepi {yj'}p = 1/2 oraz ||y} || < 1 dla wszystkich n. Ponadto dla y™ = T),xn
mamy [|y"||p <11
1
-
o0 n

dla wszystkich £ € N. Oczywiscie y" > yi > 0, gdyz operatory 7,, zachowuja
porzadek. Zatem FE nie posiada wtasnosci () [ ]

y" +
2

TnXN + Tnajk
2

> () s
E n 2

E ‘

4

Whiosek 3.2.14. Niech e bedzie ciggowq przestrzeniqg Kothe'go. Wowczas e € ([3)
wtedy i tylko wtedy, gdy e € (3), ..

Twierdzenie 3.2.15. Niech e bedzie ciggowq przestrzenig Kothe’go takg, ze e — [*°
oraz niech ¢ bedzie funkcjq Orlicza takg, ze ¢* € Ay (0). Wowczas e, € (3) wtedy i
tylko wtedy, gdy ¢ € Ay (0), e € () oraz ¢ (by)inf; [|e;||, > 1.

Dowéd. Koniecznosé. Z Lematéw 3.2.6 1 3.2.11(4) (lub z Twierdzenia 3.2.13) wno-
simy, ze e, € (OC). Stad ¢ € Ay (0) oraz e € (OC) na podstawie Lematu 3.2.10.
Ponadto warunki e € (a) i ¢ (b,)inf; ||e;||, > 1 wynikaja wprost z Lematu 3.2.11(¢3) .

Dostateczno$é. Po pierwsze zauwazmy, ze gdy e &, [, to dla
M =sup{t>0:¢() <C}

oraz dla kazdego y € B (e,) zachodzi
ly (i)] < M dla kazdego i € N.

Ponadto, ze wzgledu na lewostronng ciggtosé¢ funkeji ¢ mamy M < by, jesli ¢ (b,) =
oo oraz M < by, jesli ¢ (b,) < co. Wtedy jednak zatozenie p* € A, (0) implikuje,
ze istnieje n > 0 taka, ze dla kazdego 0 < u < M zachodzi nieréwnos¢

U 1—n

o (5) <5l (3.22)
(zob. [20], str. 9 lub [22], gdzie dowdd przeprowadzono dla przypadku duzych ar-
gumentéw). Na podstawie Wniosku 3.2.14 wystarczy pokazac, ze e, € (), . Niech
e>0, 1€ S(e,), oraz (v,) C S(e,),, sep{zn} > € beda dowolne. Ustalmy kilka
statych. Z Lematu 1.3.7 wynika, ze istnieje § = ¢ (¢) > 0 taka, ze zachodzi implikacja
lull,, = &= I, (u) > 6 dla kazdego u € e,. Stosujac wlasnos¢ a dla ciggu (¢ (zn))
ustalmy ¢ = ((6/2). Dalej, niech A = X (min {{,n}) bedzie jak w Lemacie 3.2.9.
Ostatecznie dobierzmy 6 = 6 ()\) jak w Lemacie 1.3.8. Dla tak dobranej 6, niech
k € N spetia €/k < 6. Skoro e, € (OC), to istnieje skoficzony zbiér A, C N, dla
ktérego HxXN\Ak . < ¢/k. Z drugiej strony, z (3.22) dostajemy

TX A +x,
14 2

plz) + e (@ 1—n

S 2

(&2

(3.23)

e
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Zdefiniujmy
2= (¢ () xa, + ¢ (z0)) /2 €€
Poniewaz inf,, 4, ||z, — SL’mH% > ¢, to z Lematu 1.3.7 wynika, ze
i;lf I, (x, —xp) 26 (g).

Ponadto, przez superaddytywnos¢ funkcji ¢ na R, mamy

N

1 1
inf n — “m = — inf n) — m >~ 1 f n — 4dm >
Jnf llzn = zlle = 5 inf ll@ (2a) = @ (m)lle > 5 inf lle (20 = 2m)ll.

n#m

Zastosujmy wiec wlasno$¢ a przestrzeni e dla zbioru Ay i ciagu z,. Wtedy istnieje
stala ng = ng (k) taka, ze

P (T) + (T
el = |22 | <1
W rezultacie, z Lematu 3.2.9 dostaniemy
 (2) + ¢ (no) 1—n
HZTmXAk + (1 - n) Zno XN\ Ay . = H 5 0 XA, + Tgp (xno)XN\Ak < 1=\

Nieréwnos¢ (3.23) oznacza, ze I, (W) < 1 — A Dalej, Lemat 1.3.8 implikuje,
ze
HW <19,

2

gdzie 6 = 0 (\) zalezy tylko od A. Ostatecznie, poniewaz k bylo tak dobrane, aby
zachodzita nieréwnosc €/k < 6, to

TX Ay + Tp,
2

X
+ 5 XN\

€p

T+ Tp,
5 X

0
<1-0+60/2=1-".
2 o/ 2

ey ep

3.3 Zastosowania do przestrzeni Orlicza -
Lorentza

Funkcje w : [0,7) — [0, 00), gdzie v € (0, 0], bedziemy nazywali funkcja wagowa
(waga), jesli jest nierosnaca i lokalnie catkowalna wzgledem miary Lebesgue’a m.
Wtedy przestrzen Lorentz’a to

A, = {x c L°([0,7),%Z,m) : /07 *(Hw(t)dt < oo} :

Z norma

Izl = [ o (Ot
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gdzie 2* oznacza nierosnace przestawienie elementu x (zob. (1.1)).
Oznaczmy

Mowimy, ze waga w jest regularna, jesli

oggyS(t)/S(t/Q) > 1.
Zauwazmy, ze dla v = oo, regularno$¢ wagi w implikuje, ze [;°w(s)ds = oo,
natomiast implikacja przeciwna nie zachodzi.

Przestrzenia Orlicza - Lorentz’a (A,) » bedziemy nazywali przestrzen K,
gdzie £ = A, (przestrzeniom takim zostaly poswigcone np. prace: [17], [40] i [49]).
Wtedy poszczegdlne wlasnosci i definicje przyjmuja bardziej elementarna postac,
poniewaz widzimy, ze L>® C A, wtedy i tylko wtedy, gdy [Jw (t)dt < oo. Zatem
warunek ¢ € AF dla fukcyjnych przestrzeni Orlicza - Lorentz’a thumaczy sie na
nastepujace przypadki (zob. [50]):

¢ € Ay (Ry), gdy Jo w(t)dt = o0,

© € Ny (00), gdy ) w(t)dt < oo.

7 Twierdzen 3.1.2, 3.1.4 1 3.1.5 uzyskamy nastepujace wnioski.

Whniosek 3.3.1. (i) Jesli v = oo, to (A‘U)so € (SCL> wtedy i tylko wtedy, gdy
e Ay (Ry), [fPw(t)dt = o0, funkcja ¢ nie jest liniowa w Zadnym otoczeniu zera
(tzn. na Zadnym przedziale postaci [0,a], gdzie a > 0).

(71) Jesli v < o0, to (Aw)w € (SCL) wtedy 1 tylko wtedy, gdy ¢ € Ag (00), funkcja
@ nie jest liniowa w Zadnym otoczeniu zera i waga w jest dodatnia na [0,7].

Dowéd. (i) Dowdd jest analogiczny jak w przypadku (ii) rozpisanym ponizej.

(ii) Komiecznosé. Zaksimy, ze (M), € (SC*). Wtedy (A), € (SM) (zob.
Lemat 2 w [58]). Zatem A, € (SM) oraz ¢ > 0 na podstawie Lematu 2.5 z [59].
Z kolei z Lematu 3.1(:) w [59] wynika, ze waga w jest $cisle dodatnia na przedziale
[0,7). Ponadto A,, € (OC), wiec supp (Ay,), = [0,7) i mozemy zastosowa¢ Uwage
3.1.3 i Twierdzenie 3.1.2, aby wywnioskowaé, ze ¢ € Ay (00). Przypusémy obecnie,
ze @ jest liniowa na pewnym przedziale (0,a), gdzie a > 0. Poniewaz ¢ jest ciagta,
wiec znajdziemy stala 0 < b < a taka, ze ¢ (b) [ w (t) dt < 1. Wybierzmy ¢ > b oraz
v1 < 7y tak, aby

(v14+7)/2

gp(c)/omw(t)alt—I—gp(b)/7 w(t)dt = 1.

1

Ponadto ustalmy state 0 < d < bi (7 +7) /2 < 2 < 7 w taki sposéb, by zachodzita

réwnosc . .
go(c)/ w(t)dt—i—go(d)/ w(t)dt = 1.
0 gt

Stale c¢,d, v, i 7 istnieja, poniewaz ¢ jest ciagla, a waga w jest dodatnia. Dalej
zdefiniujmy
T = X[o] T OXr )72 ¥ = EXon] + AX 1 )
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u=(x) orazv=¢(y).
Wtedy u,v € S (A,), oraz

Y2—(v1+7)/2

lxa s, ¥ loxan s, = ¢ (@) [ w (t) dt > 0.

Ponadto
U+ v

Iw+0) /2, = [ (%5 )*(t)w(t)dt:

(1+9/2 o (d) + ¢ (b)
" 2

w(z>dt+/(” D)y =1,

Y1
= c)w (t)dt +
/0 o (c)w(t) s

Oczywiscie

H“XB(u,v) A Y HUXB(u,v) =0,

Aw
gdzie B (u,v) sa okreslone jak w (3.4). Zatem z Twierdzenia 3.1.2 dostajemy, ze
(M), & (SCH).

Dostatecznosé. Zauwazmy, ze zalozenie w > 0 implikuje, ze A, € (SM) (Lemat
3.1(i) w [59]). Ponadto ¢ € Ay (00), wige z Lematu 1.3.6 wnosimy, ze (A,), € (nm),
co daje warunek (a) w Twierdzeniu 3.1.2. Pozostaje pokazaé, ze warunek (b) w
Twierdzeniu 3.1.2 jest spetniony. Niech u,v € S(A,), oraz [uxa > 0 beda
dowolne, gdzie A, jest zdefiniowany jak zwykle. Skoro ¢ nie jest liniowa w zadnym
otoczeniu zera, to

Ao € B ={re 00 () < fe e .

wolle

co oznacza, ze warunek (b) w Twierdzeniu 3.1.2 jest spetniony. Gdyby ||uxa,, ||, > 0,
to argument jest analogiczny. [ |

Whniosek 3.3.2. (i) Jesli v < oo, to (Aw)w € (UC’L) wtedy i tylko wtedy, gdy
© € Ay (00), p* € Ay (0), ¢ nie jest liniowa w Zadnym otoczeniu zera oraz w jest
scisle dodatnia i reqularna na [0,7].
(ii) Jesli v = oo, to (Aw)<p € (UCL> wtedy 1 tylko wtedy, gdy ¢ € Aq(Ry),
©* € Ay (Ry) oraz w jest regularna.

Dowéd. (i) Koniecznosé. Jesli (M), € (UC’L), to g € Ag(00), p > 01 A, €
(UM) , na podstawie Twierdzenia 3.1.4. Zatem w jest regularna na podstawie Uwagi
3.8 z [24] (zob. tez [39]). Ponadto, Wniosek 3.3.1 implikuje, ze funkcja ¢ nie jest
liniowa w zadnym otoczeniu zera i w jest dodatnia na [0,v]. Zatem wystarczy
jeszcze pokazaé, iz warunek (b) w Twierdzeniu 3.1.4 implikuje, ze ¢* € Ay (00).
Przypusémy, ze ¢* ¢ Ay (00). Wtedy znajdziemy ciag (u,) rozbiezny do nieskon-
czonosci taki, ze

1—1/n

2

o (un/2) >  (un) , (3.24)
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dla kazdego n € N (zob. [20] str. 9 lub [22]). Przechodzac do podciagu, jesli trzeba,
mozemy zatozy¢, ze dla kazdego n

oraz ¢ (uy) fJ w(t)dt > 1. Zatem dzigki twierdzeniu Lapunowa, dla kazdego n
znajdziemy liczbe v, spetniajaca réwnosé

go(un)/o%w(t) dt = 1. (3.26)

Z (3.25) i wypuktosci ¢ mamy ¢ (un11) > 2¢ (u,), zatem 7y, > 2v,.1, poniewaz w

jest nierosngca. Mamy wiec dla v, = upX(04,) € S (Aw) o+ oraz dowolnych n <m

Yn—Ym
| (vn) Xoumpwasuppiom) o = P (un) /0 w(t)dt >

Tn /2 1

> o (un) /0 w () dt > 5 (un) /0 ") dt = 1/2. (3.27)

Wybierzemy obecnie podciag ciagu (u,) w nastepujacy sposob. Niech n; = 3. Dla
dowolnego ¢ € N rekurencyjnie okreslamy n;,; w taki sposéb, aby byta spelniona
nier6wnos¢ 1
 (un,) < (Ui ) -
(i+2) (1- %) (.0

1+2

(3.28)

Takie u,,,, zawsze istnieje, poniewaz ¢ jest wypukta oraz zachodzi (3.25). Wtedy z
(3.24) i (3.28) dostaniemy

_ 1 L
© <un+2un+l> > (un;l) ” 1 zm+1 v <“’“+1) > 1 2#2@ (u””l) N

-2 ~ i
= 2Z+2 ¥ (Um+1) + 2(7;1"‘2)90 (uni+1> - TZH (SO (un”l) T (un‘>) '

Czyli ciag (un,) spelnia nieréwnosé

2

Co wiecej, z definicji ciagu (u,) wynika, ze

© (u;) > 1_21/m¢(um) > Ws@(um),

poniewaz n; > i + 2 dla kazdego i € N. Przyjmijmy x; = vy,, ¥i = Un,.,, fi = ¢ (%)
oraz g; = ¢ (y;). Wtedy z (3.26) wynika, ze

\(fi + 9i) /QHAW =1

Ponadto,

=0,

fiXBZ/(i+2)(fiagi) ’Aw v 9iX By (i2)(fir9i)

Au
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gdzie
B2/(i+2) (fz; gi) =

~{re o (FO520) L2 () 4 p o],

sa jak w Twierdzeniu 3.1.4. Wtedy z (3.27) dostajemy

fiXAxiyi > 1/2.

A
Czyli warunek (b) z Twierdzenia 3.1.4 nie jest spetiony, a zatem (A,), (U C’L).

Dostatecznosé. Na podstawie Uwagi 3.8 z [24] (zob. tez [39]), z regularnosci
wagi w, wnosimy, ze A, € (UM). Ponadto zalozenia na funkcje ¢ oznaczaja, ze
¢ € AFY. Zatem warunek (a) w Twierdzeniu 3.1.4 jest speliony. Pokazemy, ze
warunek (b) takze zachodzi. Niech ¢ > 0 bedzie dowolny i ustalmy a > 0 tak, aby
ng (a) X[O"”HAw = ¢/2. Wystarczy pokazaé, ze istnieje 0 > 0 taka, ze dla kazdego

uZa 5
1—
p(uf2) < ——p(u). (3.30)
Rzeczywiscie, przypudémy, ze taka ¢ istnieje i wezmy w,v € S (A,), z
gdzie A, supp (w) + supp (v). Bez straty ogdlnosci mozemy zalozy¢, ze

[vX Au, ||y, = €. Biorac

A = {t € Auy : U(t) = SO(CL)}; Ay = va\Ah

dostaniemy |[[vxa,ll,, > /2, poniewaz [[uxa,ll,, < €/2. Jednak dla zbioréw
Bs (w, v), zdefiniowanych jak w Twierdzeniu 3.1.4, zachodzi inkluzja B (w,v) D Ay,
zatem warunek (b) z Twierdzenia 3.1.4 jest spelniony. Pozostaje wiec pokazaé, ze
istnieje 6 > 0 spelniajaca (3.30). Skoro ¢* € Ay (0), to istnieja ug > 01§y > 0
takie, ze dla kazdego u > g

0 (w) (3.31)

p (uf2) <

(zob. [20], Twierdzenie 1.13). Jesli ug < a, to 6 = dyg. Rozwazmy wiec przypadek
up > a. Potézmy f(u) = %. Wtedy f(u) < 1 dla kazdego u € [a,uy],
poniewaz @ nie jest liniowa w zadnym otoczeniu zera. Stad i z ciagglosci f wnosimy, ze
SUDye(auo) f (4) < 1. Przyjmujac § = min {50, 1 — SUPye(au0) f (1) dostajemy (3.30).

(11) Koniecznosé. Analogicznie jak w punkcie (i), na podstawie Twierdzenia 3.1.4,
mozemy uzasadnié¢, ze ¢ € Ay (Ry) i A, € (UM). Wtedy w jest regularna na
podstawie Twierdzenia 1 w [39] (zob. tez [24]). Przypusémy, ze ¢* ¢ A (Ry).
Wtedy znajdziemy ciag (u,) C Ry, spetniajacy

1—-1/n

2 (Un/Q) > 2 (un)
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dla kazdego n € N (zob. [20]). Przechodzac do podciagu jesli trzeba, musimy
rozwazy¢ trzy przypadki.

I. Niech u, — up dla pewnego uy > 0. To znaczy jednak, ze ¢ jest liniowa na
przedziale [0, u], a wtedy (Ay), ¢ (SC’L> na podstawie Wniosku 3.3.1.

II. Jesli u,, — oo, to mozemy postapi¢ jak w punkcie (7).

III. Jesli u, — 0, to w razie potrzeby przechodzac do podciagu przyjmijmy, ze

Up /Uy > 2, (3.32)

dla kazdego m. Poniewaz waga jest regularna, to [;w (f)dt = oo, a zatem dla
kazdego n istnieje liczba 7, speliajaca réwnosé

o) [ war=1,

na podstawie twierdzenia Lapunowa. Zatem, gdy v, = unX(0,) € S((Aw)¢)+,

mamy dla n > m
H(p (Un) Xsupp(vn)\supp(vm) HAW > 1/27
z tego samego powodu co w punkcie (i). Réwniez analogicznie jak w punkcie (7)
znajdziemy podciag (u,,) taki, ze n; > i + 2 oraz
2

Ponadto z definicji ciagu (u,) dostaniemy

@(ugl) - 1 —21/712%0(“”1) > 1-2/(i+2)

Stosujac Twierdzenie 3.1.4 (b) wnosimy, ze (A), € (U C’l>, poniewaz dla z; = vy,,
Yi = Up,;,, ANy

I (22) + 9 () /20la, = 11 | (@) XBoymm@ian ||,V [|© 90) XBoyeam@an ], =0

Au

gdzie | (4:) Y.,

3.1.4.
Dostatecznosé. Dowdd jest znacznie prostszy niz w przypadku (i), poniewaz
nier6wnos¢ (3.30) zachodzi dla wszystkich u > 0 dzigki zalozeniu, ze p* € Ay (R,).
|

Nt 1/2 oraz Byj(it2) (;,¥:) sa zdefiniowane jak w Twierdzeniu

Odnotujmy, ze koniecznos¢ warunku ¢* € Ay (0o0) w punkcie (i) mozna wywnios-
kowaé takze z Twierdzenia 2 w [53].
Przypadek ciagowych przestrzeni Orlicza-Lorentza zostal oméwiony w pracach

57] i [61].



Rozdziat 4

Przestrzenie multiplikatoréw

4.1 Przestrzenie multiplikatoréow M(E, F)

Niech E oraz F' beda przestrzeniami Kothe’go nad tg sama przestrzeniag miary

(Q,%, 1), znormami || - ||g 1 || - || 7. Przestrzen multiplikatoréw (lub uogélniong
przestrzen dualna) M (E, F') definiujemy jako
M(E,F)={x € L°(Q) : 2y € F dla kazdego y € E} (4.1)
7 norma
l2llare.p) = sup{llzyllr, y € B, [lylle <1}, (4.2)

z ktéra przestrzen jest zupela oraz posiada wlasnosé ideatu (zob. Twierdzenie
(Proposition) 2 w [88]). Nie musi ona jednak by¢ przestrzenia Kothe’'go w sensie
Definicji 1.1.1. Moze si¢ zdarzy¢, ze M (E, F') = {0} lub suppM (E, F') & suppE (zob.
Przyktad 4.1.1c ponizej lub [88]). W przypadku, gdy F' = L', przestrzen M (E, L') =
E', gdzie E’ jest przestrzenig dualng w sensie Kéthe'go, do przestrzeni E. Wiadomo,
76 zawsze E < E" oraz E = E” wtedy 1 tylko wtedy, gdy E posiada wlasnosé Fatou.
Oznaczenie E’ dla przestrzeni sprzezonej do E jest powodem, dla ktérego czasami
przestrzenn multiplikatoréw M (E, F') oznaczamy jako ET. Przestrzei Kothe'go dla
ktérej E = E” bywa tez nazywana przestrzenia doskonala (perfect space), dlatego
uogdlnienie tej whasnosci prowadzi do stwierdzenia, ze E jest F' - doskonala (F-
perfect), gdy E = EFF. Na przyklad, L™ jest F' - doskonalta, dla dowolnej prze-
strzeni Kothe’go F' (zob. [88]). Natomiast z tego co napisaliSmy wczesniej wynika,
ze E jest L' - doskonala wtedy i tylko wtedy, gdy F posiada wlasnoéé Fatou.

Ogolne wtasnosci przestrzeni multiplikatoréw oraz wyliczone konkretne przykta-
dy mozna znalez¢ w [6], [88] [104] (zobacz tez [3], [14], [25], [27], [86], [87], [92], [105]
i [109]). Przypomnijmy kilka wlasnosci przestrzeni multiplikatoréw, ktérych dowody
mozna znalez¢ w wyzej wymienionych pracach.

(1) Jesli By S Ey, to M(Ey, F) << M(Ey, F).

(I1) Jesli Fy << Fy, to M(E, Fy) < M(E, Fy).

(IIT) E < EFF oraz wlozenie to wynika z nieréwnosci Holdera-Rogersa postaci

lzylle < ll2llz e 1yl = [zl 2llyllare.m, (4.3)
ZIlEX
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dla dowolnych z € Eiy e M(E, F).

(IV) L= < M(E, F) wtedy i tylko wtedy, gdy E < F.

(V) M(E,E) = L*>.

(VI) M(E, F) < M(F',E") = M(E", F"). Jesli F posiada wtasnosé¢ Fatou, to

M(E,F) = M(F', E. (4.4)

(VII) Dla 1 < p < oo zachodzi réwnoéé¢ M(E® FP)) = M(E, F)®).
(VIII) Jesli F posiada wtasno$¢ Fatou, to przestrzenn M (E, F') tez ma te wlasnos¢.

Przyktad 4.1.1. a) [88] Niech 1 < ¢ < p < oo,1/r = 1/q — 1/p oraz niech
przestrzen, Kithe'go E posiada wtasnosé Fatou. Wtedy M(E® E@) = EU . W
szczegblnosci M(EW) | E) = EW) | M(LP(u), L9(p)) = L™ (p) dla 1 < ¢ < p < o0,
gdzie 1/p+1/p =1.

(b) [88] Niech 1 < p < q < oo. Jesli pu jest bezatomowa, to M(LP(u), LY (u)) = {0},
natomiast w przypadku ciggowym M (IP,19) = [°°.

(c) Niech Q = [0,2] z miarqg Lebesque’a m. Jesli E = L'0,1] & L*[1,2] z normg
lz|lz = Hx)qoﬂ LI[O’H—{—H:EX[LQ]||L2[172] oraz F = L*0,2], to M(E, F) = L*[1,2], gdyz

2 a) i b) wynika, e M (L'[0,1], L2[0,1]) = {0} & M (L*[1,2], L*[1,2]) = L>[L,2].

Obecnie przypomnimy po krétce kilka faktow dotyczacych przestrzeni symetry-
cznych i funkeji fundamentalnych, ktére mozna znalezé na przykltad w [68], rozdziaty
I1.3 i I1.5 lub w [8], rozdzial 2.5.

Niech F bedzie przestrzenia symetryczng nad I z miarg Lebesgue’a, gdzie I =
[0,1] lub I = [0,00). Przypomnijmy, ze funkcja fundamentalng przestrzeni sy-
metrycznej E nazywamy funkcje fp: I — [0,00) zdefiniowana wzorem

o) = |xo.a], - (4.5)

Wiadomo, ze kazda funkcja fundamentalna symetrycznej przestrzeni Kothe'go jest
pseudo-wklesta na I, tzn. fg(0) = 0, fr(t) > 0 dlat > 0, fg(t) jest niemalejaca,
natomiast fg(t)/t jest nierosnaca (lub réwnowaznie fg(t) < max(1,t/s)fg(s) dla
wszystkich s,¢ € (0,m([))). Nawet jesli dana funkcja fundamentalna fg nie jest
wklesta, to definiujac

Fot) = _nt | (145) (o) (4.6
otrzymamy oszacowanie 3
fe(t) < fe(t) <2fu(t), (4.7)

dla wszystkich ¢ € I, przy czym fg jest juz wklesta. Oczywiscie funkcja fundamental-
na daje pewna informacje o przestrzeni, jednak bynajmniej jej nie determinuje (poza
przypadkiem L' i L>). Czesto bedziemy korzystali z faktu, ze wéréd przestrzeni z
taka samg funkcja fundamentalna istnieje zawsze najmniejsza i najwigksza. Niech ¢
bedzie funkcjg pseudo-wklesta na I. Przestrzen funkcyjng Marcinkiewicza M,
definiujemy jako

My ={z € L*(I) : |zlly, < o0},
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gdzie
lllyy, = sup $(B)z* (1
tel

= 1/()tx (s)ds

Wtedy funkcja ¢ jest funkcja fundamentalna przestrzeni My, t.j. far,(t) = o(t).

oraz

Ponadto, dla danej symetrycznej przestrzeni E nad I zachodzi inkluzja F SNV Fi
tzn. przestrzen Marcinkiewicza jest najwicksza przestrzenia symetryczng o danej
funkcji fundamentalnej. Powyzsze stwierdzenie uzasadnia oszacowanie

1
(1) < : —— dla kazdego t € I, (4.8)

gdzie pierwsza nieréwnos¢ wynika z twierdzenia o normie operatora, a ostatnia
rownos¢ z zaleznosci

fe(t)fe(t) =t dla kazdego t € I.

Jak pisalismy funkcja fundamentalna nie musi by¢ wklesta. Wtedy jednak na prze-
strzeni mozna wprowadzi¢ norme rownowazng tak, aby nowa funkcja fundamentalna
byta wklesta. Rzeczywiscie, rozwazmy przestrzen £ = (E, | - ||g), z funkcja funda-
mentalng fg. Zdefiniujmy nowa norme na E wzorem

2]l = max(llzl g, s, ),
E

gdzie fg jest jak w (4.6). Wtedy

lzlle < llzllp < max(|lz|g, 2ll2lla,,) < 2)z)le (4.9)

oraz 3 .
X0/l = max(fe(t), fe(t)) = fe(t). (4.10)
Zatem (E,| - ||%) pozostaje symetryczna, ale jej funkcja fundamentalna jest juz

wklesta (zob. [111], Lemat 2.1).

Jesli E ma wklestg funkcje fundamentalng fgr to istnieje takze najmniejsza
przestrzen symetryczna z ta sama funkcjg fundamentalng. Taks przestrzenia jest
przestrzen funkcyjna Lorentz’a zdefiniowana przez norme

I2llas, = [ @ @dfe(t) = fo0) el + [ 2* (O fp@)at,

gdzie pochodna [ istnieje prawie wszedzie na I, poniewaz fr jest monotoniczna.
Wtedy

Aj, < E <5 My, (4.11)
Zauwazmy, ze tak zdefiniowana przestrzen Lorentza nie rézni sie od przestrzeni
Lorentza zdefiniowanych w poprzednim rozdziale o ile fg(07) = 0. ZmieniliSmy

tylko notacje, aby potozy¢ nacisk na funkcje fundamentalng przestrzeni, ktora bedzie
odgrywata kluczowg role w dalszych rozwazaniach.
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Lemat 4.1.2. Niech E oraz F' bedg symetrycznymi, funkcyjnymi przestrzeniami
Kothe’go na 1.

(i) Jesli I =10,1] oraz M(E, F) # {0}, to E — F.
(17) Jesli I =[0,00), x € M(E, F) oraz *(c0) = liny_ 2*(t) > 0, to £ — F.

(i13) Jesli I = [0,00) oraz M(E,F) # {0}, to Eyn C F, gdzie Eyiy, oznacza
podprzestrzen przestrzeni E ztozong dokladnie z tych elementow, ktorych nos-
niki majqg miare skonczong.

Dowéd. (*) Pokazemy najpierw, ze jesli M(E,F) # {0}, to xc € M(E,F) dla
kazdego zbioru C' o mierze skonczonej, zaréwno w przypadku I = [0,1], jak i [ =
0, 00).
Niech 0 # x € M(E, F). Wtedy istnieje § > 0 oraz zbiér A C I o mierze dodatniej
taki, ze

[z[ xa = d xa.

Stad xa € M(E,F) poniewaz M(FE,F) posiada wtasnosé¢ ideatu. Pokazemy, ze
X € M(E, F) dla kazdego zbioru B takiego, ze m (A) = m (B). Niech wiec m (A) =
m (B). Wiemy, ze wtedy istnieje przeksztalcenie zachowujace miare w : A — B, przy
czym w (A) = B (zob. [103], Twierdzenie 17, str. 410 lub [23], Twierdzenie 5.6, str.
44). Dla dowolnej funkcji mierzalnej f na I, funkcje f (w) definiujemy jako f (w()),
gdy t € A oraz 0, w pozostalych przypadkach. Wtedy dla dowolnego y € E oraz
t > 0 mamy

dy@yxa (1) =m({s € I:|y(w)xal(s) >1t}) =
=m{s€A:|yw)(s) >1t}) = m(w’l {seB:lyl(s) > t})) =
=m{s€B:|yl(s) >1t}) =dy, (1)
Stad dyyxs = dyxp (1), Wige
y (W) xa ~ yxs-

Jednak y (w) xa € F, poniewaz x4 € M(E, F), wiec tez yxp € F, ze wzgledu na
symetrie F. Stad i z dowolnosci y € F wnosimy, ze xp € M(E,F). Zatem takze
Xp € M (E,F)gdym (D) <m(A). Jedliteraz C C Iim (C) < oo, to ze wzgledu na
bezatomowos¢ miary m mozemy podzieli¢ zbior C' na skonczong liczbe roztacznych
zbioréw (By) takich, ze

C = |J By orazm (By) <m(A) dlak=1,2...n.
k=1

Czyli x¢ = X1_1 XB,, & zatem o € M(E, F'), co konczy dowdd (*).
(i) Z udowodnionrgo witasnie punktu (*) wynika, ze x; € M(E,F). Zatem
c :

E = F, gdzie C = ||x1ll py(g.p)-
(i) Jesli I = [0, 00) oraz istnieje © € M (F, F) taki, ze x*(c0) > 0, to zbiér

A={tel:|z(t)| > 2" (c0)/2}
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ma nieskonczong miare. Niech y € FE bedzie dowolny. Przypusémy chwilowo, ze
wiemy, iz istnieje odwzorowanie zachowujgce miare w : A 23 I. Zauwazmy, ze wtedy

y(w)xa~y,

gdzie y (w) x4 rozumiemy jako funkcje na I, w taki sposéb, ze (y(w)xa) (t) = 0,
gdy t € A. Rzeczywiscie, wystarczy pokaza¢ rownosé funkeji dystrybucji

dyors = dy.

y(w)xa

Mamy dla dowolnego t > 0
dyyxa (1) =m({s € I : |y (w) xal (s) > t}) =

=m({seA:ly@)|(s)>t)=m(w ' ({sel:lyl(s)>1})) =
=m({sel:lyl(s)>t})=dy ().

Zatem y(w)xa € F na podstawie symetrii przestrzeni E i stad zy (w)xa € F,
poniewaz x € M(E, F'). Jednak

*(c0)
2

y(w)xa < zy(w)xa € F,

czyli y (w) xa € F, a wiec iy € F, poniewaz F jest symetryczna. Pozostaje tylko
pokazaé, ze istnieje odwzorowanie w : A “3 I. Skoro jednak m (A) = oo, to na
podstawie o - skonczonosci miary Lebesgue’a m oraz jej bezatomowosci, mozemy
podzieli¢ zbiér A na przeliczalna ilo$¢ roztacznych podzbioréw o mierze rownej jeden.
Niech (A,) bedzie rodzing takich zbioréw, tzn. m(A,) = 1 oraz A, N Ay = @
dla kazdego k # n. Dalej, na podstawie Twierdzenia 17, str 410 w [103] istnieja
odwzorowania zachowujace miare

wp Ay B n—1,n).
Wtedy odwzorowanie w : A ™% I zdefiniowane jako
w(t) =w,(t) gdy t € A,,

jest szukanym odwzorowaniem. Rzeczywiscie, jesli B C I, to

m (v (B)) =m (w (fj (BNn— 1,»@))) -

n=1

o0

(Uw (BN[n—1 n)))I Um(wﬁl(Bﬂ[n—Ln))):

n=1
=UmBnNn-1,n)=m(B),
n=1
wiec w zachowuje miare.
(iii) Jesliy € E'im (supp (y)) < o0, to z (*) wynika, ze Xupp) € M(E, F), czyli
Y= YXsum(y) € I m
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Uwaga 4.1.3. Odnotuymy, ze jesli E i ' sq przestrzeniami symetrycznymi na I =
[0,00), to Epy nie jest zupelna, dlatego wilozenie Eypy, C F nie musi byc ciggle.
Mozna jednak pokazaé, ze dla kazdego d > 0 istnieje stala ¢ = ¢(d) > 0 taka, Ze
E |45 F |4 dla kazdego zbioru A C 1 takiego, e m(A) = d, tzn. ||xxallr <
cllexalle dla wszystkich x € E.

Dowdéd. Oczywiscie przestrzenie E |4 1 F' |4 sa tez symetrycznymi przestrzeniami
funkeyjnymi, wiec E [4< F |4 dla kazdego A takiego, ze m(A) = d < oo, na
podstawie punktu (i). Wystarczy wiec pokazaé, ze stata c zalezy tylko od d, a nie
zalezy od wyboru konkretnego zbioru A. Przypu$émy, dla sprzecznosci, ze istnieje
cigg zbioréw (A,) o réwnej mierze, m(A,) = d takich, ze E |4, <% F |, oraz
¢, — 00 s3 optymalne, tzn. nie mogg zosta¢ wybrane mniejsze. Wybierzmy c tak,
aby F |[07d]<i> F |0, - Poniewaz ¢, byly wybrane optymalnie, to znajdziemy ciag
(x,) taki, ze x, € E |4, dla kazdego n oraz

. C c
|zalle = lnllers, = 1i S llzalle = Fllzaller, < lzalle, = l2alle

Ostatecznie wiec, na podstawie symetrii przestrzeni F, dla kazdego n € N mamy
xy € E |jq oraz

C C
00 ERHSE:ZHEHOJ] = EonnHE'An < HanF'An = HxZHFHO,d] < C‘|xZHE|[O,d] =
]

Przyktad 4.1.4. Dla symetrycznych przestrzeni na I = [0, 00), przestrzen M(E, F)
nie musi by trywialna, nawet jesli nie zachodzi inkluzja E — F, tzn. w punkcie (iii)
Lematu 4.1.2 nie mozemy zastapi¢ Eyy, przez E. Niech na przyklad E = L*(I) oraz
F=L*>NLY(I), gdzie I = [0,00). Wtedy oczywiscie L*> ¢ L* N L', ale

el sz, poney = sup max{llzyll ., loylp} =
Iyl 2 <1

—max{ sup |[zyll ., sup nyHLl}_maX{HxHM(LQ,L2)7HxHM(LQ,Ll)}_

lyllp2<1 lyllp2<1

= ||5U||M(L2,L2)0M(L2,L1) :
Zatem
M(L* L*N LYY= M(L* L) N M(L* LY) = L* N L?,

gdzie ostatnia réwno$é wynika z Przykladu 4.1.1 a).

Lemat 4.1.5. Niech E bedzie symetryczng przestrzeniq funkcyjng na [0,00). Jesli
y € Eilyllg <1, to istnieje rozklad y = u + v taki, ze w € B (E), m(suppu) < 1
oraz v € EN L™ gdzie ||v||p~ < 1/fg(1).
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Dowéd. Jesli y*(1) > y*(o0) > 0 lub y*(1) = y*(c0) > 0, to wystarczy przyjaé

y=u+v,gdzieu =yxaiv=yxnadlaA={s>0:y(s)| >y*(1)}. Rzeczywiscie,
m(A) < 1 oraz

1
lolie <y'(1) < [y ®dt <lylslxoulls < 1/7500)

gdzie ostatnia nieréwnos$¢ wynika z réwnosci fg(t) fe (t) =t dla kazdego t € I. Jedli
y (1) = y*(oc0) =01 y*(t) > 0 dla pewnego 0 < t < 1, to supp (y) = A, m(A) =1,
natomiast y = yx4 + 0 jest szukanym rozkladem. [ ]

Przypomnijmy, ze symetryczna przestrzen F nad [ posiada wlasno$é majo-
ryzacji, jesli dla kazdych z € L%y € E, nieréwnoéé [ z*(s)ds < [fi y*(s)ds dla
wszystkich ¢ € [ implikuje, ze * € FE oraz ||z||p < |ly||g. Kazda symetryczna
przestrzen z wlasnoscig Fatou posiada wlasnosé majoryzacji (zob. np. [68]).

Twierdzenie 4.1.6. Niech E @ F' bedg nietrywialnymi symetrycznymi przestrzenia-
mi Kothe’qo nad 1.

(i) M(E,F) jest réwniez symetryczng przestrzenig nad 1.
(ii) Jesli F posiada wlasnosé majoryzacji, to M(E, F) tez posiada te wlasnosé oraz

el = sup [[2y"[|p. (4.12)
lylle<t

(iii) Zachodzi nieréuwnosé

fusn()> g, 25

dla wszystkich 0 < t < m(I). Ponadto, gdy fr jest wklesta oraz fr(07) =0,

to
t /
Juer(t) < Jr(s) ds dla kazdego t € (0, m(1)). (4.13)
0 fE(S)
Jesli dodatkowo fﬁt()tia jest niemalejgcq funkcjg na (0,b0) dla pewnego a > 0 1
be (0,m(I)), to
fr(t) 1 fr(t) .
< t) < — dla kazdego t € (0,D). 4.14
o0 Puem(t) < - o) go t € (0,0) (4.14)

W przypadku, gdy fr jest tylko pseudo-wklesta, to odpowiednie, prawe strony
nieréwnodci (4.13) i (4.14) posiadajq dodatkowy czynnik 2.

(iv) Jesli fg jest wklesta na I, fg(07) =0 oraz Ay, — F to

sup fF(S)

0<s<t fE(S)

g, m(t) = dla kazdego t € I.
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(V) Niech ¢, bedg wkleste na I, $(07) =1 (07) =0 oraz oznaczmy

Wowczas My, <, Ay i stala C' jest optymalna wtedy @ tylko wtedy, gdy C' =
[; ' (s)¢ (s)ds < 0o. Ponadto, jesli

n(t) = /Ot Y (s)¢'(s)ds < oo, dla tel, (4.15)
to M(My,,Ay) = A,

Dowdéd. (i). Niech I = [0,1]. Przypusémy, ze x ~ z oraz 0 # z € M(E,F). Z
Lematu 2.1 na str. 60 w [68] (zob. tez [7], str. 777) wnosimy, ze dla kazdego ¢ > 0
istnieje odwzorowanie zachowujace miare w : [0, 1] — [0, 1] takie, ze

|z (w) — 2||L~ < e.

Ponadto, Lemat 4.1.2 gwarantuje, ze E L F. Zatem dla kazdego y € B(E),
wykorzystujac symetrie¢ £ otrzymujemy

2yl ~ [z(w)y(w)] < |zy(w)| + [(z(w) — 2)y(w)] <
< Jay(w) +ely(w)| € F.
Stad, na mocy symetrii przestrzeni F, x € M (E, F'). Ponadto ||y(w)|lg = ||yl < 1,

wiec

lzy(w)[|F + Celly(w) |
HZHM(E,F) + CE.

lzyllr <
<

Przechodzac wiec do supremum po wszystkich y € B (F), otrzymujemy

|zl arce,p) < 2]l ae(e,r) + Ce,

co wobec dowolnosci € > 0 oznacza, ze ||x||yme,r) < ||2]|mE,r). Nieréwnosci prze-
ciwnej dowodzimy analogicznie.
Niech tym razem I = [0, 00). Podzielmy dow6d na dwie czesei:

A. JeSliz e M(E,F)ix*(c0) > 0, to przyjmijmy

x1(t) = max (|x(t)], 2" (c0)), t € 1.
Wtedy dla kazdego y € £
|21yl < lzy| + 2% (o0) |y| € F,

gdyz na podstawie Lematu 4.1.2(ii), £ — F. Zatem z; € M(E, F'). Ponadto, x1 ~ x.
Udowodnimy, ze

2|l are ) = |21l e, F)- (4.16)
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Oczywiscie wystarczy pokazac tylko nieréwnos¢ ||| ar(g,ry = |71 p(e,r)- Niech € >
0 bedzie dowolny i ustalony. Znajdziemy y € B (E), taki, Ze

(1 =) lzllarezry <yl (4.17)
Dalej zdefiniujmy zbiory
A={tel:(1—-¢e)z"(c0) <|z(t)] < (1+¢)x"(c0)},

B={tel:|a(t)]>(1+e)a*(00)}.

Wtedy z definicji zbiorow A, B oraz elementu z; mamy

T1XB = TXB;
m (A) = oo oraz
T1Xa = x4 = (1 — &) z1xa.

Thumaczac analogicznie jak w dowodzie czesci (ii) Lematu 4.1.2, znajdziemy odwzo-
rowanie zachowujace miarg wy : A =% I\ B. Zdefiniujmy w : AU B ™% I, jako

w(t)—{ t gdyteB.

Wtedy w tez zachowuje miare oraz analogicznie jak w dowodzie czesci (ii) Lematu
4.1.2 stwierdzamy, ze

Y (w) xaus ~ ¥
Mamy
zy (W) xau = 2y (W) xa + 2y (W) XB =

> (1—¢g)zy(w)xa+ 21y (w) x5 >
> (1 —¢)z1y (w) XauB. (4.18)
Z drugiej strony, skoro y (wp) x4 ~ yxns, to

d(1+e)* (co)yxn s = A(1+e)a* (00)y(wo)xa-

Ponadto,
doyy = dayyyp + dwlyXI\B S dayyxp + d(1+8)w*(00)y><1\3 =
= dayyxp T d14e)a* (co)y(wo)xa S
S datoymyxs T dutezywoxa = dte)zy@)xavs:
Stad

(21y)" < (1 +€) 21y (w) Xaun)”
i konsekwentnie, na mocy (4.17) i (4.18)

(1 =&) |lz1llare,ry < [l7yllr < (14 €) |71y (W) xausllF < (4.19)
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1+e¢ 1+4¢
< 1 _EH-CEZ/ (@) xausllF < 1_ 6H$”M(E,F)'
Zatem ostatecznie
(1+¢)
HiUlHM(E,F) S 72H??HM(E,F)’
(1—¢)

co ze wzgledu na dowolnos¢ € > 0 oznacza, ze ||z1||v(e,r) < ||2||mE,F)-
Przypusémy wiec, ze = jest jak wyzej oraz z ~ x. Wtedy z1 ~ xq, gdzie x; €
M(E, F)1iz(t) = max (|]z(t)], 2*(c0)), t € I. Mozemy zatem postapi¢ dokladnie jak
w punkcie (i), stosujac Lemat 2.1, str. 60 w [68], aby wywnioskowad, ze z; € M (E, F)
i |21 ]| me,r) = [|21]|me,r). Oczywiscie 2 > z, wiec tez z € M(E, F) i na podstawie
(4.16) mamy

||35||M(E,F) = ||951||M(E,F) = ||Zl||M(E,F) = ||Z||M(E,F)-

B. Przypu$émy, ze 0 # ©z € M(E,F) i 2*(c0) = 0. Wezmy z ~ z. Wtedy, z
Lematu 2.1, str. 60 w [68] wnosimy, ze dla kazdego ¢ > 0 istnieje odwzorowanie
zachowujace miare w : [0, 00) — [0, 00) takie, ze

|z — z(w)||L1nr= < €.
Stad, dla kazdego y € B (F), mamy
2yl ~ [2(w)y(W)] < lzy(w)] + |[z(w) — 2]y(w)]

Skoro ||y(w)||z < 1, to stosujac Lemat 4.1.5, znajdziemy rozktad y(w) = u + v taki,
ze u € B(F), (supp (u)) < 1oraz v € ENL>® gdzie ||v] =~ < fEl(l)' Korzystajac
dodatkowo z (1.2) oraz Lematu 4.1.2(iii), mamy

[2(W)y(W)| < zy(w)] + |[z(w) — 2] [u+ ]| <
< Jzy ()] + [[z(w) = aluf + [[2(w) = 2] o] <

< |zy(w)| + € |u] + |z(w) — x| € F.

1
fe(1)
Czyli z € M(E,F). Ponadto zy ~ z(w)y(w), wiec z powyzszych nieréwnosci,
symetrii F' oraz inkluzji (1.2) otrzymujemy

lzyllr < zllaer +ellullr + [[v]]l2(w) — 2|

1
< lzllmer) +ellullz + fT(l)HZ(w) — x| pinze - 2f7(1)
fr(1)
= |lzllmEr +ellullr+ 2¢ :
(1) fe(1)
Z Uwagi 4.1.3 wynika, ze ||u||r < c||u||g, poniewaz m(supp (u)) < 1, a wiec
fr(1) fr(1)
lzvllr < [l2llser) +ecllulle + 2 < |2l are,ry +ec+ 2e :
) fo(1) = IMED fu(1)
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Przechodzac do supremum po wszystkich y € B (E), otrzymujemy

fr(1)
fe(1)’

co wobec dowolnosci € > 0 oznacza, ze ||z||ap(e,r) < ||#| m(e,F). Nierownosci prze-
ciwnej dowodzimy analogicznie.

(ii) Niech x € M(E, F),y € E. Z Twierdzenia 4.1.6(i) oraz symetrii przestrzeni
FE wnosimy, ze x* € M(E, F) oraz y* € E, a zatem z*y* € F. Ponadto,

| ||M(EF) ||| as (B,F) T EC+ 2¢

sup ||z*y*||lp = sup |z"y"||p
lylle<1 ly*[| e<1
< sup 2%zl = (|27 || ve,F)-
Iz p<1

7, drugiej strony

(2y)"(s)ds s= s [ le(s)y(o)lds
I s

(zob. [68], str. 64 wtasnosé 8°). Ponadto dla kazdego zbioru A C I, m (A) = t istnieje
odwzorowanie zachowujace miare wy : [0,¢] 23 A (zob. [103], Twierdzenie 17, str.
410). Wtedy

/]a; yds_/ 2 (wa (5))y(wa (s))|ds

oraz z nierébwnosci Hardy’ego - Littlewood’a (zob. np. [8], Twierdzenie 2.2, str. 44)
dostaniemy

[ et () ylwn ()lds < [ latwa ()] [yl ()] ds

Ponadto, & (wa) Xp,q ~ Xa 1 ¥ (wa) X[o,q ~ YXxa, Wiec

*

[x (wa) X[o,t]r = (95XA)* i [ZJ (wa) X[O,t]} = (yXA)*a

a zatem x (wy)” < 2* 1y (wa)” < y*, gdyz ogdlnie nieréwnosé 0 < f < h implikuje

f* < h* (zob. [68], Whasnos¢ 2, str. 63). Ostatecznie

[ o D) lyon () ds < [ o () () ds,

dla kazdego t € I i kazdego A C I, m (A) =t. Czyli

/Ot(xy)*(s)ds < /Ot " (s)y* (s)ds, (4.20)

dla kazdego t € I. Poniewaz przestrzen F' posiada wlasnosé majoryzacji, to ||zy||r <
|lx*y*||F. Zatem

|zllarery = sup [lzyllr < sup ||[2*y"||r < |27 mer) = |2)|0@Er),  (4.21)
lylle<1 lylle<1
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gdzie ostatnia rownos$¢ wynika z symetrii przestrzeni M (E, F'), co dowodzi réwnosci
(4.12).

Pokazmy dalej, ze jesli przestrzefi F' posiada whasno$é majoryzacji, to tez M(E, F)
posiada te wlasno$é. Niech x € M(E, F) oraz z € L°. Jesli

/Ot 2*(s)ds < /Ot x*(s)ds

dla wszystkich ¢t € I, to z lematu Hardy’ego (zob. Twierdzenie (Proposition) 3.6,
str. 56 w [8]) wynika, ze

/Ot 2*(s)y*(s)ds < /Ot x*(s)y*(s)ds (4.22)

dla wszystkich ¢ € [ i kazdego y € FE. Poniewaz M(E, F') jest symetryczna na
podstawie punktu (i), wiec tez z* € M(E, F). Stad z*y* € F dla kazdego y €
E. Zatem wtasnos¢é majoryzacji przestrzeni F' oraz (4.22) implikuja, ze z*y* € F.
Dowodzac analogicznie, jak w przypadku nieréwnosci (4.20) i korzystajac z wlasnosci
majoryzacji przestrzeni F' wnosimy, ze zy € F. Stad, ze wzgledu na dowolnos¢ y € F,
z € M(E,F). Ponadto z (4.22) mamy ||z*y*||r < |2 y*||F, wigc przechodzac do
supremum po y € B (E) dostajemy z (4.21) ||z||me,r) < ||Z||r(5,F), co oznacza, ze
réwniez M (E, F') ma wlasno$¢ majoryzacji.
(iii) Dla kazdego ¢t € I mamy

fr(s
) = sl ol > sup | 252 01 = sup rs) )

ylle<1 s<t fE(S)

co implikuje takze lewa strone nier6éwnosci (4.14). Z drugiej strony, jesli fr jest
wklesta oraz fr(0%) = 0, to z ogdlnych wiasnosci (I), (II) oraz wlozen (4.11) wynika,

e M(My,, \;,) < M(E,F), a zatem

fuer () < fuoaga,) (@) = sup [lyxoeglla,,
Ilar,, <1
¢ t fr
< sup y*(s)dfr(s) < fF(S)dS.
y"<1/fi /0 o fr(s)

fr ()

(t) ta
tujac nieréwnos¢ fr.(s) < fr(s)/s, ktéra zachodzi dla funkeji wklestych dla prawie
wszystkich s € I, mamy

Jesli ponadto spetnione jest zalozenie o monotonicznosci funkcp to wykorzys-

tfll*"(s) F afl
o fo)™ S st /fE s’
fF() a—1 _lfF()
< fE(t)ta/o s = e dlat € (0.0)

Jesli fr jest tylko pseudo-wklesta, to z (4.9) wnosimy, ze mozemy przenormowaé

przestrzen I’ tak, aby posiadata wklesta funkcje fundamentalng. Oznaczmy prze-

strzeti F' 7z taka normg jako F'. Wtedy, z (4.9) mamy F* SR AJPN F!, skad
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M (E, F') < M (E, F) na podstawie ogdlnej whasnosci (IT). W konsekwencji, z
nieréwnosci (4.14) wynika, ze
1 fr()

fM(Ejp)(t) < fM(E,Fl)(t) < 4 Fe(t) a fE(t)

(iv) Teza wynika wprost z réwnosci
* pu—
!MMmmm—ﬁg

udowodnionej w [88, Twierdzenie 3|, poniewaz

IXoax0llF “ fr(s)

Fuag,.m(t) = e fa(s) o<s<t fr(s)

(v) Niech ¢4(t) =t/ (t). Pokazmy najpierw réwnowaznosé: My, g, A, 1 stata
C' jest optymalna wtedy i tylko wtedy, gdy C' = [;¢'(s)¢'(s)ds < 0.
Przypusémy, ze [;1¢'(s)¢'(s)ds = C < oo. Jedli [|x|ln,, <1, to dla kazdego 0 <t <

m (1)
1 ! * _¢1<t> ! *
l/z(t)/o x*(s)ds = ; /Ox (s)ds

‘[f@@<¢@:AW@ms (4.24)

dla wszystkich ¢ € I. Zatem z lematu Hardy’ego wynika, ze

/I / W (5)¢ (s)ds = (4.25)

czyli ||z|[a, < C, tzn. My, <, Ag4. Ponadto,

N
—_

skad

141, = sup ()" (061 (1) = sup s [1 (s (426)

tel

Czyli ¢ € S (My,) idla x = z* =)' w nieréwnosci (4.25) zachodzi réwnos¢, wigc
stata wlozenia nie moze by¢ mniejsza od C. Z drugiej strony, niech My, g, Ay, gdzie
C' jest optymalna. Wtedy

[ ¥(©)8/(5)ds < /g, = C. (4.27)

Ponadto, jesli f = f* 1| fllar,, =1, to
B o1 (t) [t .
L=sup— /Of (s)d
Vier [ F5)ds < lt) = [ v/(s)ds

skad
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Zatem stosujac lemat Hardy’ego, mamy dla kazdego t € [

[ 10 s)as < [ o) ()ds.
Stad tez
Iflls, = [ £(s)6/(s)ds < [ w/(5)0/(s)ds,
dla kazdego f € S (My,). Zatem

Iflls, < [ ¥/(5)6/(5)dsl| 1,
dla kazdego f € M,,. Jednak optymalnos¢ statej wlozenia C' oznacza, ze C' <

[; 0 (s)¢ (s)ds, co w polaczeniu z (4.27) daje réwnosé C' = [;¢'(s)¢'(s)ds.
Udowodnimy réwnosé¢ przestrzeni M (My,, Ay) = A, gdzie

t
n(t) ::/ P (s)¢'(s)ds < o0, (4.28)
0
dla t € I. Niech © € M(My,,Ay). Wtedy tez * € M(My,,A,) na mocy (i). Skoro
Y e S(My,), to z*y" € Ay i
12" ay < 2" lararg, ) 19 1va, = 12" nr oy, 4)-

W konsekwencji
lzlla, = HJI*HA,,I/Ix*(S)w’(SW(S)dS
= @ ©F ) < e o, = Wl a0

Czyli M(My,, Ay) < A,.
Z drugiej strony, jesli x € A, oraz [ly[lm,, <1, to [ y*(s)ds < ¥(t) = [34/(s)ds
dla wszystkich ¢t € I. Wtedy na podstawie lematu Hardy’ego wnosimy, ze

6y () (5)ds < [ 2 ()0 ()6 (8)ds = ||,

Ponadto, stosujac nieréwnosé (4.20) oraz jeszcze raz lemat Hardy’ego, mamy

laylla, = [ ()" (5)6/(s)ds < [ a*(s)y" ()8 (s)ds < o]l

dla kazdego |[lylla,, < 1. W rezultacie x|, 2, < [l7[a, 1 ostatecznie
M(M¢1,A¢) = A77' |

Uwaga 4.1.7. Zauwazmy, ze dla I = [0, 1], z Lematu 4.1.2 (i) wynika réwnowazino$é:
M(E,F) # {0} wtedy i tylko wtedy, gdy E — F, poniewaz inkluzja E — F
implikuje, Ze L™ — M(FE, F'). Dowdd koniecznosci mozina wywnioskowac tez z prac
[2, Twierdzenie 1] i [47, Lemat 5.2], gdzie autorzy dowodzq ogdlniejszych faktow, z
ktorych w szczegolno$ci  wynika wspomniane wlozenie. Oczywiscie powyzszy dowdd
jest znacznie prostszy. Ponadto punkt (iii) Lematu 4.1.2 zostal dowiedziony w [2,
Whniosek 9] oraz w [14, Lemat 6.1]. Jednak autorzy pracy [14], jak i [88] wykorzystujq
symetrie przestrzeni M (E, F'), nie dowodzgc tego, skqdingd intuicyjnie oczywistego
faktu, ani nie wskazujgc miejsca w ktorym zostal udowodniony. Dla kompletnosci
wyktadu zamiescilismy wiec dowdd.
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4.2 Multiplikatory miedzy przestrzeniami F,

Aby sformuowaé i udowodni¢ gtéwne twierdzenia tego rozdziatu wprowadzmy naste-
pujaca notacje, dzielaca klase funkcji Orlicza jak nastepuje:

YO~ b, = oo}, (4.29)
YO = {p:b, <ooip(by) =00},
VO = {p:b, <o0ip(b,) < oo},

Oczywiscie funkcja Orlicza ¢ moze nie mie¢ funkeji odwrotnej. W poprzednim
rozdziale, w takiej sytuacji postugiwalismy si¢ obcigciem funkceji ¢ do zbioru G, aby
pozosta¢ w zgodzie z notacjg stosowang w innych pracach dotyczacych wlasnosci
geometrycznych przestrzeni E, (np. [59]). W tym i nastepnym rozdziale natomiast,
problem braku odwrotnosci funkcji ¢ rozwigzemy postugujac sie jej prawostronnie
ciggta uogodlniong odwrotnoscia, ktérg definiujemy jako

e ' (v) =inf{u>0:pu) > v} dave[0,00) oraz ¢ (oo oo) = lim ¢~ Y(v). (4.30)
Odnotujmy tutaj, ze {u > 0: ¢ (u) > v} # 0 dla kazdego v € [0, 00), wigec powyzsze
infimum jest zawsze skonczone. Oczywiscie, gdy funkcja Orlicza jest réznowaro$ciowa
(tj. gdy a, = 01 b, = 00), to ¢~ ' z (4.30) jest funkcja odwrotng do ¢ w zwyklym
sensie. Czesto bedziemy uzywali nastepujacych wlasnoéci funkcji ¢ oraz ¢!

Lemat 4.2.1. Nastepujgce wlasnosci zachodzq dla kazdej funkcyi Orlicza .

(1) ol Hu)) <wu dlau € [0,00) oraz u < ¢ (p(u)), jesli p(u) < co.
(i1) o (p(uw)) = u dla a, < u < by, jesli o € Y
(iii) ¢ (p(u)) =u dla a, < u < by, jesli p € YV U YR
(iv) o Hp(u) >u dla 0<u<a,
(v) pHp(u)) <u dlau> b,.
(vi) (e~ (v)) = u dlau € [0,00), jesli o € Y UY®
(vii) @(p~"(w) = u dla u € [0,0(b,)], gdy p € YO
(viii) p(p~H(u)) < u dlau > p(b,), gdy p € Y.

Dowdd. (i) Niech u € [0,00). Dla u = 0, ¢ *(u) = 0. Przypusémy, ze 0 < u <
¢ (by) gdy ¢ (by) = 00 lub 0 < u < ¢ (by), gdy ¢ (by) < co. Wtedy ¢~ (u) = v,
gdzie ¢ (v) = u, czyli p(e~(u)) = u. Jesli natomiast ¢ (b,) < oo i u > ¢ (b,), to
P (u) = by, wige p(~ (1) = ¢ (by) < w.

Aby wykazaé¢ druga czes¢ zaldzmy, ze p(u) < co. Jedliu < ay, to p(v) > p(u) =0
dla kazdego v > ay,, wiec o' (p(u)) = a, > u. Jedli u > a,, to p(v) > @(u) dla
kazdego v > u, wiec p~(p(u)) = u.

Pozostale punkty lematu wynikaja z analogicznych rozwazan. [ ]
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Ponadto bedziemy uzywali nastepujacej notacji.

Méwimy, ze 7 'p5 ! < 7! dla wszystkich argumentéw [dla duzych argumentéw]
(dla matych argumentow), jesli istnieje stata C' > 0 [istnieja state C, ug > 0] (istnieja
state C,uy > 0) takie, Ze nieréwnosé

Coyt(u)py ' (u) < o' (u) (4.31)

zachodzi dla wszystkich u > 0 [dla u > up] (dla 0 < u < up), odpowiednio.

Analogicznie, powiemy, ze o' < @7 'py * dla wszystkich argumentéw [dla duzych
argumentow| (dla malych argumentow), jesli istnieje stata D > 0 [istnieja stale
D,y > 0] (istnieja state D,uy > 0) takie, ze nieréwnosé

e (u) < Dyt (u)gy ' (u) (4.32)

zachodzi dla wszystkich v > 0 [dla u > uo] (dla 0 < u < ug), odpowiednio.

Relacja o7 'y ~ ¢! dla wszystkich argumentéw [dla duzych argumentéw] (dla
matych argumentéw) oznacza z kolei, ze jednoczeénie zachodza relacje 7 'y ! < 7!
i ™! < o1ty !, odpowiednio dla wszystkich argumentéw [dla duzych argumentéwl]
(dla matych argumentéw).

Lemat 4.2.2. Niech ¢, 1 i po bedq funkcjami Orlicza.

(i) Jesli o7yt =~ ! dla duzych argumentéw, to
(a) dla kazdego uy > 0 istniejg stale C; > 0, Dy > 0 takie, ze

Crpr (w)pz ' (u) < 97 (u) < Digy ' (W) (u), (4.33)
dla kazdego u > uy.
(b) b, < oo wtedy 1 tylko wtedy, gdy b,, < oo oraz by, < co.

(i) Jesli p1lps! ~ o~ dla malych argumentéw, to
(a) dla kazdego uy > 0 istniejg state Cy > 0, Dy > 0 takie, Ze

Cry H(w)py H(u) < ¢ (u) < Digy ! (u)py ' (u), (4.34)

dla kazdego 0 < u < u;.
(b) a, = 0 wtedy i tylko wtedy, gdy a,, =0 lub a,, = 0.

Dowdéd. (i)(a) Wystarczy przyjaé

-1
C’lzmin{C’, inf W}

w<usuo o7 (u) @y ! (u)

oraz

-1
D, = maX{D, sup M} ,

ur<u<ug P (u)(pz_l(u)

gdzie C, D oraz ug sa z (4.31) i (4.32) odpowiednio.
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(ii)(b). Koniecznos$é¢. Przypusémy, ze a, = 0 oraz (a,, > 01i a,, > 0). Biorac
u, — 0, dostaniemy 7" (un)p3 " (Un) — ap ayp, > 0 oraz =t (u,) — 0, co przeczy
nieréwnosci (4.31).

Dostatecznosé. Jesdli a,, = 0 oraz a, > 0, to o1 ' (u,)ps ' (u,) — 0oraz o~ (u,) —
ay, co przeczy nieréwnosci (4.32). Przypadek gdy a,, = 01 a, > 0 jest w pelni
analogiczny.

Dowd6d punktow (i)(b) oraz (ii)(a) jest podobny. n

Uwaga 4.2.3. Zauwazmy obecnie, ze nieréwno$é (4.31) jest rownowazna nieréwnosci,
ktorg mozna nazwac uogolniong nierownos$ciqg Young’a, a mianowicie

 (Cuv) < 1 (u) + @2 (v) (4.35)

dla wszystkich u,v > 0, o ile o1 (u), s (v) < 0o0. Implikacja (4.31)=>(4.35) zostala
dowiedziona w [93]. Wystarczy przyjeé w = max [p; (u) , @2 (v)], wtedy na podstawie
Lematu 4.2.1 otrzymujemy

w < o1 (1(u)py (p2(v) < o1 (w)ey H(w) < o (W),

skqd, ponownie wykorzystujgc Lemat 4.2.1, mamy ¢ (Cuv) < ¢ '(w)) < w <
©1(u) + po(v). Udowodnimy zatem, Ze jesli nierdwnosé o(Cuv) < ¢1(u) + ¢2(v)
jest spetniona dla wszystkich u,v > 0, to o7 (w)py (w) < Zp ' (w) dla kaidego
w > 0. Rzeczywiscie, dla w > 0 poléimy u = o7 (w) oraz v = @3 (w). Wtedy,
wykorzystujgc Lemat 4.2.1, dostaniemy

@(Cuv) < @1(u) + 2(v) = 1(pr (W) + @2y (w)) < 2w.

Stosujgc jeszcze raz Lemat 4.2.1 oraz wklestosé funkcji =1 mamy

Cuv < ¢~ Hp(Cw)) < ¢~ (2w) < 29~ (w),

co dage 1 (w)ey " (w) < Fo~H(w).
Rozwazmy obecnie przypadki matych i duzych argumentow. W przypadku duzych
argumentow rownowazne sq¢ nastepujgcee warunki:

(a) dla kazdego ug > 0 istnieje Co > 0 takie, e Copy'(u)ps'(u) < ¢~ (u) dla
wszystkich u > ug,

(b) dla kazdego uy; > 0 istnieje Cy; > 0 takie, Ze p(Cruv) < ¢1(u) + po(v) dla
wszystkich w,v spetniajgcych u; < max {@;(u), p2(v)} < oco.

Implikacji (a) = (b) mozna dowiesé analogicznie jak dla wszystkich argumentow.
Wystarczy przyjeé ug = uq, wtedy Cy = Cy. Udowodnimy, Ze (b) = (a). Dla funkcji
Orlicza ¢ zdefiniugmy

o inf{u>0:¢ " u) =by} =¢(by,) dla o € Y
2 00 dla p € YO UY®
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Przyymigmy ponadto
wy = min {ug, tp,, A, } -

Niech w > wg bedzie dowolne, potéimy dalej v = o7 (w),v = @y (w). Wtedy
o1(u) = o1(prH(w)) € [u1,00). Podobnie py(v) € [u1,00) i mozemy skoticzyé jak
wezesnies.
W przypadku matych argumentow, dla dowolnych funkcji Orlicza rownowazne sq
warunks:

(a) dla kazdego ug > 0 istnieje Co > 0 takie, e Copy'(u)ps'(u) < ¢~ (u) dla
wszystkich u < ug,

(b) dla kazdego uy > 0 istnieje Cy > 0 takie, ze p(Cruv) < @1(u) + @o(v) dla
wszystkich u,v > 0 spetniajgcych max {p1(u), p2(v)} < u;.

Rozwazmy pytanie kiedy xy € E, dla x € E,, oraz y € E,, tzn. kiedy
By = M (E,.E,).

Twierdzenie 4.2.4. Przypusémy, ze E jest przestrzeniq Kothe’go. Niech ponadto
v, o1 1 o bedg funkcjami Orlicza. Zatozmy, ze zachodzi jeden z warunkow:

(i) o1 tst < 7 dla wszystkich argumentow,

(1) 1 s ! < o7t dla duzych argumentéw, gdy L™ — E,

(iii) 1 3t < o7t dla malych argumentéw, gdy E — L.

Wtedy E,, — M (E,,, E,).

®1

Dowéd. (i) Niech x € E,, oraz y € E,, beda dowolne i takie, ze ||z]/,, = ||y, =1
Na podstawie Uwagi 4.2.3, z zatozenia wynika nierownosé

Cuay 1 1
I, <2) < in (Czy) < 3 o, (2) + Iy, (y)] < 1.

Oznacza to, ze ||lzylle, < 2 |2|e,, 1yllEe,, da kazdego x € E,, iy € E,,, a wiec
2/C
E,, S M(E,, E,).

®1

(7i) Polézmy uy = Tals ” . Niech C; = C (u;) bedzie odpowiednia stata z nieréw-

nosci (4.33). Na podstawie Uwagi 4.2.3, z zalozenia wynika nieréwnosé

¢ (Cruv) < p1(u) + pa(v)

dla wszystkich u, v > 0, gdzie ¢1(u), p2(v) < oo oraz max {p;(u), p2(v)} > uy. Niech
r € B,y € By, oraz ||z, = |y|g,, = 1. Zdefiniujmy

A= {t € Q:max[pi(|z(t)]), e2(ly(t)])] = w1}, oraz B = Q\A.

Wtedy
I

©

(Cl$y
3

03\[\3

XA) < ; [Im (xXA) + 14,02 (yXA>]
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Skoro I, () < 1, to ¢1(|z(t)]) < oo dla p-p.w. t € Q i konsekwentnie
2()] < o1 (er(lz()]) < o1 (ur) dla wszystkich ¢ € B.
Analogicznie |y(t)| < 3 ' (u1). Zatem, na podstawie (4.33), dostajemy

I,(Cizyxp) < I (Cror (w)ey (w)xe) < oo™ (w)lIxelle < wilixelle = 1.

atem c C 1 2 1
1Y 1Y
L (557) <4 (F5 ) + 3 Cavx) < 543 =1
i ostatecznie ||zy|p, < c% W konsekwencji [|zy||g, < C%WHEW lylle,, dla kazdego

, 3/C
x € B, oraz y € E,,, co oznacza, ze E,, > M (E,,, E,).

(7i1) Przypusémy, ze E A Lee, Postepujac analogicznie jak w przypadku (i),
2/C
mozna pokazaé, ze E,, /< M (E,,, E,), gdzie Cy = C1(A) jest jak w nieréwnosci

(4.34) dla u; = A, poniewaz zachodzi oszacowanie supessicqlpr(u(t))] < A dla

kazdego u € B (E,,) 1 supessicalp2(u(t))| < A dla kazdego u € B (E,,). n
Rozwazmy tym razem koniecznoéé warunku @7yt < ¢! dla inkluzji E,, —
M (Esap ESD)

Twierdzenie 4.2.5. Niech E bedzie funkcyjng przestrzeniq Kothe’ go. Niech ponadto
Y, 1 1 o bedg funkcjami Orlicza. Przypusémy, Ze

Ey,y, — M (Ewu Ew) : (4.36)

(i) Jesli E, # {0}, to o103t < o™t dla duiych argumentow.

1

(i1) Jesli suppE, = suppE oraz L™ < E, to o1 oyt < o' dla wszystkich

argumentow.

Dowéd. (i) Przypusémy, ze nieréwnosé o7 ;' < 7! nie jest spetniona. Oznacza
to, ze istnieje ciag (u,) taki, ze u, /" oo oraz dla kazdego n € N

o1 (un)py () > 2707 (up). (4.37)
Pokazemy, ze wtedy istnieje ciag (z,) C E,, taki, ze
||xn||E¢2 < 1 oraz ||In||M(E¢1,E¢) — 00,

co bedzie oznaczalto, ze E,, > M (E,,, E,).
Po pierwsze zauwazmy, ze dla prawie wszystkich n € N znajdziemy mierzalny zbior
A, spetiajacy

[unxa,lle = 1. (4.38)

Rzeczywiscie, jesli E, # {0}, to istnieje niezerowy element 0 < x € E,, a zatem
istnieje mierzalny zbiér A, o dodatniej mierze taki, ze Y4 € FE,. Ponadto, dla
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dostatecznie duzych n mamy ||u, x|z > 1. Stosujac Twierdzenie 1.1.6 wnosimy, ze
submiara w(B) = ||xg||g, gdzie B € ¥, B C A, posiada wlasnos¢ Darboux. Zatem
dla kazdego takiego n istnieje zbior A, spelniajacy rownosé (4.38). Zdefiniujmy

Tp = @El(un)XAw Yn = Spl_l(un»(z‘ln'

Wtedy
Lo (yn) = llor (o1 (un)xan)lle < lluaxa,lle =1,

czyli ||ynlle,, < 1. Podobnmie [|x,||g,, < 1. Jednakze, dla duzych n, na mocy
nieré6wnosci (4.37) dostajemy

-1 1 1
TnYn Y1 (un) P2 (un) 2n90 (uﬂ)
I < ) = H90< XA || Z|le| ——— | xa.
7N A ; ) .
Stad, jesli ¢ € YV U Y oraz A < 27, to
Qn@il(un) 2" -1
e Z ||~ n
H90< 3 || ’ As@(@ (1n) ) XA, .
' 2" 2" 51

Jesli natomiast ¢ € Y@ to dla n tak duzych, ze A < 2" oraz ¢! (u,) = b,

otrzymamy
Tnln 2" b,
I >
“0< A > “0< A )XA"

Zatem w obu przypadkach dla duzych n mamy |z,y,|z, > 2". Ostatecznie

= OQ.
E

enllarez,, ) = sup Nznylle, > [2nyalle, > 2"

lylz,, <1

podczas gdy |z, |g,, <1, a zatem (z,) jest szukanym ciggiem.

(i) Oczywiscie zatozenie supp E, = supp E implikuje, ze E, # {0}. Zatem
pozostaje udowodnié¢, ze o' ;! < ! dla matych argumentéw. Dowéd w tym
przypadku przebiega tak samo, jak w przypadku (i), a jedynie konstrukcja zbioréw
A, speliajacych réwnosé (4.38), wymaga wyjasnienia. Skoro supp E, = supp E, to
istnieje x € E, taki, ze x > 0 p.w.. Zdefiniujmy zbiory

1
Bk:{teQ:|x(t)| >k}.
Oczywiscie, prawie wszystkie By maja dodatnia miare, Q2 = Up2, By oraz B; C
By, C By C .... Mamy zatem ||xp,||r — o0, poniewaz L> < E i E posiada
wlasno$¢ Fatou. Ponadto, xp, € E, dla wszystkich & € N. Zatem dla kazdego
u, znajdziemy k(n) takie, ze |[u,xp,,, |z > 1, a wigc jak wezesniej wystarczy
wykorzysta¢ Twierdzenie 1.1.6. [ ]

Nastepujacy przyktad wyjasnia zasadnosé zatozen dotyczacych E, w powyzszym
twierdzeniu.
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Przyktad 4.2.6. Niech E = L*>. Wtedy dla dowolnej, nietrywialnej funkcji Orlicza
@ zachodzi réwnosé E, = L*>. Oznacza to, ze

M(E,,,E,) = M(L™® L®)=L® = E

®1 — ey

gdzie p1, P2, sg dowolne, zatem nie musi ich wigza¢ Zadna zalezno$c. Z drugiej
jednak strony zaloZenie E, # {0} w Twierdzeniu 4.2.5 nie jest konieczne. Dla
E = L¥[0,1], z normg ||z||g = supessicoq |t x(t)|, mamy E, = {0}, a mimo
to relacjia o1 @5t < o=t dla duéych argumentéw jest konieczna, aby zachodzita
inkluzja E,, — M (E,,, E,). Aby si¢ o tym przekonaé, wystarczy postepowac jak
w dowodzie Twierdzenia 4.2.5(i), poniewaz funkcja n : [0,1] — [0,1] dana formulq
n(t) = lIxp4lle =t jast ciggla, przez co posiada wlasnosé Darbouz.

Uwaga 4.2.7. Warunek E, # {0} z Twierdzenia 4.2.5(i), moze byé zastgpiony
przez nastepujgce stabsze zalozZenie: istnieje a > 0 takie, Ze dla kazdego 0 < t < a
znajdziemy zbior A € X taki, Ze ||xallg =t.

Rozwazmy jeszcze ciagowa wersje Twierdzenia 4.2.5.

Twierdzenie 4.2.8. Niech e bedzie ciggowq przestrzeniq Kdthe’go takg, Ze [*° 4 e
oraz sup;ey ||€ill, < 0o. Niech ponadto p, 1 1 o bedg funkcjami Orlicza. Jesli

Coy = M ey, €p), (4.39)

to p1lpst < ! dla malych argumentéw.

Dowéd. Przypusémy, ze relacja o ', ! < ¢! dla matych argumentéw nie zachodzi.

Wtedy istnieje ciag (u,) taki, ze u,, — 0 oraz

1 (un)y (un) > 2707 (un), (4.40)

dla kazdego n € N. Skoro [*® < e i e posiada wtasnosé¢ Fatou, to HX{1,2,.‘.,n}He — 00
gdy n — oo. Z zalozenia sup,.y ||e;]le < oo wynika, ze istnieje N > 0 takie, ze
|luneille < 1/2 dla wszystkich n > N, i € N. Co wiecej, dla kazdego n > N
znajdziemy indeks k,, spetniajacy warunki

. < 1 oraz HUTLX{1727_._7]€7“]€7L+1}He > 1.

|e, poniewaz ||uyex, 1], < 1/2. Dalej, dlan > N poldzmy

-----

A, ={1,2,...,k,} oraz

Tn = 03 (Un)XAns Yn =1 (Un)XA,-

Wtedy [[ynlle,, <11 [2nlle,, < 1. Ponadto, na podstawie nieréwnosci (4.40), mamy

I <5En)\yn) _ HSO (s@fl (un);oil (un)> -

2"t (u,
sz

€pq

e

e
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Jesli A < 2" oraz u, < ¢ (b,), to stosujac Lemat 4.2.1 (vi) i (vil) otrzymujemy

on —1 U,
(25

n
2" u,
>

2n—1
)\XAn Z

c A

> 1,

dla odpowiednio duzych n, co implikuje, ze || 2nynlle, > 2. Zatem dla duzych n

Tn = Ssu ToYlle, Z |TnYnlle, = 2n—1’
o) = 200 Il > ratnl, >
podczas gdy | Zn|le,, < 1, czyli inkluzja (4.39) nie zachodzi. n

Jako wniosek z Twierdzenia 4.2.4 1 4.2.5 otrzymamy:

Whniosek 4.2.9. Niech E bedzie funkcyjng przestrzenig Kothe’go. Niech ponadto
v, 01 1 o bedg funkcjami Orlicza.

(1) Jesli L — E oraz E, # {0}, to E,, — M (E,,, E,) wtedy i tylko wtedy, gdy
tpl_lgog_l < ¢t dla duzych elementéw.

(it) Jesli L® 4 E oraz suppE, = suppE, to E,, — M (E,,, E,) wtedy i tylko
wtedy, gdy 1 st < @ dla wszystkich argumentéw.

Natomiast Twierdzenia 4.2.4 i1 4.2.8 implikuja:

Wniosek 4.2.10. Niech e bedzie ciggowq przestrzeniq Kdothe’go takq, ze e & 1
i sup;ey |l€ille < oo. Niech ponadto ¢, @1 i py beda funkcjami Orlicza. Wowczas
ey — M(ey,,e,) wtedy i tylko wtedy, gdy o7 'p3" < o=t dla matych argumentdéuw.

W przypadku, gdy E = L', przestrzen E, jest przestrzenia Orlicza L¥ 1 Twier-
dzenia 4.2.4-4.2.8 razem z réwnowaznoscia warunkéw (4.31) i (4.35), daja wyniki
Ando [4] i O’Neil’a [93] (zob. tez [86], Twierdzenia 10.2-10.4).

Zajmiemy si¢ obecnie trudniejsza inkluzja, tj.

M (EgonEtp) — B,
Zaczniemy od lematu, ktory stanowi uogdlnienie odpowiedniego wyniku z [87].

Lemat 4.2.11. Jesli o €¢ YW UY®? 4 041 € E, jest funkcjq prostq, to

T
I, | — | =1
"’(vallE)

Dowéd. Niech wigc 0 # = € E,, bedzie funkcjg prosta. Bez straty ogélnoéci mozemy
przyjac¢, ze x jest nieujemny. Wtedy element x jest postaci

N
T=) CkXay
k=1
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gdzie
0<cp < <. < ey <00,

natomiast Aj, Ao, ..., Ay sa parami roztacznymi zbiorami o mierze dodatniej i
skonczonej. Pokazemy, ze funkcja

-1 (5) -

jest ciagla surjekeja z (0, cn/ay,) na (0,00) (jezeli a, = 0, to przyjmujemy cy/a, =
o0). Przypuéémy, ze o € YWV, Jesli \,, — A, to

o) -#(5)]
2 A 2 o X Ay, ;

(G5) =2 (%) [Ieal =0
— ] = — —
2 \, 2 Ao XA E

N r
e (5)
k=1

E

|h(Am) — h(Xo)| <

k=1

N
< )
k=1

gdy m — oo. Ponadto,

. . €1
lim (%) > lim ¢ () Iea e = oc.

A—07t
Z drugiej strony, dla £¥ > A > == mamy h(A) = ¢ (%V) Ixayllg, wiee

lim k(X =0.

A—(en/ap)™

W przypadku, gdy a, = 0, to dla ¢ > 0 takiego, ze I, (cx) < oo, z wypuklosci
funkcji ¢ wynika, ze

WO =1, (i) ~1, (zi) < ;I@ (cx),

gdy A > 1. Stad h(A\) — 0 przy A — oo. Czyli h dziata w sposéb ciagty z (0, ey /ay,)
na (0,00). Zatem na podstawie twierdzenia Darboux istnieje liczba Ay € (0, cn/ay,)

taka, 7e I, (&) = 1. Gdyby
x
I,| —| <1,
’ (Ha:u%)
to na podstawie ciggtosci h istniataby liczba 0 < A < 1, dla ktoérej

X
I, |——— | <1.
¢ (WHE)

<A<,

Stad otrzymujemy sprzecznosé

1= Hx
(B2 5,



ROZDZIAE 4. PRZESTRZENIE MULTIPLIKATOROW 71

Zatem musi by¢ I, (as/ HJ:HE) = 1.

Jesli ¢ € Y to pokazemy, ze i tym razem h : (cy/by,cn/a,) — (0,00) jest
surjekcja. Rzeczywiscie, ciggloséci funkeji h dowodzimy jak w poprzednim przypadku.
Podobnie limy ¢y /a,)- It () = 0. Pozostaje wiec pokazac, ze lim,_, . + h(A) =
oo. Mamy jednak

) ' n
Iim AN > lim () ~ o,
)\_)(Cl\f/bwyL ( ) - )‘_>(CN/b¢)+ ¥ A ||XAN ||E

Uwaga 4.2.12. W pracy [87] zostalo pokazane, Ze jesli funkcja ¢ nalezy do klasy
VO to dla kaidej 0 < 6§ < 1 istnieje funkcja Orlicza v € Y2 taka, ze

by, = by oraz ¢ (0u) < ¢ (u) < Y (u) (4.41)

dla wszystkich u > 0. Jesli wiec o € YO, a funkcja ¢ € Y jest jak wyzej, to z
definicyi normy w przestrzeniach E, wynika, ze dla kazdego x € E,

0|l g, <lllg, <lzlg, - (4.42)
Oczywiscie E, = Ey, (zo0b. tez. [52], Twierdzenie 2.3).

Nastepujacy wynik stanowi uogélnienie Twierdzenia 1 w [87], z przestrzeni Orlicza
na przestrzenie Calderona - fozanowskiego, a ponadto uwzglednia przypadki nie-
réwnoséci ¢~ < @1ty dla duzych lub matych argumentéw.

Twierdzenie 4.2.13. Niech E bedzie przestrzeniqg Kothe’qo. Niech ponadto ¢, p1 i
w9 bedg funkcjami Orlicza. Przypu$émy, ze zachodzi jeden z warunkow:
(i) o= < 1ty dla wszystkich argumentow,
(i) o' < o1 oyt dla duzych argumentéw, gdy L™ — E,
(i4i) o' < o1 oyt dla matych argumentéw, gdy E — L.
Wtedy
M (E

P17

E,) — E,,.

Dowéd. (i) Niech z € M(E,,, E,) bedzie funkcja prosta postaci x = Y71 a;x 4,
Zauwazmy na poczatek, ze mimo iz x jest funkcja prosta, nie musi naleze¢ do
E. Jesli wiec xa, ¢ E dla pewnego i, to wybieramy ciag zbioréw wstepujacych
(Af):il takich, ze p (AZ\ Ur2, Af) = 0 oraz x4+ € E dla kazdego k (takie zbiory
istnieja, poniewaz E zawiera staba jedynke, jako przestrzen Kothe’go). Rozwazmy
wige element xj, = 31" a;x 4#, zamiast z, gdzie A¥ = A; dla kazdego k, jedli x4, € E.
Wtedy z, € E, a zatem tez Ty, € E,, dla kazdego k. Przypusémy ponadto, ze ¢, 9

c YW U Y. Zdefiniujmy
|z (t)] >
t p—
Yk(t) = 2 (kaHE%

{ o1 (yk(t)  gdy 0 <yi(t) < oo,
0 gdy yr(t) = 0.

oraz

Zk;(t) =
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Wtedy z Lematu 4.2.1 (i) wynika, ze ¢ (2x(t)) < yx(t) p — p.w.. Zatem

s
Lpl(zk) < P2 ( . ) < 17

74| 2,

to znaczy |z g, < 1. Przypomnijmy, iz zalozenie twierdzenia oznacza, ze istnieje
stata D > 0, dla ktorej prawdziwa jest nieréwnosé

o Hu) < Doy (u)py (u) dla u > 0. (4.43)
Zatem, gdy y (t) > 0, to Lemat 4.2.1 (iii) oraz nieréwnosé¢ (4.43) implikuja

|74(2)] 1

2 (t) = o1 (we(t) ey (un(t)) > 59071(%@))7

k| £,

co w $wietle Lematu 4.2.1 (vi) oznacza, ze

|z (1)]
2kl 5,

¢<D%® )>ww1@am>=%@>

Jesli natomiast yy, (t) = 0, to tez (Dzk(t)m(t)l) = 0, wiec Lemat 4.2.11 implikuje,

2kl 2y,
I, (Dzkm> > 1, (xk> =1,
2kl 2kl 2
tzn. Izl
Tk||lE
| zezil| B, > T%
W konsekwencji
x|,

||J;k“M(E<p17Ego) 7D

Poniewaz przestrzen E,, posiada wtasnos¢ Fatou, |z ()| /" |z (t)| p — p.w. oraz

x| e .
IJEEOTM < klggo H‘/EkHM(Em,Ew) < HxHM(Ewav) ) (4-44)
tox € By, i
e, < D el ) (1.15)

Niech na koniec x € M (E,,, E,) bedzie dowolny. Wtedy znajdziemy ciag funkcji
prostych (z,) C M (E,,, E,) taki, ze x, (t) / |z (t)| p — p.w.. Woéwczas, na mocy

poprzedniej czesci dowodu (z,) C E,,, oraz
[allz., < Dlltully(s, 5 €N

Poniewaz E,, € (FP)i M (E

w19

E,) € (FP), tox € E,, oraz

nh_{go HanE(p2 = H'%”EW2 1 nll_{go Hx"HM(Emva) = |‘$HM(E¢17E¢)'
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Zatem z spelnia tez nieréwnosé (4.45).

Jesli natomiast ¢ € YO lub ¢y € YO to wykorzystujac Uwage 4.2.12 mozemy
postapi¢ analogicznie, jak w Twierdzeniu 1 w [87]. Przypusémy bowiem, ze ¢ €
VO iy € YO (jedli tylko jedna z funkcji nalezy do klasy Y, to dowdd jest
analogiczny). Wtedy, na podstawie Uwagi 4.2.12; dla kazdej 0 < < 1 znajdziemy
funkcje 1, ¢y € Y@ takie, ze

Y (du) < @ (u) <9 (u) oraz ¥y (du) < 2 (u) < o (u).
Jesli wiec
o~ (u) < Dot (u) 93" (u),
to tez

07 () < oo ()0 (w),

dla wszystkich u > 0 (zob. dowdéd Twierdzenia 1 w [87]). Stad, na podstawie
poprzedniej czesci dowodu mamy

D/é

M (E,, Ey) <5 Ey,.

P17
Wtedy z (4.42) oraz ogdlnej wlasnosci (I1) wynika, ze

1/6 D/s

M (B, Ep) & M (Ey,, By) = Ey, < E,,.

P17

Czyli
D/é§?
M (Ey,, Ep) = Eg,,
co ze wzgledu na dowolnosé 0 < 6 < 1 oznacza, ze M (E,,, E,) LoE
(1) Przypu$émy, ze L™ — E. Wezmy « > a,, spelniajace

w2-

1
pa(a)|[xalle < 5

Stosujac Lemat 4.2.2 znajdziemy stata D > D taka, ze
0 Hu) < Dy Hu)pyt(u) dla kazdego u > py(a).
Zauwazmy, ze dla dowolnego z € L) jedli I, (z) = 1, to

I, (2x8) > 1/2, (4.46)

gdzie B = {t € supp (z) : |2(t)| > a}. Rzeczywiscie, w przeciwnym razie byloby

1
1= 1o, (2) < Lpy(2x8) + Lo (2Xarn) < 5 + @2(a)Ixells <1,

co datoby sprzecznosé.
Przypusémy obecnie, ze ¢, o € Y U Y. Niech z € M(E,,, E,) bedzie funkcja
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prosta. Wtedy = € E,,, poniewaz @o(A|z|) dla kazdego A > 0 tez jest funkcja prosta

i L>® — FE. Zatem dla ()]
x(t
y(t) = o2 ( )
12|, ,

mamy y (1) < oo dla p— paw. t € Q. Zdefiniujmy

o) edy 0<y(t) < oo,
Z“)‘{@oy sy y(t) 0.

Wtedy warunek

T
I, (2) < 1y, (WHE) <1

implikuje, ze ||z[|g,, < 11 z zalozenia v € M(E

o, Ey) dostajemy zx € E,.
Oznaczmy

|z(t)] |z(1)]

A= {t € supp (y) : < a} oraz B ={t € supp (y) : > a}.
]| 2., 2| 2,
Zatem dla y-p.w. t € B,
x(t _ I _
) 12— oy m)er o) > S wl)

]| .., ]
Stad

2|x(t)|

. <Dlz<t> ) > o2 (y(8) > 2007 (u(1))) = 29(0).

]| ..,
gdzie ostatnia réwnosé¢ wynika z faktu, ze ¢ € Y U Y. Z Lematu 4.2.11 wiemy,

ze I, <”xxE> = 11 w rezultacie, przez nieréwnos¢ (4.46),
P2

2z T
L (alzXB) > o1, (XB> 1
2]l &, ]| z,,

Zatem ||zx||g, > ﬁ”an@ oraz ||xHM( > ﬁHxHEM. Poniewaz przestrzenie

Boy B,

E,, oraz M (E,,, E,) posiadaja wtasnosé¢ Fatou, mozemy zakonczyé dowdd jak w

poprzednim przypadku.

Jedli o € YO lub ¢y € Y3 to ponownie wykorzystujac Uwage 4.2.12 i postepujac

jak w dowodzie punktu (i) (zob. tez Twierdzenie 1 w [87]), mozna pokazaé, ze
1

2z, 5,) > aby Ile.,

(7i1) Niech E A L, Wtedy definiujac elementy yy(t) = ¢ ( i (0) ), gdzie xy,

1kl 2,y

sa jak w punkcie (i) mamy
supessieq |y (t)| < A.
7, drugiej strony, na podstawie Lematu 4.2.2 istnieje stata D, taka, ze

0 M (u) < Dyt (uw)pyt(u) dla kazdego 0 < u < A.
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Zatem dow6d mozna dokonczyé doktadnie tak samo, jak w punkcie (7). ]

Aby zbadaé, kiedy relacja ¢! < @7 o5 ! jest konieczna dla zawierania

M (E

P17

Ey) — E

w2

ograniczymy si¢ do przestrzeni symetrycznych nad I. Wtedy E,, jest tez przestrzenig
symetryczng z funkcjg fundamentalng fg, dang wzorem

1
P (1/fe(t))

Rzeczywiscie, na podstawie Lematu 4.2.1 (vii) mamy

1, (07 (1 Fe(®)x0a) = | (¢ 1/ F20) X0, =

Je,(t) = dla t € (0,m(1)). (4.47)

1
= 7o Ixoal; =1

poza przypadkiem, gdy ¢ € Y® i 1/fg(t) > inf{u > 0: o u) =b,} = p(b,), w
ktérym mamy tylko nieréwnos¢ I, (90*1(1 / fE(t))X[O,t]) < 1. Pozostaje wiec oméwic
tylko ten przypadek. Niech 0 < A < 1/¢o'(1/fg(t)) bedzie dowolna. Wtedy

by = (1 f(t)) < -

Zatem ¢ (1/\) = oo oraz I, (ix[07t]) > 1, co ze wzgledu na dowolno$¢ A oznacza, ze
zachodzi réwnos¢ (4.47).

Twierdzenie 4.2.14. Niech E bedzie symetryczng funkcyjng przestrzenig Kothe’'go
na I oraz niech @, p1, s bedq funkcjami Orlicza. Przypusémy, ze

M (EgonEw) — By,

fe,(®) o'/ fE®)
fee, Ot 7 o7 1/ fE())te
niemalejgcq na przedziale (0,b) oraz E, # {0}, to o™ < o7 py ! dla duzych
argumentow.

(i) Jesli istniejg liczby a,b > 0 takie, Ze

jest funkcjq

fe,(t) o7 (1/fE()
feg Ote T @711/ fE(t)te
funkcjg niemalejgcq na przedziale (0,00), L® < E oraz supp E, = supp E,
to o~ < eyt dla wszystkich argumentéw.

(ii) Jesli b, = oo, istnieje liczba a > 0 taka, Ze

jest

Dowéd. (i) Przypuéémy, ze zalozenia sa spetnione oraz warunek o' < ¢ ;! dla
duzych argumentow nie zachodzi, tzn. istnieje ciag (u,) zmierzajacy do nieskonczo-
nosci i taki, ze dla kazdego n € N

2n90;1(un)9051<un) < 9071(un)~
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Wystarczy wiec znalezé ciag (x,,) zawarty w M (E,,,

E,), jakiw E

0, oraz taki, ze

20|,
||xn||M(E<P17E<P)

Poniewaz E, # {0}, to thumaczac jak w dowodzie Twierdzenia 4.2.5(i), dla duzych
n, znajdziemy zbiory A, takie, ze

Un (X4, =1 (4.48)

Zatem odrzucajac poczatkowe wyrazy ciagu (u, ), mozemy przyjaé, ze (4.48) zachodzi
dla wszystkich n € N. Zdefiniujmy

Tpn = SOQ_I(UH>XA7L :

Wtedy |24 g,, = 1. Rzeczywiscie, jesli ¢ € YV U Y@ to

Loy (x0) = llp2 (03" () Xau |l = tn x|z = 1.

Jedli natomiast o € Y to istnieje Ny takie, ze 03" (u,) = by, dlan > Ny, zatem
I, (v,) < 1oraz I, (z,/A) = co dla 0 < A < 1. To znaczy, ze ||z,[g,, = 1 dla
odpowiednio duzych n. Podstawiajac t, = m(A,,) i korzystajac z symetrii przestrzeni

E otrzymujemy
1
Feta) = IXoealle = X4, lle = — 0

gdy n — oo, a zatem tez t,, — 0, gdy n — oo. Konsekwentnie, stosujac Twierdzenie
4.1.6(iii) dla ¢, € (0,b), dostaniemy

|znllmE,, B0 = 03 (un) XA, 12, B = <P§1(Un)fM(Em,Ew)(tn)
2 -1 qu,(tn> 280_1(1%1) wa(tn)
< 4 P2 (Un) wal (tn) < a o @fl(un) fEm (tn)
L () o (Ut) 1
a2" oM (u,) o (1/ fe(t,))  a20!

(77) Analogicznie jak wyzej i w Twierdzeniu 4.2.5 (ii). |

— 0 przy n — oo,

7 Twierdzen 4.2.14 i 4.2.13 wynika nastepujacy wniosek.

Whniosek 4.2.15. Niech E bedzie symetryczng funkcyjng przestrzenig Kothe’go oraz
niech @, 1, ps bedg funkcjami Orlicza.

-1
(i) Jes”li L"O = E.E, # {O} oraz iistm'ejq, liczbg a,b > 0 takie, ze %
jest niemalejqcq funkcjg zmiennej t na przedziale (0,0), to M(E,,, E,) — E,,

wtedy i tylko wtedy, gdy o' < 1 eyt dla duéych argumentow.

(i) Jesli ?‘f =00, L™ 4 FE, suppE, = suppE = I oraz istnieje liczba a > 0 taka,
ze % jest niemalejgcq funkcjg zmiennej t na przedziale (0,00), to
M(E,,,E,) — E,, wtedy i tylko wtedy, gdy ¢=' < o7 oy dla wszystkich

argumentow.
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Jesli we Wniosku 4.2.15 przyjmiemy E = L', to otrzymamy odpowiedZ na

pytanie postawione w ksiazce [86] (Problem 4, str. 77) dla przestrzeni Orlicza.
o1t (wue

W)
wzgledu na u > ug, to M (L#', L¥) — L¥? wtedy i tylko wtedy, gdy ¢! < ¢7 05!
dla duzych argumentéw.

(i) Gdy I = [0,1] oraz dla pewnych a,uy > 0 funkcja

jest nierosngca ze

o1 (u) ue

(ii) Gdy I = [0,00) oraz dla pewnego a > 0 funkcja PRI
wzgledu na u > 0, to M (L¥*, L¥) — L#? wtedy i tylko wtedy, gdy ¢ ' < 7 05!
dla wszystkich argumentow.

jest nierosnaca ze

Obecnie potaczymy poprzednie wyniki tego rozdziatu, aby stwierdzi¢, kiedy

M(E,, E,) = E

P1 p2-

7 Twierdzen 4.2.4 1 4.2.13 wprost wynika:

Whniosek 4.2.16. Niech E bedzie przestrzeniq Kothe’go. Niech ponadto o,y @ o
bedg funkcjami Orlicza. Przypu$Sémy, ze zachodzi jeden z ponizszych warunkow:

(i) o1 st = ! dla wszystkich argumentdw,

(1) o1 st ~ o dla dusych argumentéw, gdy L™ — E |

(i1i) o1 5t ~ o™t dla malych argumentéw, gdy E — L>.

Wtedy M (E,,,E,) = E

©1 - ©p2

Podobnie, z Wnioskow 4.2.9 i 4.2.15 otrzymujemy.

Whniosek 4.2.17. Niech E bedzie symetryczng funkcyjng przestrzenig Kothe’go oraz
niech @, @1, w2 bedg funkcjami Orlicza.

1
(1) Gdy L>* — E,E, # {0} oraz istniejg liczby a,b > 0 takie, Ze %
jest niemalejgcq funkcjq zmiennej t na przedziale (0,b), to M(E,,, E,) = E,,

wtedy 1 tylko wtedy, gdy o' ~ 7 eyt dla duiych argumentow.

(it) Gdy, b, = 00, L*® 4~ E, suppE, = suppE = I oraz istnieje liczba a > 0 taka,
ze % jest niemalejacq funkcjg zmiennej t na przedziale (0,00), to
M(E,,,E,) = E,, wtedy i tylko wtedy, gdy o' ~ o1 p;" dla wszystkich
argumentow.

Zastanéwmy sie obecnie, czy dla dwoch funkeji Orlicza ¢, p; zawsze istnieje
funkcja ¢, spetniajaca relacje ! ~ @7 oyt Jedli tak, to pozostaje jeszcze pytanie,
czy istnieje formuta, przy pomocy ktérej mozemy taka funkcje skonstruowac?

OdpowiedZ na pierwsze z pytan w ogélnosci jest negatywna. Ponizszy przyktad
pokazuje nie tylko, ze taka funkcja nie musi istnie¢, ale nawet, ze przestrzen
M(E,,, E,) nie musi by¢ typu E.

Przyklad 4.2.18. Przyjmijmy ¢(u) = u?, ¢1(u) = u oraz E = L°[0,1] z normg
|2||p = supessicpo |t x(t)|. Rownowaznosé pi'py" ~ ¢~ w tym przypadku oznacza,
de upyt (u) &~ Vu, tzn. oyt (u) = 1/\/u, co nie jest mozliwe dla zadnej funkcji
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Orlicza @s. Ponadto M(E,,, E,) nie jest przestrzenig Calderona - Lozanowskiego
postaci E,, dla Zadnej funkcji Orlicza @3. Zavwazmy najpierw, ze K, = Lo\%[o, 1],

tzn. B, = E®@ | gdzie E® jest 2 - uvwypukleniem przestrzeni E oraz

x|z, = \/supesste[o,l]t ]a:(t)]2 = supesste[o,l]\ﬁ lz(t)| = HxHLo&%

Ponadto,

Aby uzasadnié ostatniq réwno$é, weimy x € B (Lcl’j\/i[O, 1]) Wtedy |z (t)| < v/t dla
prawie wszystkich t € [0, 1]. Ponadto, dla kazdego y € B (L$®[0,1]), mamy |y ()| <

1/t prawie wszedzie, wiec
1

[z (t)y (B)] < 7

co aznacza, ze HJUZJHLo} < 1, exyli ze wzgledu na dowolnosé y wnosimy, Ze
t
||IHM(L§°[O,1},L°\;>Z[0,1]) < L

Jesli natomiast x € B (M(LEO[O, 1], L0, 1])), to w szczegdlnosci dla y (t) = 1/t €
B (L*[0,1]), mamy Vt|z (t)y ()| = Vi|z ()] < 1, czyli |z (t)| < VT dla prawie
wszystkich t, wiec ||:c||L?o/ﬁ[071] < L

Wystarczy zauwazyé, Ze przestrzen Lf? \/%[O, 1] nie jest przestrzeniq typu E,,, ponie-

waz dla dowolnej funkceji Orlicza o3, Xjo.) € Eypy oraz || Xl 5,, = 1/93" (1), jednak
X[o.1] € chj\/g[(% 1].

Pokazalismy wczesniej, ze nieréwnosé o7 (u) oy (u) < ¢ H(u) dla u > 0 jest
rownowazna uogdlnionej nieréwnosci Younga ¢(uv) < ¢1(v) + po(u) dla u,v >
0. Z drugiej strony wiadomo, ze w teorii przestrzeni Orlicza klasyczna nierownosé
Younga (t.j. gdy ¢ (u) = u) jest kluczem do konstrukeji funkeji dopelniajacej w
sensie Younga, ktoéra definiuje przestrzen Orlicza dualng w sensie Kothe'go do danej
przestrzeni Orlicza. Nie inaczej mozemy postapi¢ w przypadku ogélnym, tzn. majac
dane dwie funkcje Orlicza ¢, ¢ znajdziemy nowa funkcje Orlicza @9, w taki sposob,
aby uogolniona nieréwnos$é¢ Younga pozostata prawdziwa, ale jednoczesnie aby funk-
cja @9 bylta wybrana w sposéb optymalny, tzn. byta wypukta, ale jak najmniejsza.
Mianowicie, definiujemy konstrukcje ¢ © 1 : [0,00) — [0, 00] wzorem

(p © ¢1) (u) = supfp (uv) — @1 (v)]. (4.49)

Powiemy wtedy przez analogie, ze funkcja ¢ © ¢ jest funkcjg dopelniajaca (w

sensie Younga) do ¢; wzgledem ¢. Jak pisaliSmy, w szczegblnym przypadku,

gdy ¢(u) = u, to p © v1 = ¢ jest funkcja dopemiajaca do ¢;. Operacja taka dla

klasy N — funkcji zostala prawdpodobnie pierwszy raz zdefiniowana przez Ando w
[4], a na szersza klase funkcji Orlicza zostala rozszerzona przez O’Neil’a w [93].

Aby uniknaé sytuacji, gdy w definicji (4.49) pojawia sie nieoznaczonosé typu

0o — 00, bedziemy dalej pomijali przypadek, gdy max{b,,b,, } < oo . Z drugiej
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strony zauwazmy, ze moze si¢ zdarzy¢, iz o (u) = (¢ © ¢1) (u) = oo dla wszystkich
u >0 (np. gdy 1 (t) = ¢, a ¢ (t) = ¢* lub gdy b, < o0 i b,, = 00, zob. tez Przyktad
4.2.19 ponizej). Dopuscimy ten przypadek, rozumiejac, ze wtedy E,, = {0}.

Odnotujmy jeszcze, ze w przypadku ciagowym (lub E < L) mozna definiowaé
» © 1 W inny sposob, tzn.

(P © 1)y (u) = sup [ (uv) — 1 (v)],

0<v<1

poniewaz w takim przypadku istotne jest tylko zachowanie si¢ funkcji w okolicach
zera. Djakov i Ramanujan w [30] udowodnili, ze w przypadku ciagowych przestrzeni
Orlicza zachodzi réwnosé M (191,1%) = 192, gdzie vy = (¢ © ¢1)o. Z definicji wprost
wynika, ze funkcja (¢ © ¢1)o jest niewieksza niz ¢ © ;.

Przyktad 4.2.19. Niech p,q > 1,
o(u) = uP oraz v1(u) = ul.
Biorgc vy = ¢ © 1 otrzymujemy

0 dlau=20

— " gdy p > q, 4.50
©a(u) {Oo dlau>079yp q (4.50)

0 dial>u>0
- " gdyp=q, 4.51
©a(u) {OO daus>1 IWP=a (4.51)

q

p2(u) = ((Z) . (z;) ”) wir gdy p < q. (4.52)

Aby pokazaé wzor (4.50) wystarczy zavwazyé, ze dla u > 0

po(u) = sup (uPv? —v?) > lim v? (upvp_q - 1) = o0.
v>0 V—00

W przypadku p = q, dla 1 > v > 0 mamy
uPoP? —oP =P (uP — 1) < 0 dla kazdego v > 0,
wiee po(u) = 0. Jesli natomiast uw > 1, to jak wczesniej
po(u) > lim o (WP — 1) = 0.

Wzor w punkcie (4.52) wynika natomiast z faktu, Ze dla kaZdego uw > 0 supremum

funkcji uPvP — v? jest osiggane w punkcie v = (p =y
Mnaiej elementarne przyktady pokazujgce jak wyglada funkcja p & @1 mozna znalezé

w pracach [14] i [62].

Niektore wlasnosci konstrukeji ¢ © ¢ zostaly zabrane w lemacie ponizej. Czeséé
(iii) zostata udowodniona w [110, Twierdzenie 3] przy pewnych dodatkowych zato-
zeniach (zob. tez [86] i [88]).
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Lemat 4.2.20. Niech ¢,p1 bedg funkcjami Orlicza spetniajgcymi warunek
max{by, b,, } = co. Wtedy funkcja p2 = ¢ © @1 posiada nastepujgce wlasnosci:

(i) Funkcja @y jest niemalejgca, wypukla, lewostronnie ciggla na [0,00) oraz
(ii) Zachodzi nieréuwnosé o7 *(u) o3 ' (u) < 2¢ Y (u) dla wszystkich w > 0.
o1 (u)

(uv)
funkcji niemalejgce], to 7 st =~ @~ dla wszystkich argumentéw.

(iii) Jesli b, = by, = oo oraz dla kazdego v > 0 funkcja jest rownowazna

Zatozenie, ze funkcja “DET% jest rownowazna funkcji niemalejgcej oznacza, Ze

istnieje K > 1 takie, Ze dla kazdego v > 0 istnieje niemalejgca funkcja 1, spetniajgca
oszacowania 1, (u) < i%g; < Ky (u) dla wszystkich u > 0.
Dowéd. (i) Oczywiscie, ¢2(0) = 0 oraz ¢, jest niemalejaca, poniewaz ¢ jest taka.

7 tego samego powodu o jest wypukta. Istotnie,

u-+ s uv + sv
@z( )—SUP{SO< >—¢1(v)}<
2 v>0 2

3

< Joup (o () 4 s0) — 261 0)) <
S ; (i‘iﬁ’{w(w) — @1 ()} +swp{p (sv) — 1 (U)}) _ %02(?0‘2*902(5)7

dla u, s > 0. Pozostaje wykazac, ze ¢, jest lewostronnie ciagta dla ug > 0. Rozwazmy
dwa przypadki.

19, Niech 0 < ¢9(ug) < oo. Przypusémy nie wprost, ze ¢ nie jest lewostronnie
ciagta w punkcie ug. Wtedy znajdziemy liczbe § > 0 taka, ze

pa(u) < pa(ug) — 0, (4.53)

dla wszystkich u < wug, poniewaz @, jest niemalejaca. Z definicji o wynika, ze istnieje
v > 0 takie, ze

wa(uo) < @(ugv) — p1(v) + g

Ponadto, z lewostronnej ciagtosci ¢ wnosimy, ze istnieje ¢ < u takie, ze

)
0 < p(upv) — @(tv) < 3

Zatem

) 20

Pa(t) = p(tv) — p1(v) = p(ugv) — ¢1(v) — 3 > pa(ug) — 30

co przeczy (4.53).

20, Niech ¢y (ug) = co. Przypu$émy ponownie, Ze (o nie jest lewostronnie ciagta
w punkcie ug. Znajdziemy liczbe M > 0 taka, ze po(u) < M dla wszystkich u < wy,
poniewaz ¢, nie maleje. Na mocy definicji 9, istnieje v > 0 takie, ze p(ugv) —
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¢1(v) > 3M. Ponadto, korzystajac z lewostronnej ciagtosci funkcji ¢, wnosimy, ze
istnieje t < wg takie, ze p(tv) = oo w przypadku, gdy uov > by, lub ¢(tv) >
o(upv) — M, gdy upv < by,. Zatem, gdy uov < by, otrzymujemy

Pa(t) = p(tv) — p1(v) = p(ugv) — 1(v) — M > 2M,

natomiast, gdy ugv > by, to

pa(t) = p(tv) — ¢1(v) = oo,

co daje sprzeczno$¢ z nieréwnoscia ¢o(u) < M, gdy u < .
(ii) Z definicji @9 mamy @(uv) < ¢1(v) + @2(u) dla wszystkich u,v > 0, zatem
teza wynika wprost z Uwagi 4.2.3.

(iii) Niech u > 0 bedzie ustalone i zatézmy, ze v > 7 *(u). Wtedy, dla w = o (u)

@1 (u)’

z monotonicznosci funkcji ¢, oraz Lematu 4.2.1 mamy

1 pier ! (w)
K2 o(pr ! (u)w)

210 1 1 »
cw) © KV Z g eler (W)=
1 U 1

K2o(pl(u)) K2

co oznacza, ze p(vw) < K2%p(v). Dla v < 7' (u), z monotonicznoéci funkcji ¢,
otrzymujemy

p(ow) < ooy (Ww) = (e~ (u) = u.
Konsekwentnie, przez wypuktos¢ ¢;, dla kazdego v > 0 mamy

o(vw) < K201 (v) + u < o1 (K*0) + u,

R w —
e () —sp{e () -m 0} -
= su wv) — K*v) ! < u,
o 0) ()
-1
o (u)
— | <.
902 <K2¢1‘1(U)> b
Ostatecznie, powyzsza nierownosé¢ wraz z Lematem 4.2.1 implikuje, ze

o (1) < Ko (u)ey ! (u)

dla wszystkich u > 0, co w potaczeniu z punktem (ii) daje teze. ]

a zatem

tzn.

Dzigki powyzszemu lematowi mozemy zmieni¢ zalozenie w Twierdzeniu 4.2.14.

Twierdzenie 4.2.21. Niech E bedzie przestrzeniq Kothe’'go takg, ze L>* — FE,
E, # {0} oraz niech @, p1, o bedq funkcjami Orlicza. Przypusémy, ze

M(E,,,E,) — E,,

w19

Jesl dla kazdego v > 0 funkcya “"1 g jest réwnowazna niemalejgcej funkcji (w sensie

Lematu 4.2.20 (iii)) zmiennej u > 0, to o' < @1 leyt dla duzych argumentéw.
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Dowéd. Z Lematu 4.2.20 (iii) wnosimy, ze funkcja 3 = ¢ © ¢; spetia @7 3" ~
o~ 1. Zatem, zgodnie z Wnioskiem 4.2.16, mamy

E,, = M(E,, E,) — E,,.
Wiadomo ponadto (zob. [52], Twierdzenie 2.4), ze jesli E, # {0} i E,, — E,, to

So(é“;) < 00. Zatem pa(ku) < Cp3(u) dla

pewnego C' > 1 i duzych u. Konsekwentnie, na mocy Lematu 4.2.1, dla u = o3 (v)
dostaniemy

istnieje stata £ > 0 taka, ze limsup,_, .

pa(key (1)) < Cps(py' (v) < Co

oraz

ks (v) < o3 (pa(kes ' (v)) < 31 (Cv) < Cpy'(v) dla duzych wv.

Ostatecznie wiec ™' ~ ¢ilps! < oites! dla duzych argumentéw, co konczy

dowdd. -
Ponizszy przyktad pokazuje, ze istnieja funkcje Orlicza takie, ze iloraz %

jest niemalejacy ze wzgledu na u, dla kazdego v > 0, ale nie istnieje a > 0, dla
ktorego qukCJa % bytaby niemalejaca. Zatem zaltozenia Twierdzenia 4.2.14 i
Twierdzenia 4.2. 21 me pokrywajq sie.

Przyktad 4.2.22. Rozwazmy nastepujgce funkcje Orlicza
o(u) =u* i p(u) = v?In(u+1).

Wtedy L]0, 1] — L#[0, 1], pom’ewaz’ go( ) < p1(u) dla duzych u (z0b. np. Twierdze-
nie 3.4 na str. 18 w [86]). Ponadto, = (“H) jest niemalejgcq funkcjg zmiennej

( v)
u > 0 dla kazdego v > 0. Z drugiej strony, jesli do wyrazenia fogff(Et))ta = (;fll(gia

podstawimy t = ‘pll(u), to otrzymamy

o1(u)u _ u?* 1 In(u + 1)
o1 (u)) u?In(u + 1)

— u2a lnafl/Q(u + 1) — 0,

fLw( ))
t) 1%
taka nie moze byé niemalejgca w zadnym otoczeniu zera, dla Zadnego a > 0.

gdy u — oo dla kazdego a > 0. Czyli — oo przy t — 0, a zatem funkcja

Ponizszy przyktad pozwoli przedyskutowac wiele aspektow twierdzen udowodnio-
nych w tym rozdziale. W szczeg6lnosci uzasadnia, ze pewnych zatozen pojawiajacych
sie we wezesniejszych twierdzeniach tego rozdziatu nie mozna opuscic.

Przyktad 4.2.23. Niech p(u) = “7 Zbudujemy drugq funkcje Orlicza v, ktora nie
bedzie spetniata warunku Ao dla duzych argumentow oraz bedzie taka, Ze

Y(u) = p(u) dla kazdego u >0 oraz P(u,) = @(uy),
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dla pewnego ciggu (u,) dgZgcego do nieskoriczonosci i spelniajgcego warunek

¥ (2un)
by /OO

W tym celu wezZmy cigg liczb dodatnich (a,), spelniajacy nastepujoce warunki

n+1

n1 /oo oraz 2 Z )" Fap < 3 (1) ay dla kaidego n € N. (4.54)
k=1 =
Zavwazmy, ze
n n+1 n
220" Pap = (D) M ar =3 3 (=) ak — @, (4.55)
k=1 k=1 k=1

dla kazdego n = 1,2,3.... Ponadto, dla dowolnego rosngcego ciggu liczb dodatnich
zachodzi oszacowanie

S(=1)"Fay < ap. (4.56)
k=1

Rzeczywiscie, gdy n jest nieparzyste, to

(1) ar = an + (—an-1 + an_2) + .. + (—az + a1) < ay,
k=1

gdyz na podstawie monotoniczno$ci kazde z wyrazen w nawiasach jest ujemne. Jesl
natomiast n jest parzyste, to nieréuwnosc

Z )" ag = an + (—apo1 + anoz) + .+ (—az + az) — ay < ay

zachodzi z tego samego powodu. Zatem, aby pokazaé, Ze ciqgi spelniajgce warunki
(4.54) istniejq, rozwazmy np. cigg a, = (n + 2)!. Na podstawie réwnosci (4.55)
wystarczy pokazac, zZe

33N (=) F (k+2)! < (n+3)!,
dla kazdego n = 1,2,3.... Mamy jednak, na podstawie (4.56)
Z Fle+2)!<3(n+2)! < (n+3),

dla kazdego n = 1,2,3..., wiec cigg a, = (n + 2)! spelnia (4.54).
Zdefiniujmy dalej cigg (uy,)

ug =01 u, =2 Z Fag, dlan=1,2,...

oraz cigg parami roztgcznych przedziatow I, = [up_1,uy,), n = 1,2,.... Oczywiscie
przedzialy I, sq dobrze zdefiniowane, poniewaz cigg (u,) jest $cisle rosngcy na
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podstawie (4.54). Ponadto, liczby a,, sq Srodkami odpowiednich przedziatéw I,,, tzn.

% = a,. Szukang funkcje ¥ definiujemy wzorem

W(u) = /0 S an v, (3)ds. (4.57)
n=1
Oczywiscie ¥(0) = 0, ¥(u) > 0 dla kazdego u > 0, notomiast wypuktosé 1 wynika z
monotonicznosci ciggu (ay), wiec ¥ jest funkcjg Orlicza. Mamy

) 2 .2
/In nds = an(tn — Un_1) = §(Un + Up—1) (U — Up—1) = % — . sds

dla kazdego n € N, a zatem

W) = /Ou kz::l a1, (5)ds = k}::l /Ik axds
2

n Un U
kz::l/lkss ; sds 5 o(uy)

Zauwazmy obecnie, ze ¢ > ¢. Jezeli u € [0,u1] = [0,2a4], to Y(u) = aju > u?/2.

Ustalmy n = 2,3,... oraz u € [u,_1,u,]. Wowczas
u O n—1
Y(u) = / Z ay X1, (s)ds = Z ap(ur — wp—1) + an (U — Up—1)
0 k=1 k=1
1 = Up, + Up—1
= 5 (uk Uz—ﬂ + 9 (u - un—l)
k=1
]. U/n _'_ U/n—l un + un—l
= 5 Ui_l + 9 u — 9 Up—1
n n— n Wn— h 2
_ Untu 1, Unln-t _ (u)+u7,
2 2 2 2
gdzie
h(u) = —u? 4 (Up + Un—1) U — Up Up_1.

Poniewaz dla u € [u,_1,u,] spelniona jest nieréwnosé

h(u) > max [h(up—1), h(u,)] =0, (4.58)

2

dostajemy (u) > % dla kaidego u € [un_1,uy], i konsekwentnie (u) > “72 dla
wszystkich w > 0. Ponadto, z warunku (4.54) wynika, ze 2u, € I,11 = [Un, Upt1)
oraz

¢<2un) o (un-&-l"’un)un_w
Pun) up /2
Qi1 Uy + 202 — UpsqUnp U,
_ +1 i t1ln _ o Unil
u? Up
2 n - Un 2 n
_ 2+M:1+ An+1
un un
2n n
= 1+ ot >1+a+1—>oo,
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gdy n — 0.
Oczywiscie, L¥[0,1] C L?[0,1] = L?[0, 1], poniewaz ¥ (u) > o(u) dla wszystkich u >
0, na mocy Twierdznia 3.4 w [86]. Zatem M (LY, L¥) jest nietrywialna, co wynika
z ogdlnej wlasnosci (IV). Ponadto L¥ = L?, a poniewaz 1 nie spelnia warunku
Ay (), to LY & (OC) (z0b. np. [86], str. 21), wiec LY # L¥. Obliczmy o3 = @ O .
Dla v > 1 mamy

pa(u) = suplp(uv) = (v)] > limsup [p(uu,) =9 (un)]

v>0 n—oo

1
= limsup 5“3(“2 —1) = o0,

n—oo

oraz dla dowolnego 0 < u < 1 zachodzi nieréwnosé p(uv) — 1 (v) < p(v) —1(v) <0
dla wszystkich v > 0, wiec ps(u) = 0. Reasumujgc

0 gdy 0 <u <1,
Pa(u) =
oo gdyu>1

oraz Y (u)py (u) = Y (u) < ¢ (u) dla wszystkich u > 0.
Zbierzmy wlasnosci funkcji @ oraz 1.

(a) Nie zachodzi relacja ¢~ < Yoyt dla duzych u, poniewas

L O v

liminf X—% = liminf —————
BT TR W)

2n . n n
U \/_U \/_hm U

<lm ———— = lim ——
e (p_l(w<2un)) e ?/)(2%) e \/ un-‘rl + un)un un+1un/2
= /2 lim Un = /2 lim tn
oo \/2an+1un — (2ap41 — Up)uy /2 oo \/an+1un +u2 /2
1
=2 lim ———— < V2 lim
n— oo 1 + an41 n— oo an+
2an
(b) Funkcja —g nie moze byé monotoniczna, poniewaz
Y(un) —1i Y(2uy,) _ Y(2uy,) _ ¥ (2uy) 0o gdy n — oo
p(un) ¢ (2un) 2up  AY(un) ‘

W konsekwenciji, z (a) i (b) wynika, Ze

(c)

(111).
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(d)

(e)

(f)

Nie istnieje a > 0 takie, Ze fff:zgzu jest niemalejgca w poblizu zera, poniewaz
L
t -1 —1 "
lim sup fre(t) = lim sup v (w) > lim sup M =1, (4.59)

ot fre(t)  umeem @THu) T nmee” 97 (u)

wiec dla kazdego a > 0, limsup,_,+ % — 00 .
L

Funkcya Iue Et; nie moze byé rownowazna w poblizu zera zZadnej pseudo-wklestej

funkcyi. Rzeczywzscze mamy

fr) o 7))
T ) T i) TR )

=0,

a z drugiej strony zachodzi nieréwnosé (4.59). Stqd formula (5.21) w ksigzce

[6], t.j. fuer)(t) = ggg, jest falszywa, nawet w sensie réwnowaznodci fun-
fr(s)

keji. W tym przypadku mamy jednak frrg,r)(t) = supgese; Fols) =

Zachodzi réunosé M (LY, L¥) = L™ = L¥2,

7 Tunerdzenia 4.1.6 wiemy, Ze fM(EF)(t) > ggt; Zatem monotonicznosé

Junkcji fundamentalne; farpe, ey implikuge, Ze

| e
ltn farcue, ey (£) = 9D iz oy (1) > Himsup L£2 00 > 1. (460)

t— t—0+ t—0+

Oznacza to, Ze M(LY,L¥) — L*®. Rzeczywiscie, przypusémy, Ze istnieje v €
M(LY, L?)\L>®. Wtedy x* € M(LY, L¥)\L*>® oraz z* (07) = oo, poniewaz
przestrzen, M (LY, L¥) jest symetryczna. Stad, dla kaidego t > 0

@l arze peoy = 12" arere o) = Hx*X[O’t]HM(Lw,LW) > 2" (1) HX[O’t]HM(Lw,Lw)'
W konsekwencji, na mocy (4.60), otrzymugjemy
lellascze,zey = 2" @ X0 g ey > 2 (B) = 00 gy t — 0%,

a zatem musi byé M (LY, L¥?) — L*>. Z drugiej strony LY — L¥, wigc L™ —
M(LY,L?). W konsekwencji M (LY, L¥) = L>.

Z punktu (d) wynika, Ze zatozenia Twierdzenia 4.2.14 nie sq¢ spetnione, podob-
nie zafozenia Twierdzenia 4.2.21 na podstawie punktu (b), jednakze
M(LY, L¥) C L¥* mimo, ze ¢~ * A oy .

Nie istnieje funkcja Orlicza s spetniajgca relacje o' ~ ‘ozt Jesli taka
funkeja by istniata, to na podstawie Wniosku 4.2.16 mielibysmy M (LY, L¥) =
L#3. 7 drugiej strony, z (f) wiemy, ze M (LY, L?) = L. Zatem musiatoby byé
03 & o dla dyzych argumentdéw, co jest niemoZliwe na podstawie punktu (a).
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(i) LY nie jest L? - doskonata. Rzeczywiscie, z (f) wynika, Ze

(LYY = M(M(LY, L?), L?) = M(L>,L¥) = L # L.

Twierdzenie 4.2.24. Niech ¢, @1 bedg funkcjami Orlicza takimi, Ze a, = ay,, = 0,
by, = by, = 00 oraz niech E bedzie symetryczng przestrzenig na [0, 1].

(i) Zatozmy, ze limsup,_, . i(q(w; = 0 dla kazdego v > 0 oraz zachodzi przynaj-

mniej jeden z ponizszych warunkow:

a) funkcja f,(u) = i(( 3 jest nierosngca na (0,00) dla kaZdego v > 0,

b) = E % jest rosngca dla duzych u,
c) funkcya Y9 = Y S @1 spetnia warunek As dla duzych argumentow.
Wtedy M(E,,,E,) = E,,, gdzie ps = ¢ © ¢1.

(ii) Jesli limsup,_, . z?(“’; < 00 dla pewnego v > 0 oraz limsup,_, “;(;?:)) >0 dla

pewnego w > 0, to M(E,,, E,) = L*.

w19

(iii) Jesli limsup,,_, :ZEQ(LZ; = 00 dla wszystkich v > 0, to M(E,,, E,) = {0}.
Dowéd. (i) Wystarczy, Ze udowodnimy, iz kazdy z trzech warunkoéw z zalozenia
implikuje ze @1 oyt ~1. Wtedy z Wniosku 4.2.16 Wynika r()wnos'é przestrzeni,
tj. M(Ey,, E,) = E,,. Z Lematu 4.2.20 wynika, ze relacja 4,01 Yoy < o' zachodzi
dla wszystkich argumentéw. Pozostaje wiec pokazaé, ze o' < o7 py ' dla duzych
argumentéw. Rozwazmy zatem trzy przypadki.
a) Jedli dla kazdego v > 0 funkcja f,(u) jest nierosnaca na (0,00) , to z Lematu

4.2.20(iii) dostaniemy ¢ '¢5" ~ ¢! dla wszystkich argumentéw.

b) Przypusémy, ze funkcja g (u) = i lg“; jest rosngca dla u > ug > 0. Poniewaz
1

lim sup plvw)
v—oo (P (’U)

= 0 dla kazdego w > 0,

to supremum w deﬁnicji funkcji o jest osiagane dla pewnego vy = vg(w) > 0. Dla

u > ug podstawmy w = Jesli vg(w) = v > @7 ' (u), to monotonicznosé funkeji

_1( )
g implikuje, ze

o) (w‘i@)) . (gojw) ) (o) < 0 <so<so<>> ) 1 () = 0.

o1 (u) o1 (u) Vo

Ale 3 > 0, zatem widzimy, ze musi zachodzié nieréwnosé vy < 7" (u) dla u > ug >
0. W rezultacie

o (200 < (2000 ) e < 0 (2 ) < 620 =

tzn. ¢~ (u) < o1 (w) 3 (u) gdy u > ug > 0.
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¢) Przypusémy tym razem, ze ¢, spelnia warunek A, dla duzych argumentéw, w
szczegdlnosei b, = 0o. Oznacza to, ze istnieje stata C' > 1 taka, ze po(2u) < Cpa(u)
dla wszystkich u > ug. Podobnie jak wczesniej mozemy uzasadnic, ze dla dowolnego
w > 0 istnieje vy = vo(w) > 0 takie, ze po(w) = p(wvg) — ¢1(vy). Niech u > wuy,
gdzie u; = py(up). Przyjmujac w = ;! (1) mamy

u = syt (u)] = pley () vo] = ¢1(vo) >0, (4.61)

tzn. ;! (u) > g2l 7atem 7 Lematu 4.2.20 (i) wynika, ze

vo

1> ™ [p1(vo)] > 1 e (vo)l 3 i (vo)] 902_1[901(00)]'

vo 03 (u) 200 03 (u) 25" (u)

Stad oraz na mocy zalozenia vy € Ay (00), dla u > u; > 0 mamy

vo < 1 ' @2(2 05 ()] < 1 ' (Cu),

poniewaz warunek u > wu; implikuje, ze @y (u) > uo. Z (4.61) dostaniemy
e u+ p1(vo)] = @3 () vy i dalej

o < B o) < B g )
< PO o = o (C) oy () < Coop () o™ ()

Vo

dla u > u; > 0, co konczy dowdd przypadku c).

(ii) Jesli E = L, to teza oczywiscie zachodzi, gdyz wtedy E, = L*°, dla kazdej
funkcji Orlicza 1. Zaldézmy zatem, ze E # L. Oznacza to, ze fr (07) = 0, gdyz
w przeciwnym razie, ttumaczac jak w punkcie (f) Przyktadu 4.2.23, dostaliby$my
E C L* i w konsekwencji zachodzitaby réwno$¢ F = L*°. Przypusémy, ze

lim sup o (uv) < 00, (4.62)
u—oo (p1(u)
dla pewnego v > 0. Wtedy istnieje stala K > 0 taka, ze p(uv) < Kpi(u) dla
duzych w. Ponadto z Twierdzenia 2.3 w [52] wynika inkluzja E, — E,. Zatem
L> — M(E,,, E,). Z drugiej strony, przypusémy dla otrzymania sprzecznosci, ze
limsup,, .., i(ﬁ)) =17 > 0 dla pewnego w > 0 oraz M(E,,, E,) # L*. Zdefiniujmy
nowa funkcje

() = ()

Wtedy, ponownie z [52, Twierdzenie 2.3] wynika, ze E, = E,, wiec M(E,,, E,) =
M(E,,, Ey). Ponadto funkcja fundamentalna fy; przestrzeni M(E,,, Ey) spelnia
warunek lim; o+ fa(t) = 0, poniewaz M (E,,, Ey) # L>™ (zob. dow6d punktu (f) w

Przyktadzie 4.2.23). Ponadto

o Ful® fr (0

| H X[0,t]  X[o,t]
M(Ey, Ey) (t) [z, (t)

H X[0,4]
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oraz limy o+ fr(t) = 0, wiec takze lim; .o+ f}f’”((tt)) = 0. Stad 1 z réwnosci
©1
fe (07) = 0 otrzymujemy
t 1 fe(t !
e m() et W) e

SO Fp (0 0 (1] () v g (u)’

Jednak zalozylismy, ze

ip(uw) F9(u)

n = limsup = lim sup )
u—oo p1(u) u—oo p1(u)

zatem znajdziemy ciag u, — oo taki, ze ¥(u,) > ¢1(u,). Podstawiajac v, = ¥ (uy)

—1
widzimy, ze v, > 1 (Y1 (v,)), skad iilgz’;; > 1, co przeczy wezesniejszej rownosci

lim, . o _
U— OO w—l(u)

(iii) Istnienie statych K, ug, M > 0 takich, ze p(Ku) < Mp;(u) dla wszystkich
u > ug jest konieczne, aby zachodzila inkluzja E,, — E, (zob. [52], Twierdzenie
2.4). Ponadto, w przypadku przestrzeni symetrycznych, inkluzja ta jest konieczna,
aby przestrzen M(E,,,E,) byla nietrywialna (zob. Twierdzenie 4.1.6). Jednak
limsup,, .., Zlgg = 00 oznacza, ze wyzej wspomniane stale nie istniejg, co kornczy
dowdd. [




Rozdziat 5

Przestrzenie iloczynowe i
faktoryzacja

5.1 Przestrzen iloczynowa X ©Y

Niech X i Y bedg przestrzeniami Kéthe'go nad tg samg przestrzenig miary. Zdefi-
niujmy przestrzen iloczynowa X © Y jako

XoY={zy:xe X,yeY},
z funkcjonatem
12l xoy = mf {{lzllx lylly : [2] = 2y, 2 € Xy, y € Y4},

(zob. np. [110], [94] lub [105]).

W dalszym ciggu pokazemy, ze przestrzen <X oY, [ X®Y> jest przestrzenig
quasi - Kothe’go. Zauwazmy na poczatek, ze podobnie jak w przypadku konstrukcji
Calderéna-Fozanowskiego funkcjonat ||| .y mozemy réwnowaznie zdefiniowac jako

2l xoy = nf {llzllx lylly « [2] <wy, 2 € X4,y € Vi), (5.1)

Rzeczywiscie, gdy |z| < zy, to mozemy przyjaé, ze supp (z) = supp (y). Definiujac
Yo = %Xsupp(x) widzimy, ze yo < y wiec yo € Y oraz |z| = xyo. Zatem réwnosé (5.1)
jest prawdziwa. Wynika stad tez, ze przestrzen X ® Y posiada wlasnos¢ ideatu.
Rzeczywiscie, niech z € X ® Y oraz |w| < |z|. Na podstawie definicji funkcjonatu
|-l xoy» dla kazdego € > 0 znajdziemy z € X,y € Y, takie, ze |z| = xy oraz

2l x lylly < 2l xoy +e

Zdefiniujmy h (t) = 7“;’((:), gdy z (t) # 0 oraz h(t) = 0 w pozostatych przypadkach.
Wtedy |w| = |hz| = |hx|y iskoro |hx| < |z|, to hx € X i w konsekwencjiw € X @Y.
Mamy tez

lwllxeoy <Ihzlxlylly <lzlx lyly <lzlxoy +e

co ze wzgledu na dowolno$¢ e > 0 daje |lw||yoy < ||2|lxey- Zauwazmy jeszcze, ze
korzystalismy tylko z wtasnosci ideatu przestrzeni X, wystarczy wiec, zeby tylko
jedna z przestrzeni X, Y byta idealna, aby przestrzen X ©Y tez byta.
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PrzejdZzmy do zbadania dalszych wlasnosci konstrukcji X © Y. Okaze sie, ze
bardzo przydadzg sie przestrzenie Calderéna-fozanowskiego. Zacznijmy od wtasnosci
przestrzeni Calderéna-FLozanowskiego, ktéra zostata doktadnie zbadana w pracy [60],
jednak przy zatozeniu, ze przestrzenie X i Y maja wlasno$¢ Fatou. Opuscimy obecnie
to zalozenie, lecz w zamian rozwazymy tylko szczegdlne funkcje p.

Lemat 5.1.1. Niech X @ Y bedg przestrzeniami Kothe’qgo nad tqg samg przestrzeniq
maary. Wtedy

12l 1wy 170 = inf {max {llz ], lylly } : 2] = 279", @ € Xyy € Yy}
—inf {max{[lz] . [ylly } : |2 = 279, Jlally = llylly , o€ Xy € Vi),
gdzie%—i—%:l, 1 <p,q<oo.

Dowéd. Niech z € XV/PY4, Wtedy |z| = 2'/Py!/¢ dla pewnych z € X,y € Y.

lzllx _

Przypusémy, ze W =@ > 1 i zdefiniujmy
Y

__p _4q
r1=a p+qgj7 Y1 = @p+qy,

Wtedy
ol \ 7
€T P+
ot = (F2) ™ ol = ol 1 -
y
lellx 7
(1) il = ol
y
oraz |z| = zi/Pyl’?. Oczywidcie
max {[|z] x , [ylly } = [lzllx > [[#1]lx = max{[[z1]x . Izl }-
Podobnie postapimy, gdy HIH; = b > 1. Wystarczy wtedy przyjac

P —q
r1 = CLP+‘11L', Y1 = aerqy,
Zatem rownowaznie infimum mozna zdefiniowaé¢ po elementach o tej samej normie.

Przypomnijmy, ze p - uwypukleniem przestrzeni quasi - Kothe’go X, dlap > 1,
nazywamy przestrzenn X ?) zdefiniowana wzorem

X0 ={uel’: [uf € X},

z quasi - norma

lull e = (0"
W przypadku, gdy p < 1 analogiczng operacje nazywamy p - uwklesnieniem (zob.
np. [72] lub (1.16)).
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Twierdzenie 5.1.2. Niech X i Y bedg przestrzeniami Kothe’go nad tg samq prze-
strzeniq maiary.

(i) Jes’li%—i—%zl, 1<p,g<oo, to
X0 oyW@ = xl/ryl/a

(ii) Dla 0 <6 < o0
(X ® Y)(e) =X oy®,

(iii) Zachodzi réwnosé

a w szczegolnosci
12l xoy = mf {llzllx lylly < 12l = 2y, v € Xy e Vi) =

= inf {max { ol T2 < 2l = 2y, Nelly = lglly o€ X,y € ¥, ).
(5.2)
Dowdd. (i) Niech | 41 = 1. Rownoéé zbioréw X @Y )i XV/Py/a wynika wprost
z deﬁmql Wldznny bow1em ze gdy 2 € X® © Y@, to |z| = gh dla pewnych g €
XP hev? Stad |z| = 2V/Pyl/e, gdzie g = 2P b = yl/q orazx € X4,y € Y., czyli
z € XYPy'4 Analogiczne rozumowanie dowodzi inkluzji przeciwnej. Pokazemy

réwnoéé norm. Niech z € X®P) @Y (@ = XV/Py1/4, Stosujac Lemat 5.1.1 oraz definicje
p - uwypuklenia dostaniemy

|zl xmey@ = inf{||g||X(p) 1Ally@ : |zl = gh, g € XJ(rp),h € Yf’)}

= inf{||:t||1/p g/ |2 = 2VPye, 2 e X,y € Y+}

—%iﬁﬁ{mwmmwmraxwwmugka,xex%yen}}
@ Y

. . 1 1
— inf {inf {a7 [l {7 lyl/7 |21 = P2y 0 ull = gl w € Xy € Vi)
. . 2]
— Lllgg {al/p lnf {HUHX : m = ul/pyl/q7 HuHX = HyHY7 (IS X+7y S Y+

, |2
- cllg(f) {al/p = HZHXUPYl/q .

allv
(i) Jak wezesniej, réwnosé zbiorow (X © V)P i X @ y® Wynika z definicji.
Aby pokazaé¢ réwnosé norm wezmy z € (X © Y)( )= XO oy® ). Wtedy

1/6
o 0
P (C
= inf {2 ¥ Iyl : 2 = 2y, v € Xy e Yy}

= int {2 o 21 = e, e X0 € V)

X1/py1/a

. [ 6
= inf {[lull o [Vl : |2l = ww, we X v e Y7} = ||2] xw oy
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(iii) Dowdd jest natychmiastowa konsekwencja punktéw (i) oraz (ii), poniewaz

XoY = ((X ® Y)(z))(l/z) _ (X1/2Y1/2)(1/2).

Ponadto

2
X1/2Y1/2)

1/2
l2lxey = Il uayasmyor = (1217

2
inf {max {Jlally  Iyly b Izl = V@, lally = lolly , v € Xy.y € . }]

. 2 2
= inf {max {[lzl% , Iy} } : |2l = 2y, llzlx = lylly, = € X4,y € Yy}

Dzieki powyzszemu utozsamieniu przestrzeni X ©®Y z 1/2 - uwklesnieniem prze-
strzeni Calderéna-FLozanowskiego X/2Y1/2 podstawowe wtasnosci konstrukeji X ©Y
wynikaja ze znanych wlasnosci przestrzeni X'/2Y1/2,

Twierdzenie 5.1.3. Niech X i Y bedqg przestrzeniami Kothe’go nad tg samq prze-
strzeniq maiary.

(i) X @Y jest przestrzeniqg quasi - Kothe'go. Ponadto nieréwnosé trojkata jest
spetniona ze statq 2, tzn. dla v,y € X ©Y

2+ Yl xoy <2 (12l xoy + I¥lxoy)

(i) Jesli X 1Y sq symetryczne, to takie X @Y jest symetryczna.

(iii) Jesli X 1Y spelniajq wlasnosé Fatou, to takie X ©Y ma te wlasnosé.

(iv) Przestrzen X @Y jest porzqdkowo ciggla wtedy i tylko wtedy, gdy para (X,Y)
nie jest wspdlnie porzqgdkowo nieciggla (zob. Def. 2.0.10).

1/2
Dowédd. (i) Fakt ten jest konsekwencjg reprezentacji X © Y = (X1/2Y1/2) / ,
poniewaz X /2Y1/? jest przestrzenig Kothe'go. Zatem X ®Y jest przestrzenig quasi
- Kothe’go, jako uwklesnienie przestrzeni Kothe’go. Ponadto dla x,y € X © Y

Iz +yllxoy < Izl + 1yl xor
2

o (CEATIRE W
<l + 1 sy
SR (I S (17 P
< 2 ([l oy + )

= 2(lllxoy + 1¥llxoy) -

(ii) Jesli wiemy, ze przestrzen Calderéna-Lozanowskiego X'/2Y1/2 jest syme-

tryczna, gdy X 1Y sg symetryczne, to dzieki reprezentacjii XY = (X /7Y ,
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takze X @Y jest symetyczna gdyz dowolne funkcje f, g spelniajq relaCJQ f~uyg

wtedy i tylko wtedy, gdy +/| f \/7| Stad, jedli f ~ g € (X1/2yl/2> / -
V0gl € XY2Y'V2 wiee Symetrla przestrzeni X'/2Y'Y/2 oznacza, ze \/|f| € X1/2Y1/2

||f||(X1/2y1/2 a/2) = H V ’ ’

Oczywiscie wiadomo, ze przestrzein X /2Y1/2 (lub ogélnie p (X, Y')) jest symetryczna,
gdy X 1Y sg, jednak ze wzgledu na elementarno$c tego faktu trudno znalezé prace,
w ktorej zostal on wykazany (w kazdym razie autorowi nie udatlo sie takiego zrédta
znalez¢). Zatem dla kompletnosci wyktadu przedstawiamy przyktadowy dowdd dla
X12y1/2 (dla p(X,Y) argumentacja wyglada doktadnie tak samo). Na podstawie
Lematu 4.3 w [68], str. 93 wystarczy pokazaé, ze dla kazdego z € X'/2Y'Y/? oraz
kazdego nierozszerzajacego przeksztalcenia miary w (tzn. p(w™'(A)) < p(A) dla
kazdego A € ), z(w) € XY2YY? oraz zachodzi nieréwno$é |z (w)]| xijey1/2 <
2] 1/2y1/2. Oczywidcie, gdy z € X/2Y'/2 to |z| = \/zy dla pewnych z € X,y €
Y, . Wiec dla dowolnego nierozszerzajacego przeksztalcenia miary w mamy |z (w)| =

|g||<X1/2Y1/2>(1/2)

Xl/le/Q xX1/2y1/2

z(w)y (w), gdzie z (w) € X4,y (w) € Yy, poniewaz przestrzenie X 1 Y sa syme-
tryczne. Ponadto mamy

I @)y e = inf {masc{lallx [yl } < |2 @) = V@, @ € Xpy € Vi)
)
< inf {max {1 @llx llg @I} : |2 @)] = VT @) g@), f e Xeige Vi

@)
< 1nf{max{||f||X lglly Y : |2 = \/7 fexige Y+} = [|zllx1/2y1/2

gdzie nieréwnos¢ (1) wynika z faktu, ze jesli |z (w)| = 4/ f ifeXy,geYy,
todlaz = f(w), y = g (w) zachodzi réwnosé ]z( )| = \/_, gdz1e reX,,yeY,.
Aby zobaczy¢ nieréwnosé (2) zauwazmy, ze jesli |z| = /fg, to |z (w)| = /[ (w) g (w),
a ponadio 1 @)Ly < Il i lg@Ily < llglly na podstawie Lematu 4.3 w (65,
str. 93.

(iii) Przestrzen X'/2Y/2 posiada wlasnoéé¢ Fatou, o ile X,Y € (FP) (zob. np.
[77] lub [86], Wniosek 3, str. 185), zatem wprost z definicji uwklesnienia wynika, ze

przestrzen <X1/2Y1/2)1/2 tez ma wlasnoéé¢ Fatou.
(v) Funkcja p (u, v) = u'/?v'/? spetia warunek Ay (P, L, R, zatem z Twierdze-
nia 2.0.12 wynika, ze X/2Y'Y/2 € (OC) wtedy i tylko wtedy, gdy (X,Y) & (JOD).
]

W dalszym ciggu zajmiemy sie przestrzeniami symetrycznymi. Aby znalezé wzor
na funkcje fundamentalng przestrzeni X ©Y udowodnijmy nieréwnos¢, ktorg mozemy
nazwa¢ odwrotna nieréwnoscig Czebyszewa (zob. [38]).

Lemat 5.1.4. Przypusémy, zZe dla pewnego mierzalnego wzgledem miary Lebesgue’a
m zbioru A C Ry zachodzi réwno$é f (t) g (t) = a > 0, dla kazdego t € A, gdzie
0< f,ge L'[A X, m]. Wtedy

A) /A fgdm < /A fdm /A gdm.
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Dowéd. Zauwazmy, ze dla s,t € A mamy

(f(s)=f @) (g(s) —g(t) <O,

poniewaz f (t) g (t) = a dla kazdego t € A. Caltkujac powyzsza nier6wnosé po s it
otrzymamy

0> [ ([ U6 =105 =g @) dm(®)) dm (s) =

:2m(A)/Afgdm—2/Afdm/Agdm,

co konczy dowdd. ]

Uwaga 5.1.5. PowyZszq nierownosé mozna tez udowodnié¢ wykorzystujgc nieréwnos$é
Jensena. Ponadto, jesli przyjmiemy 0 < f = 37 aiXfi—1,5), 0 < g = 220 biX[i—1,)
to bezposrednio z powyzszego uzyskamy odpowiednig nierownosé dla ciggow, tj.

oilebja;=a>0dlai=1,2....n.

Twierdzenie 5.1.6. Niech X,Y bedg symetrycznymi, funkcyjnymi przestrzeniami
Kéthe’go z funkcjami fundamentalnymi fx i fy, odpowiednio. Wtedy funkcja funda-
mentalna fxoy przestrzent X ©Y wyraza sie wzorem

fxoy (t) = fx (t) fy (t),
dla kazdego t € I.

Dowéd. Niech t € I. Nierownos¢ fxoy (t) < fx (t) fy (t) jest oczywista na mocy
definicji [|-|| y oy, Poniewaz

Ixwa )., =mf Izl lully  xon = 29,7 € Xy y € Vi } <

XoY

< xon| [, = £x @ £ ).

Udowodnimy nieréwnos¢ przeciwna. Przypomnijmy, ze kazda symetryczna przestrzen

Ko6the'go X spetnia inkluzje X LM fx, gdzie My, jest przestrzenig Marcinkiewicza
(zob. np. [8], [68]). Stad, dla dowolnego = € X takiego, ze supp (x) C [0, ], mamy

ol > s (fX ©) [0 (9 ds> |

[

<v<

Zatem z nierownosci Hardy’ego oraz Lematu 5.1.4 wynika, ze

HX<0¢>HXQY = inf {Hflfo lylly : X0 =2y, v € Xy, y € Y+} =
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> inf{ SUPo< vt (fxv(v) Jo x*(s)
X,y =
M t fL@ t o« )
}inf{( ¢ Jox s)ds)( i foy<5>d8>'}
X(07t> = Iy7 YRS X—l—,y S Y+

ds) SUPg <yt (fYU(U) oy (s) ds) :
Yy, T € X+7 y e Y+

> fx (1) f (1) inf{ (i iz ()ds) (3w (s) ds) : }

X<07t> l‘y, YIS X+7y S Y+

in Lga(s)y(s)ds) :
> fx (t) fv (t) f{ Xow :Oxy,x cXpyely }
(

= fx (t) fv (1)

Uwaga 5.1.7. Na mocy Uwagi 5.1.5 wnosimy, Ze powyzsze twierdzenie pozostaje
prawdziwe w przypadku symetrycznych, ciggowych przestrzeni Kothe’go. To znaczy

fxoy (n) = fx (n) fy (n), dla kazdego n € N,

gdzie przez (fx (n)) rozumiemy cigg fundamentalny przestrzeni ciggowej X, tzn.

fx (n) = HX{I,Z ..... n}HX~

5.2 Iloczyn przestrzeni Calderéna -
YLozanowskiego

Na poczatek zajmiemy sie inkluzja
By © By — By

Twierdzenie 5.2.1. Niech E bedzie przestrzenig Kothe'go oraz niech @, py i @9
bedg funkcjami Orlicza.

(i) Jesli 15" < o7t dla wszystkich argumentéw, to E,, © E,, — E,.

i) Jesli oyt < ot dla duéych argumentéw oraz L® — E. to E, ® E,, —
®1 Y2
E,.
i) Jesli o7 st < @71 dla matych argumentow oraz E — L™, to E,, ® E,, —
¥1 Y2
E,.
iv) Jesl E jest funkcyjng przestrzenig Kothe’'go takq, ze E, 0} oraz E,, ®
1
E,, — E,, to o1 ot < ! dla duéych argumentow.
(v) Jesli E jest funkcyjng przestrzeniq Kothe’qgo takq, Ze suppE, = Q, L® 4+ E
oraz jesli E, © E,, — E,, to o1 oyt < @71 dla matych argumentow.
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(vi) Jesli e jest ciggowq przestrzenig Kothe’go takg, ze sup; ||le;l|, < oo, [* % e
oraz jesli ey, © ey, — €4, to 01yt < ot dla matych argumentow.

Dowéd. Punkty (i) — (i) sa bezposrednia konsekwencja Twierdzenia 4.2.4. Rze-
czywiscie, z Twierdzenia 4.2.4 wynika, ze E,, — M (E,,, E,). Oznacza to, ze dla
dowolnego x € E,,, oraz dla kazdego y € £,

xry € L.

Jednak przestrzen E,, © E,, wedlug definicji sktada si¢ z iloczynéw zy, gdzie x €
E,,,y € E,, . Stad E, © E,, — E,.

Punkty (iv), (v) wynikaja jak poprzednio, z wczesniej udowodnionego twierdzenia.
To znaczy, jesli B, © E,, — E,, to dla dowolnego =z € E,, oraz dla kazdego
y € E,,, vy € E,. Oznacza to, ze v € M (E,,, E,). Zatem na podstawie Twierdzenia

P15
4.2.5 zachodzi relacja o7 py' < ¢! odpowiednio dla wszystkich lub dla duzych
argumentow.

W analogiczny sposéb punkt (vi) wynika z Twierdzenia 4.2.8. n

Uwaga 5.2.2. Zwréémy uwage, Ze zatoZenie E, # {0} w punkcie (iv) jest uzasad-
nione. Jesli bowiem E = L™ to B, = E, = E,, = L* dla dowolnych funkcji
Orlicza ¢, o1, p2. Wtedy oczywiscie E,, © E,, = E, i Zadna zaleznos¢ miedzy tymi
funkcjami nie jest konieczna. Warunek E, # {0} w powyzszym mozna ostabié¢ jak w
uwadze po Twierdzeniu 4.2.5, tzn. w dowodzie potrzebujemy tylko, aby

E|a>0v0<t<aEIAEE||XA||E =1.

Jako natychmiastowy wniosek z powyzszego twierdzenia otrzymujemy nastepuja-
ce uogdlnienie wynikéw O’Neil’a (zob. Twierdzenia 6.5, 6.6 1 6.7 z [93]) z przestrzeni
Orlicza na przestrzenie E,.

Whiosek 5.2.3. (i) Niech E bedzie funkcyjng przestrzenig Kothe’go takq, Ze L 4
E oraz suppE, = ). Woéwczas E,, © E,, — E, wtedy i tylko wtedy, gdy o7ttt <
ot dla wszystkich argumentéw.

(77) Niech E bedzie funkcyjng przestrzeniq Kithe’'go takq, ze L — E oraz E, #
{0}. Wowczas E,, ® E,, — E, wtedy i tylko wtedy, gdy 01yt < b dla duzych
argumentow.

(7i1) Niech e bedzie ciggowq przestrzeniq Kdthe’go takg, zZe 1 < e — [ oraz
limsup, [|e;|, < 0o. Wowczas e,, ®e,, — e, wtedy i tylko wtedy, gdy 1 03" < ¢~
dla matych argumentow.

Zajmiemy si¢ obecnie inkluzja E, — E, © E,,.

Twierdzenie 5.2.4. Niech E bedzie przestrzeniq Kothe'go oraz niech ¢, @1 i @
bedq funkcjami Orlicza.

(i) Jesli o1 oyt = o7t dla wszystkich argumentow, to E,— E, ©Eg,.
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(ii) Jesli 1 03" = o7t dla duzych argumentéw i L™ — E, to E, — E, ® E,,.
(iil) Jesli oy 'ps' = o=t dla matych argumentéw i E — L, to E, — E,, ® E,,.

iv) Jesli E jest symetryczng, funkcyjng przestrzeniq Kothe'go, E, oraz
iv) Jesli E jest t kcyg t g Kdthe'go, E 0
E,— L, © Eg,, to o1 ot = ! dla duéych argumentow.

(v) Jesli E jest symetryczng, funkcyjng przestrzeniq Kothe'go, suppE, = £,
L>* 4 FE oraz E, — E, O E,,, to o1 ot = 1 dla matych argumentow.

(vi) Jesli e jest symetryczng, ciggowq przestrzeniqg Kdthe’go, e € (OC) oraz
Cp > €y O €y, L0 o1 st = ! dla matych argumentiw.

Dowdéd. (i) Niech z € E,\ {0} . Oznaczmy

BN a
YT\ )
EW

-1 210)
% (1) :{ el (t))ﬁll(y(t)wzl(y(t)) gdy 1€ supp(z), (5.3)

0 W p.p.,

dla ? = 1,2. Odnotujmy najpierw, ze elementy z; sa dobrze zdefiniowane. Rzeczywi-
Scie, jesli a, = 0 to y (t) > 0 dla p—p.w. t € supp (z). Jedli natomiast a, > 0, to z
zatozenia o7 'os ' = ¢! wynika, ze a,, > 0 oraz a,, > 0. Istotnie, gdyby a, > 0
oraz a, = 0 (lub a,, = 0), to nieréwnos¢ Doy (u) 5" (u) > ¢t (u) nie bylaby
spetniona przy u — 0. W konsekwencji ¢7' (0) = a,, i ¢5' (0) = a,,. Ponadto,
jesli stata D > 0 jest jak w (4.32), to gdy v — 07, dostaniemy a, < Day,a.y,.
Udowodnimy obecnie, ze

0 (z) <y i=12 (5.4)
VP 2llg,

Jesli y (t) =0, to
z

2 (t) E . )
i(t) = PR H(0) < "0 Y H0) < VD ||Z||E¥,902 H(0)
P1 P2 P1P2

i w rezultacie

zi (1) Ca
Pi (ﬁ) ||Z||E¢> =0=y(t).

Jesli natomiast y (t) > 0, to

o IO
=T e s >

m@f (v (®) = /Dl (v (1))

N
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zatem dowiedliSmy nier6wnosé (5.4). Stosujac (5.4) dostaniemy

21
Loy | == < IlWllz <1
1 (\/Dnznﬂp)
To znaczy, ze HleEw1 < /D|zll,- Podobnie HZQH%2 < /Dllzllp,. Oczywiscie,

|z| = z120. Stad z € E,, © E,, oraz HzHEWQE% < D|zlg, -
(11) Zauwazmy, iz zatozenie L>* — E implikuje, ze L™ — E,, L* — E, i
L% — F,,. Jedli ponadto b, < 0o, to E, — L. Stad

ESO:LOO :LOOQLOOC—)Esol ®E$027
zatem twierdzenie jest prawdziwe, gdy b, < oo.
Przypu$émy, ze b, = oo. Ustalmy v = ¢! (ug) , gdzie ug jest jak w (4.32) oraz
niech v; > 0 bedzie taka, ze
max {¢1 (1), 2 (1)} Ixallp < 1/2.
Niech z € S (E,) . Zdefiniujmy
A={te€supp(2): |z ()] >},

B = supp (2) \A = {t € supp () : [z (t)| <~}

Dalej oznaczmy

o B0
i (v (1)) \/ e o 8V €A,
y = (lz]) oraz z (t) = 12| () gdy teB,
0 W D.p.

dla i = 1,2. Poniewaz ¢ () > 0, to elementy z; sa dobrze zdefiniowane. Jesli t € A,
to

z| (t) <

|
)yt (y (1))

< o) m < VDo (y(1)).

|
o1 (y (t

skad

Z1 1 Z1 1
o [ =2ixa ) < m o [ va ) < 2 Il < 172
o (5om) < 5t (Fa) < 5 bl <1
Potézmy Ao = /7/71. Wtedy

<1
I<p1 ()\OXB) < @1 (’71) HXQHE < 1/2.
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Zatem, dla n = min {1, /\io, ﬁ} , dostaniemy

I, (n21) < L.

Oznacza to, ze HZlHEm < % Analogicznie H22||E¢2 < % Oczywiscie |z| = 2129, wiec

2 € By © Ey, oraz ||z| g, < n% W konsekwencji

10E¢,

1
el o, < o 21,

dla kazdego niezerowego z € E,,.
(iii) Jedli p1lpy' = ! dla malych argumentéw, to na podstawie Lematu
4.2.2(ii)(a), istnieje stata D; > 0 taka, ze

¢ (u) < Dy (u) 9y (u) (5.6)

dla wszystkich v < M, gdzie M jest stalag wlozenia F M poe

Zatem definiujac
_ 2|
AN
E,

dostaniemy, ze |ly||; < 1 co dalej oznacza, ze ||y||; < M|yl < M. Mozemy
wiec postapi¢ doktadnie jak w dowodzie punktu (i), poniewaz oszacowania (5.5)
pozostana prawdziwe na podstawie (5.6).

(iv) Przypuéémy, ze warunek o7y,
argumentéw. Wtedy istnieje ciag (u,) rosnacy do nieskonczonosci i taki, ze dla
kazdego n € N

'~ ¢! nie jest speliony dla duzych

QnSofl (un) 9051 (un) < 9071 (tn) - (5.7)

Pokazemy, ze istnieje ciag (z,) taki, ze

AT

00, (5.8)

1zl g,

co bedzie oznaczalo, ze wlozenie £, — E, © E,, nie zachodzi. Przyjmijmy wigc
Zn = Tpln, gdzie
Ty = @Il (un) XAps Yn = 9051 (un) XAy,

oraz zbiory A, sa wybrane tak, ze

[unxaulle =1,

(zob. dow6d Twierdzenia 4.2.5 (i)). Niech 1 € YW U Y (zob. def. (4.29)). Wtedy
dla A < 1, korzystajac z wypuktosci funkeji ; i Lematu 4.2.1(v) dostaniemy

o) - [ (2

1

= S lalls > 1

> *len (o ) xa,

B
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Jesli natomiast p; € Y@, to I, (%") = oo dla A < 1 i dostatecznie duzych n.
Zatem Hxn“Eq)1 > 1 i podobnie ||yn||Ev2 > 1. Stosujac Twierdzenia 5.1.3(i7) i 5.1.6,
dostaniemy

HZTLHEWQEW = @Il (un) 9051 (un) fEm@Egp2 () (5.9)
= 901_1 (un) 902_1 (un) ng,;1 (Vn) ng;Q (Vn)

lall, Ngally,, > 1.

gdzie v, = m(A,). Ponadto z nier6wnosci (5.7), wypuktosci funkcji ¢; i Lematu
4.2.2 wnosimy, ze

L(2'2) = [ (277" (un) 03" (un)) xa,

< lunxanllp =1

P H(’O (Sp_l (%)) XAnHE (5.10)

Zatem ||z, 5, < 1/2", co razem z nieréwnoscia (5.9) daje warunek (5.8).

(v) Zaltézmy, ze warunek ¢ '¢s' = ! nie zachodzi dla matych argumentéw.
Wtedy znajdziemy ciag (u,) zbiezny do zera spelniajacy nieréwnosé (5.7). Dalej,
postepujac jak w Twierdzeniu 4.2.5 (ii) znajdziemy ciag zbioréw (A,) taki, ze
|lunxa, |l = 1. Wtedy wystarczy postapi¢, jak w punkcie (iv) powyzej.

(vi) Przypuéémy, ze warunek ¢;'o,' = ¢! nie jest spetniony dla matych
argumentéw. Wtedy znajdziemy ciag (u,,) zbiezny do zera i taki, ze

2n90I1 (tn) 90;1 (un) < 9071 (tn) -

Skoro e € (OC) i e € (FP), to lim,

n istnieje 1, takie, ze

22:0 ekH — 00. W konsekwencji, dla kazdego

in in+1
Uy, Z er]] <1 <u, Z ek
k=0 e k=0 e
Ponadto symetria przestrzeni e implikuje, ze sup; |le;l|, = |ler]|, = M, wiec

Up ||€in41]], = Mu, — 0, gdy n — oo. Ale

in+1 in
1 < Un Z €k < Up, Z €k + Un ||67:n+1||e7
k=0 e k=0 e
wiec
in
=
0<1—uy | x| <unlleg,ll, "= 0.
k=0 ¢
Zatem

Up, <1liu, 1,

in
Yo
k=0

in
Yo
k=0

(& €

gdy n — oco. Podstawiajac

in in
Ty = gpl_l (uy) Z € oraz vy, = g02_1 (up) Z e
k=0 k=0
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dostaniemy

1901 (.’ﬂn) < L.
Ponadto, dla duzych n zachodzi réwnosé ¢ (901_1 (un)) = u,, wiec dla takich n
mamy

Iy, (22,) = o1 (2%_1 (Un)) > 2u,

e

— 2 gdy n — oo.

in
> e
k=0

in
S e
k=0

e

Zatem, dla odpowiednio duzych n, 1 > ||:1cn||%1 > 1/2, podobnie 1 > ||yn||e<p2 >1/2.
W konsekwencji, biorac z, = x,y, i thumaczac jak w (5.9), na mocy Uwagi 5.1.7
mamy ||zn||6m®%2 > 1/4. 7 drugiej strony, analogicznie jak w (5.10), dostaniemy
I, (2"z,) < 1, co implikuje warunek (5.8) i konczy dowdd. |

Whniosek 5.2.5. (1) Niech E bedzie symetrycznag, funkcyjng przestrzeniq Kéthe go,
L> o E oraz suppE, = Q). Nizej wymienione warunki sq rownowazne:

(a) o1tost = @t dla wszystkich argumentdw.

(b) Ep — Ep © Ey,.
(2) Niech E bedzie symetryczng, funkcyjng przestrzeniq Kdéthe’go, L™ — E oraz
E, # {0} . Nizej wymienione warunki sq réwnowazne:

(a) o1ty = ¢ dla duzych argumentéw.

(b) E, — E, © Ey,.
(3) Niech e bedzie symetryczng, ciggowq przestrzeniq Kothe’go oraz e € (OC) . Nizej
wymienione warunki g rownowazne:

(a) o1yt = ¢! dla matych argumentow.

(b) ep = €y, O €.

7 wyzej udowodnionych Twierdzen 5.2.1 i 5.2.4 wprost wynika wniosek.

Whniosek 5.2.6. (1) Niech E bedzie symetryczna, funkcyjng przestrzeniq Kithe go,
L> <+ FE oraz suppE, = Q. Nizej wymienione warunki sq rownowazne:

(a) p1lpst ~ ¢! dla wszystkich argumentdw.

(b) E, = Ey, © Eg,.
(2) Niech E bedzie symetryczng, funkcyjng przestrzeniq Kothe’go, L™ — E oraz
E, # {0} . Nizej wymienione warunki sq réwnowazne:

(a) o1yt = ™! dla duzych argumentouw.

(b) E, = E,, © Eq,.
(3) Niech e bedzie symetryczng, ciggowq przestrzeniq Kothe’go oraz e € (OC) . Nizej
wymienione warunki g rownowazne:

(a) o105t m ™! dla matych argumentow.

(0) €p = €p) © €y

Podobnie jak w rozdziale dotyczacym przestrzeni multiplikatorow, pozostaje
pytanie jak skonstruowaé¢ funkcje o, tak aby dla danych ¢1, ¢ zachodzita relacja

1oyt R
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Funkcje ¢ & ¢y definiujemy wzorem
(01 ® 2) (w) = inf {1 (0) + 02 (W)}

dla u > 0, gdzie 1, @9 sa funkcjami Orlicza. Operacja @1 @ s zostata zdefiniowana
w [110] i [28], a pdzniej byta badana tez w pracach [13], [86], [88] 1 [106]. Okazuje sig,
ze tak skonstruowana funkcja posiada porzadane wlasnosci. Punkt (ii) nastepujacego
twierdzenia zostal udowodniony w pracy [110] dla niezdegenerowanych funkeji Or-
licza, a w pracy [106] nawet dla ciaglych i rosnacych funkcji na R, jednak autorzy
nie dopuszczali funkcji, ktore zerujg sie poza zerem lub przyjmuja ,warto$¢” oco. Dla
kompletnosci wyktadu zamieszczamy ponizej dowdd obejmujacy tez takie przypadki.

Twierdzenie 5.2.7. Niech @1, @9 bedg funkcjami Orlicza oraz niech ¢ = p1 & @s.

(i) Funkcja @ jest lewostronnie ciggla, niemalejgca i lim, o ¢ (u) = c0.

(ii) Zachodzi nieréwnosé

P (W) <or (W) ey (u) <97 (2u), (5.11)
dla wszystkich u > 0.

Dowéd. (*) Zauwazmy na poczatek, ze infimum w definicji funkeji ¢ @ ¢ mozemy
zastapi¢ przez minimum, tzn.

(01 @ o) (u) = inf {1 (v) + 2 ()} =

= min {1 (v) + g2 (W)},

dla wszystkich u > 0. Rzeczywiscie, ustalmy u > 0 takie, ze (o1 @ ¢2) (u) < 00
i przypustémy, ze ciagi (wy,), (v,) realizuja powyzsze infimum, tzn. u = w,v, i
(p1 @ 2) (u) = lim, 00 91 (Un) + 2 (wy,). Jesli bytoby limsup, . w, = oo, to
o1 (vn) + @2 (w,) — o0, co przeczyloby zalozeniu (p; @ p9) (u) < oo, podobnie
(v,) nie moze by¢ nieograniczony. Z drugiej strony, gdyby liminf , . w, = 0, to
musiatoby by¢ lim sup v,, = 00, co jak wczesniej pokazaliSmy jest niemozliwe. Zatem
ciagi (wy), (v,) posiadaja punkty skupienia u,v > 0. Jesli (¢1 ® p9) (u) = o0, to
znaczy, ze kazda para realizuje infimum.

(i) Na poczatek wykazemy monotoniczno$é. Niech 0 < uy < ug. Jesli vows = s
oraz 1 (v2) + @2 (w2) = ¢ (uz) (z (*) wynika, ze takie liczby istnieja), to definiujac
V1 = Vg, Wy = ’;—; < Z—j = wy, na podstawie monotonicznosci ¢, dostaniemy

@1 (v1) + @2 (w1) < @1 (v2) + 02 (w2),

co pokazuje, ze

pw) = inf {er (o) +p2 (0)}

ul=viw

< 1 (v2) + o2 (wa) = @ (ug).
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Aby pokazaé, ze ¢ jest lewostronnie ciggla, ustalmy dowolne ug > 0 i na poczatek
zatdzmy, ze ¢ (up) < 0o. Przypusémy, ze ¢ nie jest lewostronnie ciaglta w ug. Wtedy,
na mocy monotonicznosci ¢, oznacza to, ze istnieje o > 0 taka, ze dla kazdego u < ug
zachodzi nier6wnos¢

@ (ug) > ¢ (u) + 6. (5.12)
Zdefiniujmy liczby

a; =sup{t>0: ¢ (t) <@ (up) +d},

4y = sup {t > 0: 5 (1) < i (ug) + 3}

Dalej, niech u,, /" ug. Na podstawie (*) znajdziemy v,,w, > 0 takie, ze v,w, = u,
oraz
@ (un) = @1 (vn) + 2 (wy) -

Wtedy v, < a1 i w, < ao dla kazdego n. Stad przechodzac do podciagdéw, na
podstawie zwartosci przedziatéw [0, aq] i [0, as] mozemy przyjaé, ze v, — vy < a1 i
w, — wy < ag, skad uy = vowy. Ale @1 1 @9 sa ciagle na przedziatach [0, a;] i [0, as],
wiec

@ (un) = @1 (vn) + 2 (wn) — @1 (o) + 2 (Wo) = ¢ (o),

co jest sprzeczne z nier6wnoscig (5.12).
Przypusémy, ze ¢ (ug) = oo i ¢ (u) < oo, dla kazdego u < wug. Niech w, /" wp.
Zmajdziemy v,,w, > 0 takie, ze v,w, = u, i

w (un) = 1 (vn) + 2 (wn) (5.13)

Pokazemy, ze ¢ (u,) — co. Z réwnosci (5.13) i zatozenia ¢ (u,) < oo wynika, ze v, <
by, 1wy < by, dla kazdego n. Zatem przechodzac w razie koniecznosci do podciagu,
mozemy przyjac, ze v, — Uy < by, 1wy, — wo < by,. Stad ug = vowy. Rozwazmy dwa
przypadki. Jesli max {¢; (v,) , @2 (w,)} — 00, to na podstawie (5.13), ¢ (u,) — o0,
wiec ¢ jest lewostronnie ciagta w ug. Jesli max {¢1 (v,), @2 (w,)} < M dla kazdego
n, to z ciagtosci funkeji 1 1 o wynika, ze tez max {¢; (vg), @2 (wo)} < M. Stad

@ (ug) < 1 (Vo) + @2 (wo) < 2M,

co przeczy zalozeniu, ze ¢ (ug) = 00, a zatem konczy dowdd lewostronnej ciagtosci
funkcji ¢.

Pozostato pokazaé, ze ¢ (u) — oo, gdy u — oo. Niech u,, — oo i v,, w, > 0, v,w, =
up, beda jak w (5.13). Warunek u,, — oo oznacza jednak, ze limsup,,_, ., v,, = 0o lub
lim sup,,_, ., w, = 00, co z kolei daje

limsup ¢ (u,) = limsupp; (v,) + @2 (w,)

n—o0 n—oo

n—oo

> max {lim sup @1 (v,,) , lim sup (wn)} = 0.

Stad i z monotonicznodci ¢ wnosimy, ze lim, . ¢ (u,) = o0, a ze wzgledu na
dowolnos¢ (u,) dostajemy lim, . ¢ (u) = co.
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(ii) Zauwazmy, ze wystarczy pokazaé tylko lewa nieréwno$¢ z warunku (5.11),
poniewaz druga wynika wprost z definicji konstrukcji ¢ @ o oraz dowodu Uwagi
4.2.3. Odnotujmy, ze we wspomnianym dowodzie korzystalismy z Lematu 4.2.1,
ktory jednak pozostanie prawdziwy takze dla funkcji ¢ = ¢ @ @9, choé¢ nie musi
by¢ ona wypukta, poniewaz nigdzie w dowodzie nie korzystaliSmy z wypuktosci,
a jedynie z monotonicznosci i lewostronnej ciggtosci. Niech 0 < t < oo bedzie
dowolne i ustalone, przyjmijmy u = ¢! (). Wtedy z Lematu 4.2.1 mamy ¢ (u) =
@ (p~t(t)) <t < oco. Niech ponadto w,v > 0, u = vw beda takie, ze

p(u) = 1 (v) + p2 (W)
Wtedy ¢ (u) = @1 (v) 1 ¢ (u) = @ (w). Ponadto ¢ (v) < 0o oraz s (w) < 00 i z
Lematu 4.2.1 dostaniemy

v< @i (p(u) oraz w < @y (¢ ().
Zatem
u=vw < gy (@) e (¢ (u).

Skoro u = ¢! (t), to ¢ (u) < t i mamy

e ORT Ol OF

Ze wzgledu na prawostronng ciaglosé funkcji o', ¢3! i ;! nieréwnosé pozostaje
prawdziwa tez dla t = 0. [

1

Dolny indeks Matuszewskiej - Orlicza definiuje sie jako
o () = sup {p € R : Inrz0Vusnacon) @ (au) < MaPp (u)}. (5.14)

W pracy [52] pokazano, ze jesli funkcja ¢ : Ry — Ry jest lewostronnie ciagta,
niemalejaca, lim, . ¢ (u) = oo oraz a (¢) > 0, to przestrzen Calderéna - Lozanow-
skiego E, jest przestrzenia quasi - Kothe’go. Ponadto, gdy a(¢) > 1, to istnieje
na E, norma réwnowazna do oryginalnej quasi - normy, z ktérg przestrzen E,
jest przestrzenig Kothe’go. Oczywiscie, jesli ¢ jest funkeja Orlicza, to z wypuklosci
funkcji ¢, na podstawie Lematu 1.2.2 wynika, ze a () > 1.

Lemat 5.2.8. Niech @1, ps bedq funkcjami Orlicza. Jesli o = o1 @ pa, to
() > 2. o)y

Dowdéd. Niech o/ = min{a (1), a(p2)} 1 ustalmy dowolne o < «'. Ponadto,
przyjmijmy M (o) = max {My, My}, gdzie My, My sa jak w definicji (5.14), tzn.
1 (au) < Mia®pq (u) oraz ps (au) < Maa®ps (u) dla wszystkich u > 01 a € (0,1).
Mamy

p(au) = inf {o1(v)+¢2(w)} =
= it i (V) + s (Vi) <
< Ma®? inf {1 (s) + 02 (1)} = Ma*p (u),

dla kazdego u > 01 a € (0,1). Poniewaz o < o’ byta dowolne, to przechodzac do
supremum, otrzymujemy zadany wynik. [ ]
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Twierdzenie 5.2.9. Niech @1, s bedg funkcjami Orlicza, ¢ = @1 & py oraz E
bedzie przestrzeniq Kothe'go. Wtedy E,, © E,, = E,.

Dowéd. Zacznijmy od inkuzji E,, © E,, — FE,. 7Z definicji funkcji ¢ @ @2 wynika,
7e

p (uv) < @1 (u) + @2 (v)
dla wszystkich w,v > 0. Niech z € E,, ©® E,,, z # 0. Wybierzmy dowolne 0 <
r € E,,0<ye b, tak, aby |2| = zy. Poniewaz a (1) > 11 a(ps) > 1, to
z Lematu 5.2.8 wynika, ze o (p) > 1/2. Zatem, dla p = 1/3 istnieje M > 0 taka,
ze ¢ (au) < MaPp (u) dla wszystkich u > 0,a € (0,1). Ustalmy a > 0 takie, ze

2a'3 M < 1. Wtedy
X Yy
“\els Tl
Loy Y By

I, . as <Ma1/3
E
z Y
< Ma'? | oy [ 7—— + ||p2
ol )| 1 e, ),

< 2a'PM < 1.
Zatem ||z||p < %II?JHEW [yllg,, 1 w rezultacie ||z[|; < éIIZHEm@% , ezyli Byl ©

E,, ks E,. Zastanéwmy si¢ nad inkluzja E, — E, ®E,,. Niech z € E,\ {0} . Niech

ponadto y, 21 1 23 beda jak w (5.3). Identycznie jak w Twierdzeniu 5.2.4 dowodzimy,
ze

E

g0¢< “i ) <y, i=1,2. (5.15)
VI,

Wtedy

Z.
L, (Z) < lyllg <1
VIIzlle,
zatem ||zl||Em < /llzllg, oraz ||22||E¢2 < (/lIZllg, - Oczywiscie |z| = 2122, wiec
|

2 € By © By, oraz ||Z||Em@E(p2 < |z, -

Uwaga 5.2.10. Posta¢ przestrzent E,, © E,, mozna uzyska¢ tez z Twierdzenia
5.1.2 oraz twierdzenia reiteracyjnego dla przestrzeni Calderéna-fozanowskiego (zob.
Przyktad 5 na str. 180 w [86]), ktore mowi, Ze

Po (Pl (XvY) ) P2 (X7Y)) = p<X7Y)7

) = o (pl (Sat) y P2 (57t))' ermy jednak7 ze Ecpl = Por (E’Loo% ESOQ =
dzie Py, , Py, S@ 2definiowane jok w (1.9). Wtedy dla p1 = py,, p2 = P,
1/2 1/2 Zatem dla s,t > 0 mamy

gdzie p(s,t
Pes (B, L%), g
oraz po (s,t) = s/2tY2 mamy p = I

e = (1 ()" (5 (2)"-
- (= () ()"
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1/2
Stqd, przyimujgc "t = (<p1‘1902‘1) / , mamy p = py zgodnie z definicjg (1.9). Czyli

reiterujgc dostajemy
EYPE)N? = py (E,L®) = E,

Ponadto, na podstawie Twierdzenia 5.1.2 dostaniemy
(1/2) 1/2
E, © By, = (EY?E)?) " = By,

Widzimy tez, ze

1/2
B} = B,
gdzie o (t) =1 (ﬂ) Ostatecznie
Em © sz = Esm

gdzie
o (t) = (Vi) (5.16)
Pozostaje jeszcze zauwazyé, ze gdy funkcje ¢ i 1 sq niezdegenerowane (tzn. r16z-
nowartosciowe), to z ostatniej rownosci wynika, ‘e ¢y '¢s' = ¢~'. Rzeczywiscie,
mamy
()= (VE) & VE=y"(p(1).
Stqd, podstawiajgc t = o~ (u) dostaniemy

2

™ (W) = (),
czyli
(e1'¢5") = (#7) .

5.3 Faktoryzacja

Twierdzenie faktoryzacyjne fozanowskiego moéwi, ze dla przestrzeni Kothe’go X
zachodzi rownos¢é
XoX =L,

gdzie X’ oznacza Kothe dual przestrzeni X ([77], zob. tez [37], [86], [101]). Mozemy
wiec powiedzieé, ze przestrzen L' faktoryzuje sie przez dowolna przestrzen Kothe'go
X lub, ze X faktoryzuje L'. Powstaje pytanie o uogélnienie tego twierdzenia, tzn.
czy przestrzen Kothe’go Y mozna faktoryzowac przez przestrzen X, to znaczy, czy
i kiedy

XoMX,Y)=Y? (5.17)

Zwr6émy uwage, ze na przestrzen M (X,Y) mozemy spojrzeé jak na iloraz”
przestrzeni Y przez X. Wtedy pytanie o faktoryzacje jest pytaniem, czy przestrzen
Y ,podzielona” i ,pomnozona” przez X jest nadal tg samag przestrzenia.

Juz na podstawie poprzedniego rozdziatu nietrudno zauwazy¢, ze w ogodlnosci
odpowiedz na tak postawione pytanie jest negatywna (np. gdy M(X,Y) = {0}).
Mozna jednak podaé tez ciekawsze przyktady, kiedy faktoryzacja typu (5.17) nie
zachodzi, nawet co do réwnowaznosci norm.
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Przyktad 5.3.1. Oznaczmy n, (t) = t'/? dla 1 < p < oo oraz nmiech AP oznacza
przestrzen Lorentz’a A, na I =[0,1], a MP? odpowiedniq przestrzen Marcinkiewicza
M,,. Oczywiscie L9 — M7 i AP — LP, na podstawie (4.11), gdy 1 < p,q < 0. Z
Twierdzenia 3 w [88] wynika, Ze
1 .
Juaroey () = sup —— fre () = 1, dla kaidego 0 <t < 1.
’ 0<s<t SH/P

Stgd M (AP, LP) = L* (zob. np. dowdd punktu (f) w Przykladzie 4.2.23) a zatem
dla1l<p<oo

AP M (AP, LP) = AP O L™ = AP G [P (5.18)

Ponadto, na mocy ogdlnej wtasnosci (VI) ze wstepu do czwartego rozdziatu wnosimy,
ze

M (A, L7) = M (7Y, (")) = M (L%, M), gdsie ~ +~ =1,
p q

a ostatnia rownosé wynika z reprezentacji przestrzeni dualnej odpowiednio do prze-
strzeni Lebesgque’a i przestrzeni Lorentz’a (z0b. np. [68], Twierdzenie 5.2). W kon-
sekwencyi dla kazdego 1 < ¢ < oo mamy

L'oOM(L, M) =116 L® = L1 ¢ M. (5.19)

Pozostaje uzasadnié, ze odpowiednie inkluzje w (5.18) i (5.19) sq wlasciwe. Niech
f(t) = t7Y9. Wtedy nietrudno sprawdzié, ze f € M, ale f ¢ L?. Stqd L? # M? oraz
przez dualnosé wnosimy, ze takze AP # LP. Czyli faktoryzacja (5.17) nie zachodzi
nawet co do réwnosci zbiorow.

Pytanie, kiedy faktoryzacja (5.17) zachodzi, byto rozwazane przez wielu autoréw,
np. w pracach [12], [94], [101], [105]. Oméwmy pokrétce najbardziej znane wyniki
tego typu.

1) Pierwszym twierdzeniem tego typu jest twierdzenie Lozanowskiego. Lozanow-
ski opart dowdd na udowodnionym przez siebie twierdzeniu o dualu do przestrzeni
X2 (X2 (zob. [77] oraz [101]). Pézniej, niezalesmie twierdzenie to zostato udo-
wodnione przez Gillespie (zob. [37]), ktéry uzyl znacznie dtuzszego, ale elementarnego
argumentu. W przypadku ciggowym bardzo tadny dowdd podali Jamison i Ruckle
(zob. [46]), a swoje rozumowanie oparli na réwnowaznym sformutowaniu twierdzenia
Brouwer’a o punkcie statym.

2) Bollobds i Leader w [12] uogdlnili metode z [46], aby pokazaé, ze gdy X,V
sa skoniczenie - wymiarowymi przestrzeniami Banacha, a B (X), B (Y') ich kulami
jednostkowymi, to przy pewnych zatozeniach dotyczacych wtasnosci geometrycznych
B(M(X.,Y)) i B(Y), zachodzi faktoryzacja B (X) ® B (M (X,Y)) = B (Y).

3) Nilsson w [94, Lemat 2.5] pokazal, ze jesli X jest p - wypukla ze stala 1
i posiada wlasnosé Fatou, to X @ M(X,LP) = LP. Dowdd zaprezentowany przez
Nilssona jest natychmiastowa konsekwencja znanego twierdzenia faktoryzacyjnego
Maurey’a (zob. [90]). Z drugiej strony w [99] Reisner zastosowal rezultat Pisier z
[96] i pokazal, ze X ® M (X, LP) = LP wtedy i tylko wtedy, gdy X jest p - wypukta
ze stata 1. W [105] Schep udowodnil réwnowazno$¢ wspomnianych warunkéw z LP
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- doskonalodcia przestrzeni X, tj. M (M (X, LP), L?) = X. Ponadto wykazal, ze gdy
X jest p - wypukla ze stala 1, a Y jest p- wklesta ze stala 1, to X © M(X,Y) =Y
oraz X jest Y - doskonata. Dowdd Schepa wykorzystuje twierdzenie Lozanowskiego
o dualu do X (X")'7.

Odnotujmy, ze wszystkie z powyzszych rezultatéw wykorzystuja znane i ,mocne”
twierdzenia, a rowno$¢ XOM (X,Y) =Y dowodzona jest bez znajdowania M (X,Y)
i X o MX,Y) ,oddzielnie”. Ponadto wydaje sie, ze aby uzyskaé faktoryzacje z
rownoscig norm, witasnie takie postepowanie jest konieczne. Jesli jednak zapytamy
tylko o réwnos$é zbiorow, tj. X © M(X,Y) = Y, to mozemy uzyska¢ wyniki dla
znacznie szerszej klasy przestrzeni obliczajac kolejno M(X,Y) i X © M(X,Y).
Wtlasnie w ten sposéb autorzy pracy [63] udowodnili twierdzenia faktoryzacyjne dla
przestrzeni Marcinkiewicza i Lorentza. Podobnie, jako wniosek z tego i poprzedniego
rozdzialu mozemy podaé twierdzenie faktoryzacyjne dla przestrzeni Calderéna -
bLozanowskiego E,.

Twierdzenie 5.3.2. Niech @1, ¢ bedg funkcjami Orlicza, natomiast E przestrzeniq
Kothe’go. Jesli istnieje funkcja Orlicza @o taka, Ze
i) o1 st & o7t dla wszystkich argumentow,
ii) o1 oyt = o7t dla duzych argumentéw, gdy L™ — E,
iii) o1yt & ot dla matych argumentéw, gdy E — L™,
to B, faktoryzuje E,, tzn.
E, ©M (E

P17

Ew) = E,
oraz B, jest E, - doskonata co do réwnowaznosci norm, tzn.
M (M (E«m E@) ) Eso) - Ecm'

Dowdéd. Wystarczy zastosowaé Wniosek 4.2.16 oraz Twierdzenia 5.2.11 5.2.4. Przy-
pusémy, ze ;' oyt ~ ! dla wszystkich argumentéw. Wtedy z Wniosku 4.2.16
mamy M (E,,, E,) = E,,. Ponadto, znéw na podstawie zatozenia @7 ¢! ~ ¢!,
z Twierdzen 5.2.1 1 5.2.4 wynika, ze zachodzi réwnos$¢ E,, ©® E,, = E,, co konczy
dowdd przypadku i). Pozostate przypadki dowodzimy analogicznie. Aby zobaczy¢,
ze F, jest E, - doskonala co do réwnowaznosci norm udowodnimy nastepujace
stwierdzenie: Niech E, F' beda przestrzeniami Kothe’go z wtasnoscig Fatou. Jesli EF®
M(E,F)=F,to M (M (E,F),F)= E. Rzeczywiscie, wykorzystujac Twierdzenie
2.8 z [105] i ogdlna wlasnos¢ (II), mamy

M (M (E,F),F)=M (M (E,F),E® M (E,F)) = E.

Jedli zastosujemy Twierdzenie 4.2.24 1), to uzyskamy konkretne warunki, ktore
zapewnig ze funkcja o, dla ktorej ¢ o5 &~ ¢! bedzie istniata.

Twierdzenie 5.3.3. Niech i, bedg funkcjami Orlicza takimi, Ze a, = a,, = 0
i b, = b, = oo oraz E bedzie przestrzeniq Kothe’go takq, Ze L™ — K. Jesli

p(uv)
w1(u)

limsup,,_, = 0 dla kazdego v > 0 1 zachodzi jeden z ponizszych warunkow:
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a) funkcja f,(u) = ii”ﬁ; jest mierosngcea na (0,00) dla kazdego v > 0,

b) %Eu; jest rosnqgca dla duzych u,

1 u
c) funkcja w3 = ¢ © @1 spalnia warunek Ay dla duzych argumentow,
to przestrzen Ey,, faktoryzuje E,, tzn.

E, ©M (ES@UE(P) = L.

Dowéd. W dowodzie Twierdzenia 4.2.24(i) pokazujemy, ze przy powyzszych zato-
zeniach funkcja vy = ¢ © @1 spehia relacje @7y ~ ¢! dla duzych argumentow.
Zatem na mocy Twierdzenia 5.3.2 ii) zachodzi teza. [ ]

Oczywiscie przestrzen E,, nie musi faktoryzowa¢ E,. Trywialne przyklady wy-
nikaja wprost z Twierdzenia 4.2.24(iii), tj. gdy limsup,,_, ., o) — oo dla wszystkich

e1(u)
v>0,to M(E,,, E,) ={0}, wiec E,, ®© M(E,,,E,) ={0}.

Przyktad 5.3.4. Niech funkcje @ oraz ) bedg jak w Przykladzie 4.2.23. Pokazalismy,
ze wtedy
M(LY,L?) = L*™.

Zatem
LYOMLY,L¥) =LY O L™ =LY C L%,

czyli LY nie faktoryzuje przestrzeni L¥ chociaz M (LY, L¥) # {0}.
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