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Wstep

Naturalnym kierunkiem badan informatyki teoretycznej jest badanie sieci
przy pomocy ich teoretycznych modeli grafowych. Okazuje sig, ze struktura
sieci sktadajacej sie ze znacznej liczby elementéw moze by¢ dobrze przy-
blizona struktura grafu losowego o duzej liczbie wierzchotkéw, a co za tym
idzie, wtasnosci takich sieci odpowiadaja asymptotycznym wtasnosciom do-
brze dobranego modelu grafu losowego. Przykladem takiego zastosowania
struktur losowych w informatyce jest modelowanie sieci internetowych, sieci
stron WWW czy sieci sensorowych. Jednym z podstawowych pytan dotycza-
cych tego zagadnienia jest odpowiedni dobor modelu teoretycznego. Wyniki
eksperymentalne pokazuja, ze badane klasycznie grafy losowe, takie jak graf
losowy z niezaleznie powstajacymi krawedziami czy graf losowy o danej licz-
bie krawedzi, nie oddaja dobrze struktury wielu sieci rzeczywistych. Dlatego
w ramach badan w tej tematyce poszukuje sie nowych modeli graféw loso-
wych, ktérych struktura lepiej je przybliza a dla proponowanych modeli bada
sie ich wtasnosci asymptotyczne.

Celem rozprawy jest analiza modelu grafu losowego zwanego losowym
grafem przecie¢ pod katem wykorzystania go jako teoretycznego modelu sie-
ci rzeczywistych. Badania nad losowym grafem przecie¢ w tym kontekscie,
zostaly zapoczatkowane stosunkowo niedawno. Wszakze pierwsze wyniki do-
tyczace tego modelu ukazaty sie¢ w potowie lat dziewiec¢dziesiatych, ale moz-
liwo$¢ zastosowania go do analizy sieci zostata zauwazona prawie dziesiec lat
pozniej. Bylo to istotne odkrycie dla teorii modelowania sieci rzeczywistych,
gdyz losowy graf przecie¢ ma wiele ich cech. Dla poréwnania proponowa-
ne dotychczas modele posiadaly tylko niektore interesujace wlasnosci a ich
struktura czesto nie miata zwiazku z mechanizmami tworzenia sieci.

Bardzo ogélna definicja mowi, ze losowy graf przecie¢ powstaje w wy-
niku procedury, w trakcie ktorej kazdy wierzchotek v nalezacy do zbioru
wierzchotkéw V wybiera niezaleznie zbiér wlasnosci D(v) z ustalonego zbio-
ru W zgodnie z zadanym rozktadem prawdopodobienstwa. Wierzchotki sg
poltaczone krawedzig w losowym grafie przecie¢ wtedy i tylko wtedy, gdy
maja co najmniej s wspolnych wlasnosci, gdzie s jest z gory ustalong liczba
(tzn. wierzchotki v,v" € V lacza sie, gdy zbiory D(v) i D(v') przecinaja
siec na co najmniej s wierzchotkach). Istotnym parametrem tego grafu jest
rozktad prawdopodobiefistwa P, ktory decyduje o mocach podzbioréw
D(v). Tak zdefiniowany losowy graf przecie¢ jest modelem bardzo elastycz-
nym, gdyz dla réznych rozktadéw Py, jego wlasnosci moga zmieniac si¢
diametralnie. W dodatku istnieja w nim zalezno$ci miedzy powstajacymi
krawedziami, dlatego losowy graf przecie¢ o wiele lepiej niz klasyczny graf
z niezaleznymi krawedziami modeluje sieci rzeczywiste, w ktorych elementy
posiadajace wspolnego sasiada lub elementy o podobnych wtasnosciach ta-



cza sie z wiekszym prawdopodobienstwem. Wyniki zawarte w rozprawie beda
dotyczy¢ dwoch szczegdlnych rodzajow takich sieci. Pierwszy z nich to sieci
ztozone, a drugi to sieci sensorowe.

Przyktadem sieci ztozonych w informatyce sa sieci stron WWW 1 sieci
internetowe. O przynaleznosci do tej szerokiej klasy sieci decyduja charak-
terystyczne wlasnosci, z ktorych najwazniejsze sa trzy. Pierwsza z nich to
rozktad stopni wierzchotkow spetniajacy prawo potegowe. Mowimy o roz-
ktadzie, ze spelnia prawo potegowe, gdy dla duzych k, liczba wierzchotkéw
o stopniu k jest proporcjonalna do £7¢ dla ustalonego c. Drugg z wtasnosci
jest duzy wspotezynnik skupienia. Stanowi on o tym, ze elementy posiadaja-
ce wspolnego sasiada tacza sie czesciej niz wynikatoby to ze sredniej gestosci
sieci. Trzecia cecha to na tyle mata Srednica, aby w sieci wystepowat tak
zwany efekt ,malego Swiata”. Klasyczny graf losowy z niezaleznymi krawe-
dziami ma tylko ostatnia ze wspomnianych cech, natomiast dla odpowiednio
dobranych parametréw losowy graf przecie¢ moze mie¢ wszystkie trzy. Jest to
spowodowane tym, ze na strukture sieci ztozonych wptywa tendencja do ta-
czenia elementoéw o podobnych wtasno$ciach. Natomiast z definicji wynika,
ze podobna zasada decyduje o wlasnosciach losowych grafow przeciec.

Drugi rodzaj sieci, ktory bedzie rozpatrywany w tej rozprawie, to sieci
sensorowe z losowg predystrybucja kluczy. Sieci sensorowe sg utworzone z sen-
sorow komunikujacych si¢ ze soba radiowo i badajacych parametry otoczenia.
W modelu sieci sensorowej z losowa predystrybucja kluczy sensorom przy-
dzielane sg klucze zgodnie z danymi protokotami. Klucze te maja zapewnic
bezpieczenstwo potaczen, w ten sposéb, ze dwa sensory koduja przekazywane
informacje za pomoca wspoélnych kluczy. Z tego wynika, ze sensory komuni-
kujg sie bezposrednio tylko, gdy maja co najmniej s wspolnych kluczy, gdzie
s oznacza minimalng liczbe kluczy niezbedng do bezpiecznego kodowania.
Takze w tym przypadku losowy graf przecie¢ jest naturalnym modelem sie-
ci. Jesli przyjmiemy, ze wierzchotki grafu odpowiadaja sensorom a zbiory
wlasnosci D(v) sa podzbiorami przydzielanych sensorowi v kluczy, to struk-
tura krawedzi losowego grafu przecie¢ odpowiada strukturze potaczen miedzy
sensorami.

Struktura rozprawy jest nastepujaca. W pierwszym rozdziale przedsta-
wione zostaty podstawowe matematyczne definicje i oznaczenia, ktére beda
wykorzystywane w dalszej czesci.

Tematem rozdziatu drugiego jest omowienie zagadnien zwiazanych z sie-
ciami zlozonymi i sieciami sensorowymi. Zaprezentowane tam zostaty ich
wlasnosci oraz omowione zostaty modele graféw losowych dotychczas wyko-
rzystywanych do modelowania tych sieci. Gtéwnym celem tego rozdziatu jest
umotywowanie wyboru losowego grafu przecie¢ jako teoretycznego modelu
badanych sieci oraz przedstawienie dotychczasowych wynikéow dotyczacych
dwdbch zagadnien: doboru modeli sieci rzeczywistych oraz wtasnosci losowego
grafu przeciec.

Rozdziaty od trzeciego do dziewiatego poswiecone sa zaprezentowaniu
gtownych wynikéw rozprawy.

Po rozdziale trzecim, w ktérym zebrane zostaly twierdzenia i lematy po-
mocnicze, w rozdziale czwartym przedstawione zostaly twierdzenia dotyczace
rownowazno$ci roznych modeli losowych graféw przecie¢. Rezultaty te pozwa-
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lajg niektére wyniki dotyczgce jednego modelu losowego grafu przecie¢ za-
stosowaé dla innych modeli. Beda one kilkakrotnie wykorzystywane w dalszej
czesci rozprawy.

Rozdziaty od pigtego do sibdmego poswiecone sg analizie whasnosci loso-
wych graféw przecie¢, ktore decyduja o tym, ze sa one dobrymi modelami
sieci rzeczywistych, a w szczegdlnosci sieci ztozonych. W rozdziale piatym
udowodnione zostanie bardzo ogdlne twierdzenie dotyczace rozktadu stopni
wierzchotkow, z ktorego wynika, ze mozna dobrac tak rozktad Py, aby stop-
nie wierzchotkow losowego grafu przecie¢ spetnialy prawo potegowe. Kolejne
dwa rozdzialy beda dotyczy¢ wspotczynnika skupienia i zwigzanego z nim
rozktadu liczby klik w grafie. Wyniki w nich zawarte pokaza, ze dla niekto-
rych rozktadow P,y zaleznosci migdzy powstawaniem krawedzi w losowym
grafie przecie¢ sg dos¢ duze, aby dobrze on modelowat sieci rzeczywiste.

Rozdzialty od 6smego do dziesigtego dotycza wlasnosci zwigzanych ze spéj-
noécig losowych graféw przecie¢. Przedstawione tam zostalty rezultaty, z kto-
rych wynika miedzy innymi jak dobra¢ parametry sieci sensorowej, aby ko-
munikacja w niej byta efektywna i bezpieczna. Ostatecznie zostanie rozwia-
zany problem spéjnosci, sktadowych spdjnosci oraz dtugosci drogi, jaka musi
przejs$¢ informacja w sieciach sensorowych, w ktérych do komunikacji wyko-
rzystywany jest jeden wspoélny klucz. W dodatku niektore rezultaty zawarte
w tych rozdziatach bedg dotyczy¢ o wiele szerszej klasy losowych graféw
przeciec, a co za tym idzie mogg one by¢ zastosowane do modelowania takze
innych sieci.

Ostatni rozdziat jest poswigcony krotkiemu podsumowaniu wynikéw uzy-
skanych w rozprawie z naciskiem na przedstawienie kierunkéw dalszych ba-
dan nad podjetymi zagadnieniami. Zostang w nim zatem zaprezentowane
ciekawe otwarte problemy dotyczace tematyki rozprawy i hipotezy z nimi
zZwigzane.

Czes¢ wynikéw przedstawionych w rozprawie zostalo juz opublikowanych.
Niektore rezultaty z rozdziatu 4 i podrozdziatu 10.2.3 sa czescia pracy [12].
Natomiast gtéwne twierdzenie z rozdziatu 9 jest zawarte w pracy [28].



1. Definicje i oznaczenia

1.1. Oznaczenia

Wszystkie granice w rozprawie, o ile nie bedzie inaczej wspomniane, be-
da brane przy n — oo. Beda tez wykorzystywane standardowe oznaczenia
asymptotyczne zdefiniowane jak w [32]:

— a, = O(b,) jesli istnieje stata C' > 0 1 ng takie, ze |a,| < Cb, dla kazdego

n 2= Ng;

— a, = Q(b,) jesli istnieje stata ¢ > 0 1 ng takie, ze a, > cb, dla kazdego

n 2 no;

— a, = o(by,) jesli a, /b, — 0;

— ay ~ b, jesli a, /b, — 1;

— a, =< b, jesli istniejg state ¢ > 0, C' > 0 i ng takie, ze cb, < a,, < Cbh, dla
kazdego n > ny.

Czasem, dla podkreslenia faktu, ze wartosci ciagu a, sa ujemne, bedziemy

wykorzystywali w notacji asymptotycznej oznaczenia a, = —O(b,) w zna-

czeniu, ze istnieje ciag ¢, liczb taki, ze a, = cpyb,, ¢, < 01 |c,| < C dla

n = no.

Przez Po(\) bedzie oznaczany rozktad Poissona o wartosci oczekiwanej A
oraz przez Bin(n, p) rozktad dwumianowy z parametrami n i p. W dodatku,
w niektorych przypadkach, parametr A = X lub parametr p = Y bedzie
pewna zmienng losows. Bedziemy wtedy moéwili, odpowiednio, ze rozpatry-
wany jest ztozony rozktad Poissona Po(X) lub ztozony rozklad dwumianowy
Bin(n,Y).

Dla zmiennych losowych X i Y oznaczenie X < Y bedzie stosowane,
gdy zmienna losowa X bedzie stochastycznie zdominowana przez zmienng
losowa Y. Dla X i Y o wartosciach naturalnych oznacza to, ze dla dowolnego
a € N zachodzi Pr{X <a} > Pr{Y <a}.

1.2. Graf losowy

Definicja 1.1. Nieskierowanym grafem prostym (grafem) nazywamy pare
G = (V,FE), skladajocq sie z niepustego zbioru wierzchotkéw V = V(QG)
oraz zbioru krawedzi E = E(G) bedgcych nieuporzadkowanymi parami wierz-
cholkow z V(QG).

Krawed?z sktadajaca sie z wierzchotkéw v i v' bedziemy oznaczaé przez vv’.

Definicja 1.2. Niech G bedzie pewnym zbiorem grafow. Graf losowy jest
to graf wybrany w wyniku pewnego eksperymentu losowego sposrod wszystkich
grafow z G.



Na potrzeby tej rozprawy zwykle bedziemy przyjmowac, ze G = G,,, gdzie
G, jest zbiorem graféw o zbiorze wierzchotkéw V = {vq, ..., v,}.

Przyktad 1.1. Klasycznymi modelami graféw losowych sq grafy G(n,M)
i G(n,p). Pierwszy z nich, graf G(n,M), byl wprowadzony przez Erddsa
i Rényi’ego w pracach [21, 22], ktore zapoczgtkowaly zainteresowanie grafamsi
losowymi. Jest on wybrany w sposob jednostajny sposrod wszystkich grafow
na n wierzchotkach i o doktadnie M krawedziach. Drugi z nich, G(n,p), jest
aktualnie najczesciej rozpatrywany. Powstaje on z grafu pelnego na n wierz-
chotkach przez wyrzucenie z prawdopodobienstwem 1 —p kazdej krawedzi nie-
zaleznie od innych krawedzi. W wielu przypadkach oba modele sq sobie row-

nowazne. Wyniki dotyczgce réownowaznosci tych modeli mozna znaleZé na
przyklad w [18, 32, 43].

1.3. Losowe grafy przecie¢ — podstawowe modele

W rozprawie bedziemy zajmowaé si¢ wlasnosciami grafu losowego zwa-
nego losowym grafem przecie¢. Niech V bedzie n—elementowym zbiorem,
W zbiorem m-—elementowym oraz {D(v) : v € V} rodzina losowych pod-
zbiorow zbioru W. Losowym grafem przecie¢ nazywamy graf o zbiorze wierz-
chotkéw V, w ktérym dowolne dwa wierzchotki v € V i w € V sg polaczo-
ne krawedzia wtedy i tylko wtedy gdy zbiory D(v) i D(w) sie przecinaja.
Definicje mozna uogolni¢, jesli dla pewnej liczby catkowitej s > 1, krawedz
powstaje wtedy i tylko wtedy, gdy D(v) N D(w) ma co najmniej s elementow.
Uscislajac:

Definicja 1.3. Niech m = m(n) bedzie ciggiem liczb catkowitych, s > 1
bedzie stalg calkowitq, V = {vi,ve,...,0,} @ W = {wy,we,...,w,} bedg
roztgcznymi zbiorami oraz Prny = (Po, Py, ..., Py) dyskretnym rozktadem

prawdopodobienstwa. Zatoimy, ze dla kaidego v € V

1. nagpierw niezaleznie od innych elementow z V, wybieramy moc zbioru
D(v) (|1D()| = Z,) zgodnie z rozktadem Py, tzn.

Pr{Z,=k}=F, k=1,....,m;

2. a nastepnie, jesli Z, = k, wybieramy zbior D(v) jednostajnie sposréd
wszystkich k-elementowych podzbiorow zbioru W, tzn.

G

dla dowolnego A C W takiego, ze |A| = k.

(11) Pr{D@w)=A|Z, =k} =

Losowym grafem przecieé G,(V,m, Pyy,) nazywamy graf o zbiorze wierz-
chotkow V, w ktéorym dowolne dwa wierzcholki v 1 w sq polgczone krawedzig
(vw € E(G(V,m, Pimy))) wtedy i tylko wtedy gdy |D(v)ND(w)| > s. W przy-
padku gdy s = 1 graf Gs(V,m, Puy) bedziemy oznaczaé przez G(V,m, Puy)).
Zbior W bedziemy nazywacé zbitorem wlasnosci losowego grafu przecieé
a dla dowolnego v € V zbior D(v) — zbiorem wiasno$ci wierzchotka v.
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Definicja tak ogdlnego modelu losowego grafu przecie¢ zostala zapropo-
nowana przez Godehardta i Jaworskiego w [26]. Wezesniej byty rozpatrywa-
ne szczegblne przypadki tych graféw. Mianowicie po raz pierwszy zagadnie-
nia zwigzane z losowymi grafami przecie¢ pojawity sie w pracy doktorskie;
Singer-Cohen [58] i w pracy Karonskiego, Scheinermana i Singer—Cohen [40].
Zdefiniowany tam model jest losowym grafem przecie¢, w ktérym dla pew-
nego p = p(n) € [0;1] dla dowolnego v € V dowolna wlasnos¢ w € W
zostaje dodana do zbioru D(v) z prawdopodobienstwem p niezaleznie od
innych wierzchotkéw i innych wtasnosci. Z rozwazan zawartych w [26] wyni-
ka, ze w rozumieniu definicji 1.3, jest to losowy graf przecie¢ G(V,m, Pm)),
w ktérym rozktad P, jest rozktadem dwumianowym Bin(m,p). Drugim
interesujacym szczegdlnym przypadkiem jest losowy graf przecie¢, w ktorym
dla dowolnego v € V moc zbioru |D(v)| = d = d(n) z prawdopodobien-
stwem réwnym 1, dla pewnej liczby catkowitej d. Wtasnosci takiego losowego
grafu przecie¢ byly po raz pierwszy badane przez Godeharda i Jaworskiego
w [26] w kontekécie analizy skupien a potem przez Di Pietro, Mancini, Mei,
Panconesi i Radhakrishnan w [55] w kontekscie zastosowan w informatyce.
Dla tych dwoch szczegdlnych modeli wprowadzone zostang dodatkowe nazwy
1 oznaczenia.

Definicja 1.4. Niech s > 1 bedzie liczbg calkowitq, p = p(n) € [0;1], a > 0
im = n®. Losowy graf przecie¢ Gs(V,m, Puy)) nazywamy dwumianowym
losowym grafem przecieé GF™(V,m,p) jesli Puny jest rozkladem dwu-
mianowym Bin(m, p).

Definicja 1.5. Niech s > 1 i d = d(n) < m(n) bedg dodatnimi liczbami
catkowitymi. Losowy graf przecie¢ G(V, m, Py)) nazywamy jednostajnym
losowym grafem przecieé GV, m,d) jesli Pim) = (Po, P, ..., Py) jest
rozktadem zdegenerowanym takim, ze P; = 1.

W przypadku, gdy s = 1 grafy GB™(V,m,p) i G/*)(V,m,d) bedziemy
oznaczaé przez GP"™(V, m,p) i G'*4(V, m,d), odpowiednio.

W ostatnim czasie jednym z nurtéw badan losowych graféw przeciec¢ jest
poszukiwanie takich rozkltadow P, dla ktorych rozktad stopni wierzchot-
kéw bedzie interesujacy z punktu widzenia zastosowan. W [19] Deijfen i Kets
zdefiniowali i badali wlasnosci modelu grafu przecigé z wagami na wierzchot-
kach bedacego uogdlnieniem modelu GP™(V, m, p). Ponizsza definicja rézni
sie od tej z [19], ale jest jej réwnowazna. Definicja w ponizej podanej for-
mie pokazuje, ze zaproponowany w [19] model jest szczegblnym przypadkiem
ogblnego modelu losowego grafu przecieé¢ zdefiniowanego w [26].

Definicja 1.6. Niech o, 3,7 > 0, m = n®, p = p(n) oraz niech W bedzie
zmienng losowq o wartosciach dodatnich. Dwumianowym losowym gra-
fem przecieé z wagami GP"(V,m, W) nazywamy losowy graf przecigé,
w ktorym Puyy jest ztozonym rozktadem dwumianowym Bin(m, W'), gdzie

W' =W'(n) = min{yW p(n),1}.

W pracy [19] graf ten byl zdefiniowany i rozpatrywany dla przypadku
p(n) = n~1+9/2 Ten przypadek byt szczegdlnie interesujacy ze wzgledu na
podobienstwa z modelem sieci ztozonych.
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1.4. Wlasnosci grafow

Z punktu widzenia zastosowan w analizie sieci bedziemy badaé¢ niektore
wtasnosci grafowe losowych grafow przecie¢. Interesujace nas wlasnosci defi-
niujemy ponizej. Wszystkie podane definicje odnosza si¢ do dowolnego grafu

G = (V(G), E(G)).

1.4.1. Stopien wierzchotlka, wierzchotki izolowane

Definicja 1.7. Wierzchotki v € V(G) i w € V(G) nazywamy przylegtymsi
w G, jesli vw € E(G).

Definicja 1.8. Sgsiedztwem wierzchotka v € V(G) nazywamy zbior
wierzchotkéw do niego przyleglych. Zbior ten oznaczamy przez N(v), to znaczy
N(v) = {w € V(G) : vw € E(G)}. Wierzcholki z N(v) nazywamy sqsiadami
wierzchotka v.

Definicja 1.9. Stopniem wierzchotka v € V(G) w grafie G nazywa-
my liczbe wierzcholkéw do niego przyleglych i oznaczamy go przez deg(v)

(tzn. deg(v) = |N(v)]).

Definicja 1.10. Wierzcholek v € V(G) stopnia zero (deg(v) = 0) nazywamy
wierzchotkiem izolowanym.

1.4.2. Podgrafy i kliki

Definicja 1.11. Klikq (grafem petnym) na h wierzcholkach nazywamy
graf Kp, w ktérym |V (Ky)| = h oraz E(K}) = {vw : v,w € V(K})}. Dodat-
kowo, dla danego zbioru wierzcholkow V', przez Ky oznaczmy klike o zbiorze
wierzchotkéw V.

Definicja 1.12. Podgrafem grafu G = (V(G), E(G)) nazywamy dowolny
graf G' = (V(G"), E(G")) taki, 2e V(G') C V(G) i E(G") C E(G).

Definicja 1.13. Niech V' C V(G). Podgrafem grafu G indukowanym
na zbiorze wierzchotkéw V' nazywamy podgraf grafu G o zbiorze wierzchotkéw
V' i zbiorze krawedzi {vivy 1 viv9 € E(G) oraz vi,ve € V'} i oznaczamy go

przez G[V'].

1.4.3. Spdjnosé, sktadowe spdjnosci

Definicja 1.14. Niech v,w € V(G). Niezerowy cigg (v = vo, ..., V1 = W)
taki, ze vo,...,v41 € V, dla kazdego 1 < i < k, vv;11 € E(G) oraz wierz-
chotki sq parami rozne bedziemy nazywaé Sciezkq tgczqcqg wierzcholki v i w.
Dtugoscig Sciezki bedziemy nazywac liczbe jej krawedzi.

Definicja 1.15. Graf G nazywamy spojnym, gdy istnieje Sciezka miedzy
dowolng parg wierzchotkéw z V(G).

Definicja 1.16. Podzbiér S C V(G) nazywamy spéjnym, gdy istnieje
sciezka miedzy dowolng parg wierzchotkow z S.

Definicja 1.17. Podzbiér S C V(G) nazywamy izolowanym, gdy nie
istnieje krawed? vw € E taka, Zev € S iw eV \S.
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Definicja 1.18. Niech S C V(G). Podgraf G[S] grafu G nazywamy skta-
dowg spdjnosci grafu G, jesli S jest spojny i izolowany.

1.4.4. Srednica

Definicja 1.19. Niech v,w € V(G). Odlegtosciq micdzy v i w nazywamy
dlugosé nagkrotszej Sciezki lgczqcej wierzcholki v i w i oznaczamy d(v,w).
Jesli w G wierzcholki v i w nie sq¢ polgczone Zadng Sciezkq, to d(v,w) = co.

Definicja 1.20. Srednicg grafu G nazywamy najwiekszq odleglosé miedzy
wierzchotkami i oznaczamy przez diam(G). Tzn.

diam(G) = max{d(v,w) : v,w € V(G)}.

W przypadku grafu niespdjnego srednica jest nieskonczona. Ze wzgledu na
zastosowania, w grafie niespojnym, bedziemy zainteresowani $rednicg skta-
dowej spojnosci grafu o najwiekszej liczbie wierzchotkdw.

1.4.5. Wspoblczynnik skupienia

Wspbélezynnik skupienia (ang. clustering coefficient) jest wspotczynni-
kiem odzwierciedlajacym lokalng gestos¢ grafu w okolicy danego wierzchotka
v € V(G). Dokladniej, mierzy on, jak fakt, ze dwa wierzchotki, powiedzmy
w i u, majg wspolnego sgsiada, wptywa na powstanie krawedzi wu miedzy
nimi.

Jedng z pierwszych definicji wspotezynnika skupienia podali Strogatz
i Watts w [60]. Zdefiniowany przez nich wspélezynnik skupienia mierzy jak

bardzo graf indukowany na wierzchotkach z sgsiedztwa wierzchotka v rézni
sie od kliki.

Definicja 1.21. Niech v € V(G) wspdétczynnikiem skupienia wierz-
chotka v nazywamy wielkosé:

BGINODL gl |N(v)] > 2
C1u51(v) _ (|N(2 )\) ‘ ( >|
0 dla [N(v)| <1

Wspotczynnikiem skupienia grafu G nazywamy wielko$é

1

Clus; (G) = V(G

> Clus;(v)

veV(Q)

W [4] Barrat i Weigt oraz w [49] Newman, Strogatz i Watts podaja inng
definicje wspotcezynnika skupienia. Zgodnie z tg definicjg wspotczynnik sku-
pienia mierzy jak fakt, ze dwa wierzchotki maja wspélnego sasiada wptywa na
powstanie krawedzi miedzy nimi. W definicji tej nie sa jednak uwzglednione
wierzchotki o stopniu co najwyzej jeden. Dla rozroznienia bedziemy nazywac
ten wspotezynnik globalnym wspotezynnikiem skupienia, choé¢ w literaturze
obie definicje wspotezynnika skupienia wystepuja pod ta sama nazwa.
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Definicja 1.22. Niech G bedzie grafem o co najmniej jednym wierzchotku
stopnia co nagmniej 2. Globalnym wspélczynnikiem skupienia grafu
G nazywamy wielkos¢
Cluss (G) — 3{{v1, vz, v3} : 1)1?12702]1\;3,1)1@3 € E(G)}| _
2 veV(G) (l (U)‘)
v 2
_ 3|{{U1,’U27U3} 1 V1Vg, VU3, V1V3 € E(G)}‘
’{{Ul,'UQ,’Ug} 1 V1Vg, VU3 € E(G)}‘

Y

gdzie (1) =0 jesli k < 1.

Warto zauwazy¢, ze [{{v1,ve,v3} 1 v102, V9v3, v1v3 € E(G)}] jest liczba troj-
katow w grafie, natomiast [{{vy,va,v3} : V109, vov3 € E(G)}| liczba $ciezek
dtugosci 2.

W [19, 46] Deijfen i Kets oraz Newman, badajac whasnosci losowego gra-
fu przecie¢, zainteresowani byli wspoétczynnikiem, ktory mierzy doktadnie
prawdopodobienstwo powstania krawedzi wu w przypadku, gdy w i v maja
wspoélnego sgsiada.

Definicja 1.23. Niech G bedzie grafem losowym. Lokalnym wspétczyn-
nikiem skupienia Clus,,.(v) wierzcholka v nazywamy wielkosé:

Clusjoe(v) = Pr {uw € E(G) ’ vw € E(G) 1vu € E(G)}

W [19, 46] powyzej zdefiniowana wielko$¢ wystepuje pod nazwa wspotczyn-
nika skupienia. W rozprawie jednak w celu zachowania jednoznacznosci be-
dziemy stosowaé powyzej wprowadzone nazewnictwo.

Zauwazmy, ze w przypadku graféw losowych istnieje zaleznos¢ miedzy
warto$cig oczekiwang wspotczynnika skupienia wierzchotka a lokalnym wspot-
czynnikiem skupienia. Na przyktad w grafie G7*4(V, m, d)
dla k=0,1

E(Clus; (v)| deg(v) = k}) =0

adlak>2

E(Clus;(v)| deg(v) = k}) =
S BChamsN() V) P NG8)— st = )
Vi
E( ‘E (GJed(V,m,d)[V’]) ‘ ‘ N(v) =V’ > .
K B R
VI 2 :
1 2o eV Pr{ " € B(G7(V,m,d)) ‘ N(v) = V'’ }

V'|=k
= Pr{ W' e B(G7YV,m,d)) ’ v, " € E(G7YV,m,d)) } =
= Clusjpe(v).
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Ostatecznie z niezalezno$ci wyboréw zbiorow wtasnosci, jesli p jest rowne
prawdopodobiefistwu powstania krawedzi w G74(V,m, d) oraz np ~ ¢ dla
pewnej stalej c.

EClus; (v) = nz:: E (Clusl(v) ‘ deg(v) = k) Pr{deg(v) = k} =

= Clusjoe(v)(1 — (1 = p)* — np(1 — p)" ) ~ Clusjpe(v)(1 — e ¢ — ce™ ).

1.5. Wtasnosci asymptotyczne

Przypomnijmy, ze majac dany zbior G = G,, wszystkich graféw o zbiorze
wierzchotkéw V = {vy,...,v,}, przez graf losowy bedziemy rozumie¢ graf
wybrany sposrod wszystkich graféw z G w wyniku pewnego eksperymentu
losowego. Zgodnie z definicja podana w [32]:

Definicja 1.24. Podzbior A, C G, nazywamy wlasnosciq grafu jesli dla
dowolnego G € A,, podzbior A, zawiera wszystkie izomorficzne kopie grafu
G. Mowimy, zZe graf G ma wilasnosé A, jesli G € A,,.

Definicja 1.25. Wiasno$é A, C G, nazywamy rosnacaq (odpowiednio
malejacq), gdy jesli G = (V,E) € A, to G' € A, dla dowolnego grafu
G' € G, takiego, ze E(G) C E(G") (odpowiednio E(G") C E(G)). Wszystkie
wlasnosci rosngce i malejgce nazywamy wtasnosciami monotonicznymsa.

Przyktad 1.2. Przyktadami wlasnosci monotonicznych sq spéjno$é (wia-
snosc¢ rosngca), posiadanie najwickszej skladowej spdjnosci o co najmniej k
wierzcholkach (wlasno$é rosngcea) lub co najwyzej k wierzcholkach (wlasno$é
malejgca), zawieranie kliki na h wierzcholkach jako podgrafu (wlasnosé ro-
sngca)

1.5.1. Funkcje progowe
Definicja 1.26. Mowimy, ze graf losowy asymptotycznie prawie na
pewno, ma wtasnosé A jesli
Pr{G, € A} — 1 gdy n — oc.
oraz asymptotycznie prawie na pewno, wlasnosci A nie ma jesli
Pr{G, € A} — 0 gdy n — oc.

Jednym z gtéwnych odkryé Erdésa i Rényi’ego ([21, 22]) jest fakt, ze doda-
nie niewielkiej (z asymptotycznego punktu widzenia) liczby krawedzi do grafu
losowego G(n, M) moze bardzo zmieni¢ jego wlasnosci. Podobnie w grafie
G(n, p) mate zwiekszenie wartosci p moze zmienié¢ strukture tego grafu loso-
wego. Takie graniczne wartosci M i p nazywamy funkcjami progowymi.

Definicja 1.27. Funkcjg progowa wiasnosci A w grafie G(n,p) nazywamy
funkcje p = p(n) takq, ze
Jesh % — 0, to G(n,p) ma wlasnosé¢ A asymptotycznie prawie na pewno.
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Jesh % — 00, to G(n,p) wlasnosci A asymptotycznie prawie na pewno

nie ma.
lub

Jesli % — 0, to G(n,p) nie ma wlasnosci A asymptotycznie prawie na

pewno.

Jesh % — 00, to G(n,p) ma wlasnosé A asymptotycznie prawie na pewno.
Funkcjg progowaq wlasnosci A w grafie G(n, M) nazywamy takq funkcje
M = M(n), ze

Jesh % — 0, to G(n, M) ma wlasnosé A asymptotycznie prawie na pew-

no.

Jesli % — 00, to G(n, M) wlasnosci A asymptotycznie prawie na pewno

nie ma.
lub

Jesli % — 0, to G(n, M) nie ma wlasnosci A asymptotycznie prawie na

pewno.

Jesli % — 00, to G(n, M) ma wlasno$é A asymptotycznie prawie na

pewno.

W [32] mozna znalezé prosty dowdd, ze kazda whasnosé monotoniczna ma
funkcje progowa w G(n,p) i G(n, M). W powyzszej definicji funkcja progowa
jest okreslona z dokladnoscig do rzedu, to znaczy, ze jesli p =< p' i p jest
funkcja progows, to p’ tez jest funkcja progowa. W przypadku wielu wlasnosci
mozna okresli¢ funkcje progowe doktadniej.

W sposoéb analogiczny mozna zdefiniowaé funkcje progowe d dla whasnosci
grafu G7°4(V,m,d) i funkcje progowe p dla wlasnosci grafu GB"(V,m,p).
Chcielibysmy takze zwroci¢ uwage, ze dla wlasnosci ogbélnego modelu grafu
Gs(V, m, P(my) mozna okresli¢ funkcje progowa ktoéra jest rodzing rozktadow.
Jak doktadnie bedziemy to rozumie¢ bedzie widoczne w momencie, gdy te
funkcje bedziemy wyznaczac.



2. Sieci rzeczywiste i ich teoretyczne
modele

W rozdziale ponizszym znajduja si¢ rozwazania na temat praktycznych
zastosowan wynikoéw teoretycznych przedstawionych w dalszej czesci rozpra-
wy. Glownym jego celem jest zaprezentowanie argumentéw na to, ze loso-
wy graf przecie¢ najlepiej ze znanych modeli graféw losowych odzwierciedla
strukture sieci ztozonych i sieci sensorowych oraz przedstawienie motywacji
doboru zagadnien teoretycznych rozpatrywanych w dalszej czesci rozprawy.

2.1. Sieci zlozone

2.1.1. Sieci zlozone i ich podstawowe wtasnos$ci

Z badan eksperymentalnych nad sieciami rzeczywistymi wynika, ze wiele
z nich posiada podobne cechy. Podstawowe trzy z nich to:

— rozklad stopni wierzchotkéw spetniajacy prawo potegowe (ang. power law
distribution);

— wysoki wspotezynnik skupienia (ang. clustering coefficient);

— efekt matego $wiata (ang.small world).

Sieci posiadajace wymienione wtasnosci nazywa sie sieciami ztozonymi.
Zostaly one szeroko opisane w przegladowych pracach na ich temat, na przy-
ktad [2, 47]. Przykladami obiektéw z tej klasy sa:

— sie¢ wspolpracy autorow opracowan naukowych,
— sie¢ polaczen telefonicznych,

— sie¢ cytowan,

— sie¢ znajomosci ludzi w danym kraju,

— sie¢ wspotwystepowania aktoréw w filmach;
natomiast w informatyce:

— sie¢ internetowa,

— sie¢ stron WWW.

Wyniki zawarte w tej rozprawie odnosza sie do wszystkich wymienio-
nych powyzej sieci, wiec w szczegdlnosci do dwoch ostatnich sieci ztozonych
wystepujacych w informatyce. Sie¢ wymieniona jako przedostatnia, czyli sie¢
internetowa, jest modelowana grafem, w ktorym wierzchotki odpowiadaja ro-
utery a krawedzie reprezentuja, zarowno przewodowe jak i bezprzewodowe,
potaczenia miedzy mini. Natomiast wierzchotkom grafu modelujacego ostat-
nia z sieci odpowiadaja strony WWW a krawedziom hiperlinki. Poniewaz
w naturalny sposéb mozna zdefiniowaé skierowanie krawedzi taczacej dwie
strony WWW | dlatego czesto przyjmuje sie za model tej sieci graf skierowany.
W rozprawie bedziemy jednak analizowaé jego nieskierowany graf podlegty.
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Wymienione cechy sieci ztozonych przektadajg sie na pozadane wtasno-
Sci ich teoretycznych modeli grafowych. Kolejne trzy krotkie podrozdziaty
poswiecone sg ich przedstawieniu.

Rozklad spelniajacy prawo potegowe

W kazdej pracy dotyczacej sieci bezskalowych lub sieci ztozonych znaj-
duje sie krotkie omowienie definicji rozktadu spetniajacego prawo potegowe.
Szczegblowiej jego whasnosci zostaly opisane na przyktad w [48]. Rozktad
spetniajacy prawo potegowe roézni sie znacznie od rozktadu Poissona charak-
terystycznego dla rozkladu stopni w klasycznym grafie G(n,p). Przyjmuje
sie, ze zmienna losowa X ma rozktad, ktory spelnia prawo potegowe jesli

Pr{X >z} ~cz™®

dla pewnych statych ¢ > 0 i @ > 0. Dla duzych z jest to o wiele wieksza
warto$¢ niz warto$¢ Pr{Y > x} dla zmiennej Y o rozktadzie Poissona. Przy-
ktadem zmiennej losowej spekliajacej prawo potegowe jest zmienna losowa
o rozktadzie Pareto przedstawionym ponizej. Czasami rozktadami Pare-
to nazywa si¢ wszystkie rozktady spetniajace prawo potegowe lub mowi sie
o nich, ze spetniaja prawo Zipfa. Przyktadem cigglego rozktadu spetniaja-
cego prawo potegowe jest rozktad o funkcji gestosci

f(z) = ak®z= .

Dla zmiennej losowej X o tym rozktadzie zachodzi, ze z prawdopodobien-
stwem jeden X > k oraz dlax > k

Pr{X >z} = (i) _a.

Mozna podac tez naturalny przyktad rozktadu dyskretnego spetniajacego
prawo potegowe. Niech N € N oraz a > 0. Oznaczmy przez Hy , uogélniong

liczbe harmoniczna tzn.
N1
HN,a = T
i ke
Dla danych parametréow N i o oznaczmy przez Xy, zmienng losowg o roz-
ktadzie podanym ponizej

k:*a
PI‘{XNya = /{?} = H
N,
Wtedy
Hpy oo
E(Xn,a) = ;IV]’V :
oraz g 7
N,a—2
B(X,) = T

Oczywiscie Hy , < 0o przy N — oo wtedy i tylko wtedy gdy o > 1. Mozna

zatem zdefiniowa¢ dla o > 1 zmienng X, przez
k,fa
th—>oo HN,oz '

Pr{X, =k} =

Dla 2 < a < 3 zmienna ta ma skonczony pierwszy i nieskonczony drugi
moment.
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Wysoki wspoétczynnik skupienia

Wspélcezynnik skupienia w strukturze sieci mierzy liczbe tréjkatéw w teo-
retycznym modelu sieci w stosunku do liczby krawedzi w tym modelu (patrz
definicje w podrozdziale 1.4.5). Wysoki, w stosunku do wielkosci sieci, wspot-
czynnik skupienia jest cecha charakterystyczna sieci ztozonych. Najlepszym
przyktadem sieci ztozonej, w ktoérej wspotczynnik skupienia jest duzy jest
sie¢ znajomosci, gdyz jesli dwoch ludzi zna pewng trzecia osobe, to jest bar-
dzo prawdopodobne, ze tych dwoch ludzi tez jest znajomymi. Zakltada sie,
ze w dobrym modelu sieci ztozonych wspotcezynnik skupienia jest asympto-
tycznie staly, to znaczy niezalezny od wielkosci sieci.

Efekt matego swiata

Efekt matego swiata polega na tym, ze mimo duzego rozmiaru sieci, mie-
dzy dowolnymi dwoma wierzchotkami grafu reprezentujacego sie¢ istnieje
krotka Sciezka. W sieciach rzeczywistych moze to by¢ na przyktad Sciezka
dhugosci 3 — jak w przypadku sieci aktoréw wystepujacych we wspélnym
filmie lub 6 — w przypadku sieci znajomosci w USA (patrz [2]). Z definicji
srednicy grafu wynika, ze dana sie¢ podlega efektowi matego Swiata, gdy jej
teoretyczny model ma mata Srednice. W przypadku teoretycznego modelu
sieci ztozonej zaktada sig, ze srednica rzedowo réwna Inn, gdzie n jest liczba
elementow sieci, zapewnia istnienie efektu matego swiata.

2.1.2. Podstawowe pytania i modele graféw

Pierwotnie duze sieci probowano modelowaé klasycznym grafem losowym
G(n,p). Wraz z rozwojem badan eksperymentalnych i odkryciem, ze wtasno-
sci wielu sieci rzeczywistych znacznie odbiegaja od wtasnosci modelu grafu
G(n,p), zaczeto poszukiwania modeli graféw losowych, ktére bardziej przy-
pominaja strukturg sieci rzeczywiste.

W badanich dotyczacych réznych teoretycznych modeli sieci rzeczywi-
stych, w tym sieci ztozonych, przede wszystkim poszukuje sie ich nowych
modeli, ktére zastapia graf G(n, p). W tym przypadku proponuje sie najpierw
model i probuje sie zanalizowaé jego wtasnosci pod katem podobienstw do sie-
ci ztozonych. Bada sie wtedy rozktad stopni wierzchotkéw, wspotezynnik
skupienia, $rednice lub $rednie odlegtosci miedzy wierzchotkami. Nastepnym
krokiem jest rozpatrzenie modelu o interesujacych wtasnosciach i zbadanie
jego najwazniejszych cech z punktu widzenia sieci. A mianowicie, badanie
spojnosci i1 przejscia fazowego albo proceséw epidemicznych.

W zwiazku z tym, ze trudno jest odnalez¢ model grafu, ktéry posiadatby
wszystkie trzy cechy sieci ztozonych rozwaza sie sieci, ktére majg co najmniej
jedna z tych cech.

Pierwszym przykladem sa stect bezskalowe, w ktérych wierzchotki ma-
ja stopnie zgodne z rozktadem spetniajacym prawo potegowe. Najprostszym
modelem grafu losowego, ktory moze modelowaé sieci bezskalowe jest graf
wybrany w sposéb jednostajny sposrod rodziny wszystkich grafow o danym
ciagu stopni. Grafy takie byty badane miedzy innymi przez Molloy’a i Reeda
w [44, 45]. Innym sposobem generowania graféw modelujacych sieci bezskalo-
we jest tak zwane uprzywilejowane dotaczanie (ang. preferential attachment)
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zgodnie z ktérym generujemy graf dodajac kolejne wierzchotki w ten sposéb,
ze dodawane wierzcholtki z wigkszym prawdopodobienstwem zostaja sasiada-
mi wierzchotkdéw o duzym stopniu. Jak podaje Newmann w [47] taki sposéb
generowania grafow o ciggu stopni spetniajacym prawo potegowe pojawiat sie
we wezesnych pracach dotyczacych sieci, ale stat sie powszechnie wykorzy-
stywany i cytowany dzieki pracom Alberta i Barabasi’ego nad tym modelem
(patrz [2, 1]). Jednakze, cho¢ wspdtezynnik skupienia w tak skonstruowanym
modelu sieci jest wyzszy niz wspotezynnik skupienia w G(n, p), to maleje on
wraz ze wzrostem wielkosci sieci (patrz [2]).

Alternatywnym sposobem jest skupienie si¢ na fenomenie matego swiata.
Klasyczny model, ktéry oddaje charakter sieci podlegajacej efektowi matego
Swiata, opiera si¢ na regularnej siatce a doktadnie na cyklu w ktérym dodat-
kowe krawedzie tacza kazdy wierzcholek z wierzchotkami w odlegtosci k£ od
niego w cyklu. Losowo$¢ w tym modelu uzyskuje sie poprzez losowa mody-
fikacje krawedzi pierwotnego grafu lub dodawanie w sposéb losowy nowych
krawedzi. Model ten zostal zaproponowany przez Wattsa i Strogatza w [60]
i zmodyfikowany zostal przez Newmana i Wattsa w [50, 51]. O wiele lepiej
niz wymienione powyzej modele sieci bezskalowych obrazuje on wlasnosci
skupienia i odlegtosci miedzy wierzchotkami. Niestety stopnie wierzchotkéw
w tym modelu nie speliaja prawa potegowego.

Zaden z powyzej wspomnianych modeli nie oddaje charakteru sieci ztozo-
nych w catosci. Tym bardziej, w konstrukcji modelu, nie ma ukrytej wtasnosci
decydujacej o specyficznej strukturze sieci. Dopiero praca [29] Guillaume’a
i Latapy’iego probuje odpowiedzie¢ na pytanie, co wpltywa na to, ze wiele sie-
ci ma takie a nie inne cechy. Zwracaja oni uwage na to, ze pewne wlasnosci
elementow sieci moga decydowaé o jej strukturze. Sugeruja oni, ze istnieje
pewna, ukryta lub nie, dwudzielna struktura, w ktorej mamy dwa zbiory:
zbior elementéw sieci i zbior ich wlasnosci. Elementy z tego drugiego zbioru
decyduja o potaczeniach miedzy elementami sieci. Warto wspomnie¢, ze wcze-
$niej takze Newman w [46] zaproponowal model sieci ztozonej bazujacy na
dwudzielnej strukturze elementow sieci i wtasnosci. Po tych pracach ukazaty
sie kolejne, dotyczace juz losowych graféw przecie¢ np. [9, 11, 19], w ktérych
probowano analizowaé¢ znany model ogdlnego losowego grafu przecie¢ pod
katem analizy sieci ztozonych.

2.1.3. Stan wiedzy

Spostrzezenie przez Guillaume’a i Latapy’iego w [29] dwudzielnej struk-
tury kryjacej sie za sieciami ztozonymi zapoczatkowato poszukiwania w tym
kierunku. Pojawity sie wyniki takie jak algorytm Behrischa i Taraza wyszuku-
jacy ukryta dwudzielna strukture w danej sieci (patrz [6]). Z punktu widzenia
analizy teoretycznych modeli pojawily sie pierwsze prace Deijfena i Ketsa [19]
oraz Bloznelisa [19] poszukujace szczegélnych przyktadow rozktadow P,
dla ktorych losowy graf przecie¢ miatby rozktad stopni wierzchotkow spetnia-
jace prawo potegowe. W [19] Deijfen i Kets pokazali takze, ze zaproponowany
przez nich model, przy odpowiednim doborze parametrow ma wspotczynnik
skupienia niezalezny od wielkosci grafu. Dla losowych grafow przecie¢ prace
byly kontynuowane przez Bloznelisa w [9, 10] oraz Lagerasa i Lindholma
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w [42] w kierunku badania wlasnosci graféw zwiazanych z przejsciem fa-
zowym [9, 42] i $rednimi odleglo$ciami miedzy wierzchotkami [10]. Jednak
nadal wiele pytan zostaje otwartych. Wyniki Bloznelisa w pracach [9, 11, 10]
dotycza przypadku gdy n = o(m) oraz nie pokazuja wspélczynnika skupienia
dla rozpatrywanego modelu. Natomiast w [19] przedstawione sa rezultaty po-
kazujace przykltad rozkltadu P,y dla ktorego stopnie wierzchotkow spetniajg
prawo potegowe i dla tego rozktadu obliczony zostaje wspotczynnik skupie-
nia, ale $rednica i spojnosé nie sa analizowane. Wynik z [42] dotyczy grafu
o dobrym wspotczynniku skupienia, ale stopnie wierzchotkéw w rozpatrywa-
nym modelu nie spelniaja prawa potegowego.

W tej rozprawie zostanie doktadniej zanalizowany model rozpatrywany
przez Bloznelisa w [9, 11, 10]. Pokazany zostanie alternatywny dow6d doty-
czacy ciaggu stopni wierzchotkéw, dzieki ktoremu udowodnione zostanie twier-
dzenie z [11] dla wczesniej nierozpatrywanego przypadku n =< m. Wyliczona
takze zostanie wartos¢ lokalnego wspotczynnika skupienia dla tego modelu,
ktora okaze si¢ by¢ niezalezna od wielkosci grafu tylko dla n < m.

2.2. Sieci sensorowe

Bezprzewodowa sie¢ sensorowa jest to sie¢ sktadajaca sie z rozrzuconych
na pewnym obszarze matych urzadzen zwanych dalej dla uproszczenia senso-
rami. Posiadaja one zdolno$¢ do komunikacji bezprzewodowej oraz sa wypo-
sazone w czujnik mierzgcy interesujace cechy otoczenia takie jak na przyktad
poziom hatasu, cisnienie, temperature, wilgotno$¢. Bezprzewodowe sieci sen-
sorowe stuzg do zbierania i przekazywania informacji na temat otoczenia.
W ostatnim czasie okazaly si¢ mie¢ one szerokie zastosowania w monito-
ringu Srodowiska, rolnictwie, medycynie, kontroli dystrybucji, monitoringu
przemystowym a takze wojskowosci. Ze wzgledu na potrzebe umieszczenia
wielu sensorow na monitorowanym obszarze sg to urzadzenia mate i niezbyt
drogie. Z tego powodu sa one zasilane bateriami o ograniczonej wydajno-
Sci oraz maja procesor o niewielkiej mocy obliczeniowej. Nie posiadaja one
takze dodatkowych zabezpieczen, czyli jesli kto$ przejmie fizyczng kontrole
nad sensorem moze odczyta¢ wszystkie informacje zawarte w jego pamieci.
W zwiazku z tymi ograniczeniami sensory nie majg mozliwosci stosowania
standardowo uzywanych protokotéow kryptograficznych zapewniajacych bez-
pieczenstwo przekazywania informacji. W dodatku atakujacy sie¢ sensorowa
przechwytujac sensory uzyskuje informacje o wszystkich kluczach w nich za-
wartych.

2.2.1. Siec¢ sensorowa z losowg predystrybucja kluczy

Jednym ze sposobow przezwyciezenia powyzej wspomnianych probleméow
zwigzanych z fizycznymi ograniczeniami sensoréw jest zastosowanie tak zwa-
nej losowej predystrybucji kluczy (ang. random key predistribution) zapropo-
nowanej przez Eschenauera i Gligora w [24]. Losowa predystrybucja kluczy
przebiega w trzech etapach. W pierwszym generowana jest duza pula kluczy
(np. m kluezy), ktérym przyporzadkowuje sie identyfikatory a nastepnie z tej
puli losuje sie niezaleznie ta sama liczbe kluczy (np. d kluczy) dla kazdego
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sensora. Drugi etap odbywa sie po rozrzuceniu sensoréw w terenie. Wtedy
kazdy sensor odkrywa swoich sasiadow i probuje ustali¢ z kazdym z nich
wspolny klucz. Opcjonalny trzeci etap ma na celu zapewnienie sensorom
znajdujacym sie w zasiegu komunikacji bezprzewodowej wspélnych kluczy.
W naszych rozwazaniach bedziemy jednak zaktadac, ze wszystkie sensory
znajduja sie w zasiegu komunikacji i bedziemy zainteresowani dwoma pierw-
szymi etapami.

Podsumowujac, w rozpatrywanym przez nas modelu sieci sensorowej z lo-
sowg predystrybcja kluczy, kazdemu sensorowi przyporzadkowuje sie nieza-
leznie d kluczy sposrod m kluczy z puli oraz dwa sensory moga bezposrednio
sobie przekazywac informacje wtedy i tylko wtedy gdy ich zbiory kluczy maja
co najmniej jeden element wspoélny.

2.2.2. Podstawowe pytania i modele graféw.

Modelem teoretycznym sieci sensorowej jest graf, w ktorym wierzchotki
odpowiadaja sensorom a krawedzie przedstawiaja mozliwos¢ bezposredniej
komunikacji miedzy sensorami. W pierwszej pracy dotyczacej losowej pre-
dystrybucji kluczy [24] Eschenauer i Gligor zaproponowali jako model teo-
retyczny do analizy sieci sensorowej klasyczny graf losowy G(n,p). W [55]
Di Pietro, Mancini, Mei, Panconesi i Radhakrishnan stawiaja teze, ze graf
G(n,p), ze wzgledu na niezalezno$¢ krawedzi, nie jest modelem teoretycz-
nym dobrze odzwierciedlajacym wtasnosci sieci sensorowej. Zauwazajg oni,
ze to losowy graf przecie¢ najlepiej pokazuje zaleznosci miedzy potaczeniami
komunikacyjnymi miedzy sensorami a kluczami, ktore im zostaty przypisane.

W losowym grafie przecie¢ odzwierciedlajacym strukture sieci sensorowej,
kazdemu wierzchotkowi przyporzadkowany jest sensor a kazdemu dostepne-
mu kluczowi doktadnie jeden element ze zbioru wtasnosci. Kazdemu z wierz-
chotkow (sensorowi) przyporzadkowuje sie d wlasnosci (d kluczy) a krawedzie
powstaja miedzy tymi wierzchotkami, ktére maja co najmniej jedng wlasnosé
wspolng. Podsumowujac idealnym modelem do teoretycznej analizy wtasno-
éci sieci sensorowych jest jednostajny losowy graf przecie¢ G/¢4(V, m, d).

Podstawowymi zagadnieniami dotyczacymi bezprzewodowych sieci sen-
sorowych sg sp6jnos¢ sieci, odpornosé na ataki oraz liczba skokow jakie musi
przejsé¢ informacja, zeby zostala dostarczona z jednego sensora do dowolne-
go innego sensora. Przez skok rozumiemy tutaj przekazanie informacji bez-
posrednio z jednego sensora do innego sensora za pomoca wspélnych klu-
czy. Celem wielu prac teoretycznych dotyczacych sieci sensorowych w tym
[12, 24, 30, 55] jest okreslenie w jakim stosunku musza by¢ parametry n, m
i d, zeby informacja wystana przez jeden sensor mogta dotrze¢ bezpiecznie
do dowolnego innego sensora lub prawie wszystkich innych sensoréw w matlej
liczbie skokdw.

Problem dostarczenia informacji do prawie wszystkich sensoréw sprowa-
dza si¢ do wyznaczenia wielkosci najwiekszej sktadowej spojnosci w jedno-
stajnym losowym grafie przecie¢ G7*(V, m, d). Natomiast maksymalna liczba
skokéw, jakie musi zrobi¢ informacja, jest rowna Srednicy najwickszej skta-
dowej spojnosci grafu G7¢4(V,m,d). Zagadnienie bezpieczefistwa wiaze sie
z okredleniem jak zebranie przez atakujacego matej frakcji sensoréw wptywa
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na liczbe skompromitowanych potaczen, to znaczy potaczen kodowanych za
pomoca kluczy, ktére atakujacy zdobyt z zebranych sensorow. Doktadniej
zagadnienie sprowadza sie do sprawdzenia, czy zebranie kluczy z matlej licz-
by sensoréw (o(|V(G74(V,m, d))|) sensoréw) moze pozwoli¢ atakujacemu na
odezytanie wiadomodci z duzej liczby potaczenn (Q(|E(G/¢4(V,m,d))])).

Nalezy wspomnie¢, ze model losowej predystrybucji kluczy z [24] zostat
uogdlniony przez Chana, Perriga i Songa w pracy [15]. Uogélniony model
zostal nazwany q—kompozytowym modelem predystybucji kluczy. W mode-
lu tym dwa sensory moga bezposrednio wymieniaé informacje, jesli maja
co najmniej ¢ > 1 wspolnych kluczy i informacje przekazuja wykorzystujac
wszystkie klucze, ktore ze sobg dziela. W [15] Chan, Perrig i Song przed-
stawiajg teze, ze w tym modelu zwicksza sie odporno$é¢ na ,mate” ataki,
tzn. ataki w ktorych liczba przechwyconych sensorow jest mata w poréwna-
niu do liczby sensoréw w calej sieci. Natomiast w przypadku ,,duzych” ata-
kéw model przedstawiony w [24] jest zdecydowanie odporniejszy. Dla modelu
q-kompozytowego najodpowiedniejszym teoretycznym odpowiednikiem sieci
jest jednostajny losowy graf przecie¢ G74(V,m,d) z parametrem przeciecia
s=q .

2.2.3. Stan wiedzy

W pierwszych pracach dotyczacych predystrystrybucji kluczy w bezprze-
wodowych sieciach sensorowych (np. [15, 24, 30]) jako graf modelujacy sie¢
wykorzystywano graf G(n,p) z odpowiednimi parametrami. Pierwszym ar-
tykutem, w ktorym jako model teoretyczny zostal zastosowany losowy graf
przecie¢ byta praca [55] Di Pietro, Mancini’ego, Mei, Panconesi’ego i Ra-
dhakrishnana. Zauwazono wtedy, ze istniejg zaleznos$ci miedzy bezpiecznymi
potaczeniami miedzy sensorami oraz ze stosownym modelem do modelowa-
nia bezprzewodowych sieci sensorowych jest graf G7¢4(V, m, d). W pracy tej
rozwazano problem spojnosci i bezpieczenstwa sieci. Udowodnione zostato,
zedlac>8im > n jesli

2
2.1) iwclnn,
m n

to asymptotycznie prawie na pewno bezprzewodowa sie¢ sensorowa jest spoj-
na. Pokazane takze zostalo, ze dla

1
m~ n’
sie¢ ma wlasnosé redoubtability, tzn. przechwycenie o(n) sensoréw, gdzie n
jest liczba sensoréw w sieci, nie pozwoli rozszyfrowaé statej frakcji wszystkich
komunikatow.

Problem spéjnosci jednostajnego losowego grafu przeciec, nie tylko w kon-
tekscie bezprzewodowych sieci sensorowych, byt rozwazany w [56],[27] 1 [8].
W pracy [27] Godehardt, Jaworski i Rybarczyk uzyskali pewne wyniki doty-
czace spojnosci G7¢(V,m, d) dla d bedacego staty. Natomiast w [8] Black-
burn i Gerke badali spdjnos¢ tego grafu dla m = n®, gdzie o jest pewna
stata dodatnia. Blackburn i Gerke udowodnili, ze jesli w (2.1) ¢ > 1, to
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G7¢(V,m,d) jest spojny asymptotycznie prawie na pewno oraz dla ¢ < 1
asymptotycznie prawie na pewno jest niespéjny. Postawili takze hipoteze,
ze mozna okresli¢ doktadniej funkcje progows dla spdjnosci przy ¢ ~ 1.

W [30] Hwang i Kim zauwazaja, ze czasami w zastosowaniach moze wy-
starczy¢, ze tylko stata frakcja zbioru sensoréw (np. 99%) moze sie komu-
nikowa¢. Wtedy godzimy si¢ na to, ze dane z niektorych sensoréw nie beda
przekazywane w sieci, ale zyskujemy na bezpieczenstwie przekazywania in-
formacji. Problem okreslenia stosunku parametréw n, m i d w G7¢4(V, m, d),
dla ktérych tylko mata frakcja zbioru wierzchotkéw bedzie poza czescia sie-
ci, ktéra moze bez problemu sie komunikowaé, jest zwigzane z tak zwanym
przejsciem fazowym. Przejécie fazowe jest to ,nagle” pojawienie sie w gra-
fie losowym sktadowej sp6jnosci zawierajacej stalg frakcje zbioru wierzchot-
kow. Dla klasycznego grafu losowego problem ten rozpatrywali Erdds i Rényi
w [22]. Zauwazyli oni, ze jesli p = en™!, (funkcja progowa dla przejscia fa-
zowego), wtedy dla ¢ < 1 asymptotycznie prawie na pewno graf losowy ma
tylko sktadowe o wielkosci O(Inn), natomiast dla ¢ > 1 graf ma doktad-
nie jedna sktadowa o (n) wierzchotkach a pozostale sktadowe sa wielkosci
O(Inn). Dodatkowo byli oni w stanie okresli¢ jak liczba wierzchotkéw zawar-
tych w najwigkszej sktadowej zalezy od c.

W kontekscie bezprzewodowych sieci sensorowych pierwsza proba okresle-
nia wielkosci parametréow grafu G7¢¢(V, m, d) dla ktérych zachodzi przejscie
fazowe byta praca [12] Bloznelisa, Jaworskiego i Rybarczyk. Wynik tam uzy-
skany dotyczyl d takiego, ze Inn = o(d) oraz

d? c

m n

Pokazane zostato, ze przejscie fazowe zachodzi dla ¢ = 1. To znaczy, gdy

¢ < 1, to wszystkie sktadowe sa wielkosci O(Inn), natomiast dla ¢ > 1

istnieje dokladnie jedna skladowa o rozmiarze 2(n). Wezesniej w [27, 56]

Godehard, Jaworski i Rybarczyk pokazali analogiczny wynik dotyczacy sta-

tych wartosci d. Dla stalego d funkcjg progowa dla przejscia fazowego jest
dd—-1) ¢

~ —,

m n

dla c = 1.

Jedynym wynikiem dotyczacym modelu g—kompozytowego, tzn. grafu
G/(V,m,d) dla s = q, jest wynik, ktéry uzyskali Bloznelis, Jaworski i Ry-
barczyk zawarty w [12].

W rozprawie tej zostanie udowodniony wynik, ktéry ostatecznie odpo-
wie na pytanie dotyczace funkcji progowej dla spdjnosci i przejscia fazo-
wego w grafie G74(V,m,d) dla wszystkich d = d(n) i m = m(n), zosta-
nie okreslona tez $rednica najwickszej sktadowej spojnosci w G7¢4(V, m, d)
w momencie pojawienia sie sktadowej spdjnosci o 2(n) wierzchotkach i w mo-
mencie uspdjnienia oraz wynik dotyczacy przejscia fazowego w G7¢4(V, m, d).
W kontekscie badania spojnosci modelu ¢-kompozytowego przedstawione be-
dzie twierdzenie dotyczace liczby wierzchotkéw izolowanych w G7¢4(V, m, d)
i Gs(V,m, Py ). Twierdzenie to jest pierwszym krokiem w kierunku uogél-
nienia wynikéw dotyczacych spéjnoéci G7°4(V, m, d) na model G7¢4(V,m, d).



Zostanie takze pokazany wynik dotyczacy liczby tréjkatéw w G7¢4(V, m, d).
Bedzie on obrazowal jak r6znig sie zaleznosci miedzy potaczeniami w grafach
G4V, m,d) i G(n,p).
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3. Wyniki pomocnicze

3.1. Nieréwnosci

3.1.1. Nieréwnosci Markowa i Czebyszewa

W celu oszacowania prawdopodobienstwa odchylenia zmiennej losowej od
wartosci oczekiwanej bedziemy wykorzystywaé¢ nieréwnosci Markowa i Cze-
byszewa. Nieréwnosci te mozna znalez¢ w kazdym klasycznym podreczniku
do rachunku prawdopodobienstwa (w ksiazce [31] autorzy nazywaja je nie-
réwnosciami Czebyszewa i Czebyszewa—Bienaymé, odpowiednio). Jako pierw-
szg podajemy nieréwnos¢ Markowa.

Lemat 3.1. Niech X bedzie nieujemng zmienng losowq. Wtedy dla kazdego
e>0
EX

Pr{X > ¢} <
€

Przydatne tez bedzie uogdlnienie powyzszej nieréwnosci bedace wersja twier-
dzenia 5.7.5 z [31].

Lemat 3.2. Niech X bedzie nieujemng zmienng losowg oraz a € (0;4+00).

Pr{X > a} < w’
a
gdzie
0 dlax<a;
I., = ’
>a(7) {1 dla © > a.
Dowod.

]

Nieréwnos¢ Czebyszewa daje doktadniejsze ograniczenie gorne na prawdopo-
dobienstwo odchylenia od wartosci oczekiwanej.

Lemat 3.3. Niech X bedzie zmienng losowg i € > 0, wtedy

VarX

Pr{IX —EX| > ¢} < —
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3.1.2. Nier6é6wnos$é Chernoffa

Zmienna losowa o rozktadzie dwumianowym charakteryzuje sie silniej-
szym skoncentrowaniem wokét wartosci oczekiwanej niz wynikatoby to z nie-
rownosci Czebyszewa. Przestawione ponizej nieréwnosci Chernoffa dajg o wie-
le lepsze oszacowanie na prawdopodobienstwo odchylenia od wartosci ocze-
kiwanej. Dowody tych nieréwnosci mozna znalezé na przyklad w [32] (patrz
twierdzenie 2.1 i wniosek 2.2).

Lemat 3.4. Niech X bedzie zmienng losowq o rozkladzie dwumianowym
oraz niech t > 0, wtedy

t2
1 PriX <EX —t} < —
5.1) | 0 <o ().
(3.2) Pr{X >EX +1} <e L I
‘ s SEPLTOBEX 1) O

t? t3
S exp <_ JEX T 6EX2> '
3.2. Metody probabilistyczne

3.2.1. Metoda pierwszego i drugiego momentu

Klasycznymi metodami dowodowymi stosowanymi w celu okreslenia funk-
cji progowych wlasnosci w grafach losowych sg metody pierwszego i drugiego
momentu. Przedstawione one sg w wielu monografiach dotyczacych metod
probabilistycznych w kombinatoryce, na przyktad w [23, 32, 54]. Metody te
sa bezposrednim zastosowaniem nieréwnosci przedstawionych w lematach 3.1
i 3.3 do zmiennych losowych o wartosciach catkowitych nieujemnych.

Lemat 3.5. Niech X, bedzie zmienng losowq o wartosciach catkowitych nie-
ujemnych, wtedy
(i) jesli EX, — 0, to Pr{X,, =0} — 1;
(ii) jesli EX, — oo i VarX, = o ((EX,)?),
to Pr{X,>1} - 1iVeoPr{1 —e)EX < X < (14+¢)EX} — 1.

3.2.2. Metoda momentéw

Metoda momentow stuzy do okreslania, czy dany ciag zmiennych loso-
wych dazy do pewnego rozktadu. Mozna ja stosowaé¢ w przypadku, gdy roz-
ktad graniczny jest jednoznacznie wyznaczony przez swoje momenty. Kla-
syczny wynik (patrz na przyklad twierdzenie 4.4.5 w [17]) zwany metoda
momentéw odnosi sie do zwyklych momentow zmiennej losowej.

Twierdzenie 3.1. Niech X bedzie zmienng losowq z dystrybuantg wyzna-
czong jednoznaczne przez swoje momenty. Jesl Xy, Xo, ... s¢ zmiennymi
losowymi o skonczonych momentach takich, e EXF — EX* przy n — oo
dla dowolnego k naturalnego, wtedy X,, jest stabo zbieina (zbieina wedlug
rozkladu) do X.
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W rozprawie bedzie wykorzystany wniosek z tego twierdzenia dotyczacy
zbieznosci do rozktadu Poissona oraz momentéw silniowych zmiennej losowej
bedacej sumg zmiennych losowych zero—jedynkowych.

Momentami silniowymi zmiennej losowej X o skonczonych momentach
nazywamy wyrazenia.

E(X)r =E[X(X —1)...(X —k+1)] dla k> 1 oraz E(X)o = 1.

W przypadku, gdy zmienna losowa X, przelicza obiekty mozna ja zapisac¢
w formie X, = Y1, &, gdzie §;, 1 <1 < n, sa zmiennymi zero-jedynkowych.
Dla tak zdefiniowanej zmiennej losowej

n

i=1 11,000k

gdzie Z*h ;, 07hacza sume po wszystkich ciggach roznych indeksow iq, ..., i
oraz

Ponizsze twierdzenie jest to praktyczny wniosek z twierdzenia 3.1 (w [32]
jest to wniosek 6.8).

Twierdzenie 3.2. Niech X, bedzie sumqg n zero—jedynkowych zmiennych
losowych & (tzn. X, = Y"1 &). Jesli dla pewnego X\ > 0

E(X,)r= Y Pr{& =1,...,& =1} =\

115000k

przyn — oo , to X, jest stabo zbieina (zbiezna wedtug rozktadu) do zmiennej
losowej o rozkladzie Poissona Po(\).

3.2.3. Metoda Steina

Metoda Steina pozwala okresli¢ zbiezno$¢ ciagu zmiennych losowych X,
do zmiennej losowej X poprzez oszacowanie odlegtoéci migedzy nimi. Odle-
gtoé¢ miedzy dwiema zmiennymi losowymi X i Y o wartosciach w R wpro-
wadzimy za pomoca mormy catkowitego wahania (ang. total variation
distance)

dry(X,Y) = max |Pr{X € A} — Pr{Y € A}|,

gdzie maksimum jest wziete po wszystkich zbiorach borelowskich A C R.
W przypadku, gdy X i Y przyjmuja wartosci catkowite wyzej okreslona od-
legtosé dana jest wzorem

(3.3) dry(X,Y) = ; i Pr{X =k} — Pr{Y = k}|.

W rozprawie bedziemy wykorzystywaé¢ metode Steina w wersji z grafem
zaleznosci przedstawiona miedzy innymi w [32]. Niech I' bedzie zbiorem in-
dekséw rodziny zmiennych losowych indykatorowych {Is : § € I'}. Zalézmy,
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ze W = Y gcr Ip. Grafem zaleznodci L nazywamy graf o zbiorze wierz-
chotkéw I, taki, ze jesli dla dowolnych podzbioréw A C I'i B C I' nie ma
krawedzi miedzy A1 B w grafie L, to zmienne losowe ze zbioru {Iz: 3 € A}
sq niezalezne od zmiennych losowych ze zbioru {I, : v € B}. Niech T) be-
dzie zmienng losowg o rozktadzie Poissona Po()), gdzie A = EW oraz niech
g = Elz dla § € I'. Z twierdzenia 6.23 z [32], mamy

(3.4)  dpy(W,T\) < min(A™! 1)( oom+ > (E(sl) +7T57T7)),

BeV (L) ByeE(L)

gdzie suma } g, cp(p) Oznacza sumowanie po wszystkich uporzadkowanych
parach ((3,~) takich, ze py € E(L).

bLatwo sprawdzi¢, ze jesli dla ciagu zmiennych losowych X, i zmiennej
losowej X odlegltosé dry (X, X) dazy do zera, to X,, dazy wedtug rozktadu
do X. W dodatku jesli Y,, jest zmienna losowg o rozktadzie Poissona Po(EX,)
oraz EX,, — A, tojesli dry (X, Y,) dazy do zera, to X,, dazy wedtug rozktadu
do zmiennej losowej o rozktadzie Poissona Po(\).

3.3. Oszacowania na prawdopodobienstwa powstania
krawedzi

W tym podrozdziale podane zostana proste fakty dotyczace prawdopodo-
bienstwa powstania krawedzi w réznych modelach losowych graféw przeciec.
Rozwazmy najpierw model losowego grafu przecie¢ G5(V, m, Py) (patrz de-
finicja 1.3). Zal6zmy, ze dla danych dwoch wierzchotkéw v i w znamy moc
zbioréw D(v) i D(w).

Lemat 3.6. Niech s > 1 bedzie stalg, s < d < A, s < d < A oraz niech
A?/m = o(1). Wtedy

Pr {vw € E(Gs(V,m,Pumy)) ‘ |D(v)| = d, |D(w)| = d,} -

-5 1o (2))

Dowdéd. Zalézmy, ze mamy dane D(v) € W, |D(v)| = d. Niech A bedzie
rodzing podzbioréw zbioru W o doktadnie d’' elementach, ktére przecinaja
zbiér D(v) na co najmniej s elementach. Wtedy

(=) == (6=

Zauwazmy, ze dla K = s lub K =d
() m— K)ygudt  (d)s (m— K)g_y m?

(Z})  (m)g(d —s)  ms mé=s  (m)g

Co wiecej, poniewaz dla takich K
2 N\ 4 o ,
2A <<1_K—|—d> <(m K)q

N

|A]

N

— <1

m md —s
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oraz

2 N\ &
1_A<<1_d> <(m)dl<1,

m m ma

wiec

Pr {vw € E(GL(V,m, Pw) | ID()] = d, [ D(w)| = d'} =

- (o)

&
[
Dla przypadku, gdy s = 1 podamy wynik doktadniejszy. Jezeli oznaczymy
Prqq =Pr {vw € E(G(V,m,P))) ’ |D(v)| =d,|D(w)| = d’} ;
(35)  Prg=Pr{vw € E(GV,m,Pm)) | |D(v)| =d},

to prawdziwy jest ponizszy lemat.

Lemat 3.7.
dd’' dd')? dd
7_< 2) < Prgg < —;
m m
E(Z 2E(72 E(Z
IE(Z) PR o, AR
m m m
Dowdad.

Pr{D(v) N D(w) # 0 | |Dw)| = d, |D(w)| = d'} <
CdGn) _da
(s
Pr{D(v) N D(w) =0 | |D()| = d,|D(w)| = d'|
B (md—/d) _d’fl - d - i d’
G (%) < (-5) =

dd’ (d’) <d>2 dd’ (dd’>2
<l-—+ ) <1-—=+ (=) .
m 2 m m m

Druga nieréwnos$é¢ w lemacie wynika z pierwszej i faktu, ze

9

m

N———

PI‘d = Zprdd’ PI‘{|D<UJ)| = d/}

d/

3.4. Prawdopodobienstwo warunkowe

Wykorzystamy tez prosty lemat dotyczacy prawdopodobienstw warunko-
wych.
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Lemat 3.8. Niech (A;)isi, @ (Bi)i=i, bedq ciggami zdarzen takimi, ze zachodzi
A; N By = 0 dla wszystkich © > ig. Dodatkowo niech

Pr {Alo U Blo} > 1 — Do

1—1
ﬂ BJ} >1_q7

Jj=to

dla po,q € [0;1] i dla kazdego i > iy. Wtedy dla kazdego k > 1

PI{O A; U (k] BZ-} > (1 —po)(1 —q)F .

i=io i=io
Dowdd. Zauwazmy, ze
k k k k i—1
UAuNB2NOBUYU U |An) B U4,
=10 =10 1=1g i=19+1 Jj=to
i zdarzenia N'_. B;, (Ai NNt Bj> i A;, sa parami roztaczne (gdyz A; i B;

=10 j=10
sa roztaczne dla kazdego i > iy). Dlatego wystarczy pokazaé, ze

k k i1
P i=ig+1 j=io
> (1—po)(1—q)* ™

dla kazdego k > iy. Udowodnimy (3.6) stosujac indukcje wzgledem k.
Niech k = iy, wtedy (3.6) wynika bezposrednio z zalozen lematu. Teraz
zalézmy, ze (3.6) jest spelnione dla k > 5. Wtedy

Pr{kﬁlBi}—i- ki—:l Pr{Aimiﬁ Bj}+Pr{Ai0}_

1=1g i=ig+1 J=to

k+1 k

=10 1=1g

+ zk: Pr {Aiﬂ Zhl Bj} +Pr{4,,} =

i=ip+1 J=to

ﬁBi}Pr{ﬁBi}—i-

=10 =10

=Pr {Ak+1 U Bia

i=i0+1 J=to

k i—1
+ Z Pr {Azﬂ m BJ} +PI‘{A¢O} >

k
> Pr {Ak+1 U Bis1| [) Bi} .

=10

. (Pr{rk]Bz}—l— i Pr{Aiﬂ lhl Bj}—i-Pr{Aio}) >

=10 i=19+1 Jj=to

2(1 . po)(l . q)k:-i-l—io_



4. Rownowaznos¢é modeli

Wyniki zawarte w tym rozdziale bazuja na obserwacji, ze dla bliskich
sobie rozktadow Py 1 Py, grafy Gs(V,m, Pim)) 1 Gs(V,m, P(,,)) powinny
mie¢ asymptotycznie podobne wlasnosci. Przedstawione rezultaty pozwalaja
miedzy innymi w prosty sposéb wyciaga¢ wnioski dotyczace ogdlnych rozkta-
dow, z wynikéw dotyczacych szczegolnych rozktadéw P,,). Podobne wyniki
zwigzane z rownowaznoscig modeli graféw losowych pojawity sie juz w kon-
tekscie klasycznych modeli graféw losowych G(n, p) i G(n, M) (patrz [13, 43])
oraz losowych graféw skierowanych (patrz [33, 35, 37]).

4.1. Réwnowaznosé losowych graféw przeciec.

Dla danych dwéch rozktadéw prawdopodobienstwa P,y = (Fo,. .., Pn)
i1 Py = (Fgs - -+, Py,) oznaczmy

(4.1) w(PEm) =< Pmy) =
= max{Pr{Z, < Z,} : Z, ma rozktad P, Z, ma rozktad P, },

gdzie maksimum jest wziete po wszystkich wektorach losowych (Z,,, Z!) z roz-
ktadami brzegowymi P 1 P,

Zauwazmy, ze W(P(,y < Pumy) = 1, gdy Lz Pj < Xjsp P, dla kazdego
k = 0,1,...,m. To znaczy w(P('m) < Pimy) = 1, gdy rozktad P{m) jest
stochastycznie zdominowany przez rozktad P, co, tak jak w przypadku
zmiennych losowych, oznacza¢ bedziemy przez P{m) = Pim)

Lemat 4.1. Dla dowolnej wlasnosci: rosngcej A i malejgcej B oraz rozktadow
prawdopodobienstwa 73('m) =< Py, mamy

(4.2) Pr{G.(V,m, ) € A} < Pr{G.(V,m, Pm)) € A},
Pr{G.(V,m, P(,,) € B} > Pr{G.(V,m, Pim)) € B}.

Dodatkowo, dla dowolnych rozktadéw P, iP(’m) mamy

Pr{GS(V, M, Plmy) € A}

{ s(V,m, Puny) € }—l— L —w"(P(y < Pimy),
(4.3)
Pr{G (V,m, Pamy) € B}
< Pr{G.(V,m, Pl € B} + 1 = w" (Pl < Pmy),

gdzie w(P(,,) < Pm)) jest dana wzorem (4.1).
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Dowdéd. Wystarczy udowodni¢ nieréwnoéci dla wtasnosci rosnacych. Dowody
dla wtasnosci malejacych sa analogiczne.

Aby udowodnié¢ nieréwnosé (4.2) skonstruujemy najpierw niezalezne pary
zbioréw losowych (D(vy), D(v1)), ..., (D(vn), D(v,)"), ktérych moce maja
te same rozktady oraz dla kazdego i zachodzi D(v;) € D(v;). W dodatku
rozklady brzegowe tych par zmiennych beda takie, ze moce zbioréw |D(v;)|
i [D(v;)'| beda mialy rozktady Py 1 P(,,), odpowiednio. Zauwazmy, ze otrzy-
mane w ten sposob losowe grafy Gs(V,m, Pim)) 1 Gs(V,m,P(,,)) spemiaja
zalezno$¢ E(Gs(V,m, P(,,)) C E(G5(V, m, Pgn))). Dlatego dla wlasnosci ro-
snacej A, jesli G5 (V,m, P(,,)) € Ato Gs(V,m, Pu)) € A. Stad wynika (4.2).

W konstrukeji wyzej wspomnianych niezaleznych par zmiennych losowych
zastosujemy standardowy coupling. Przez coupling zbioréw losowych D i D’
(jak takze innych obiektéw losowych) rozumiemy tutaj okreslenie wspol-
nej przestrzeni probabilistycznej na ktorej zdefiniowany jest wektor losowy
(D, D’) o rozktadach brzegowych odpowiadajacych rozktadom brzegowym
zbioréw D i D', odpowiednio. Korzystamy z uzywanej zwyczajowo w jezyku
polskim angielskojezycznej nazwy z braku dobrego polskiego odpowiednika.

Niech (Z,, Z!) bedzie losowym wektorem o rozktadach brzegowych, od-
powiednio, Py i P{m), takim, ze Z < Z,. Majac dang wartos¢ Z,, wy-
bieramy w sposéb jednostajny podzbiér D(vy) € W sposrdéd wszystkich
Zn-elementowych podzbioréw zbioru W. Majac dany zbiér D(v,), zdefiniuj-
my D(vy) = D(vy) \ 5, gdzie zbiér S C D(vy) jest losowym podzbiorem
zbioru D(vy) o rozmiarze Z,, — Z/, wybranym w sposob jednostajny sposrod
wszystkich (Z,, — Z!,)—elementowych podzbioréw zbioru D(vy). Po powtoérze-
niu, niezaleznie, tej konstrukcji n razy otrzymujemy rodzine niezaleznych par
zmiennych losowych o wymaganych wtasnosciach.

Dowéd nieréwnosei (4.3) przebiega podobnie. Niech (Z,,, Z!) bedzie wek-
torem zmiennych losowych, dla ktérego osiagniete zostaje maksimum z defini-
cji w(P(,,) < Pamy)- Dla danej wartosci wektora (Z,, Z;,) takiej, ze Z;, < Z,,
mozemy utworzy¢ pare podzbioréw (D(v;), D(v;)") w ten sam sposéb jak
w dowodzie (4.2). Natomiast dla danej wartosci wektora (Z,,Z)) takiej,
ze Z! > Z,, wybieramy D(v;) i D(v;)" niezaleznie w sposéb jednostajny
sposréd podzbioréw W o Z,, i Z! elementach, odpowiednio. Teraz wystar-
czy zauwazy¢, ze tak skonstruowany wektor (|D(v;)|, |D(v;)’|) ma rozktady
brzegowe P(m) 1 P(,,). Dodatkowo, wiemy, ze

Pr{D(v;)’ C D(v;)} > Pr{Z}, < Z,)} = w(P(,,) < Pm))-

Rozwazmy teraz losowe grafy przecieé¢ G5(V, m, Puny) 1 Gs(V,m, P{m)) indu-
kowane przez rodziny podzbiorow powstate w wyniku n niezaleznych ekspe-
rymentéw konstruujacych w powyzej opisany sposoéb pary (D(v;), D(v;)).
Dla tych graféw zachodzi nieréwnos¢ Pr{H} > w™(P(,,) < Pum)), gdzie
H = {E(Gs(V,m,P(,))) € E(Gs(V,m,Pm))}. Czyli ostatecznie

Pr{G.(V,m, P(,) € A} < Pr{{G.(V,m, P[,,)) € A} " H} +1 - Pr{H}
< Pr{{G.(V,m, Pm)) € A} N H} +1 - Pr{H}
< Pr{G.(V,m, Pim)) € A} + 1 — Pr{H}.
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Wnhiosek 4.1. Niech Gs(V,m, Pany) @ Gs(V,m, P(,,)) beda ciggami grafow
losowych oraz miech dla w(P(,,y < Pgn)) danego wzorem (4.1)

—wW(Pny < Pmy) = o(n™1), L= w(Pamy < Plny) = o(n™1).
Wtedy dla ciggu wlasnosci monotonicznych A, € G, z (4.3) wynika, Ze
(4.4)  Pr{G.(V,m, Pum) € An} = Pr{G.(V,m, P(,)) € Au} +0(1).

2. Réwnowaznos¢ modelu jednostajnego
i dwumianowego

Ponizszy lemat jest przydatnym narzedziem, dzigki ktoremu tatwo mozna
z wynikéw uzyskanych dla grafu GP™(V,m, p) wywnioskowaé¢ wyniki doty-
czace grafu G7°¢(V, m, d) i na odwrot.

Lemat 4.2. Niech s > 1 oraz niech A, C G, i B, C G, bedq, odpowiednio,
ciggiem witasnosci rosngcych i malejgcych.

(i) Zaléimy, Zelnn = o(d), p— = (d—v/3dInn)/mip; = (d+v3dInn)/m
Wtedy

Pr{GP"(V,m,p ) € A,} —o(1) <P
<P }
Pr{GP™(V,m,p,) € B,} — o(1) < Pr GJed v, m d) €B,} <
< Pr{GSBm(V,m,p—)) € Bn} +o(1).

(ii) Zaléimy, Ze di = mp + \/3mplan, d_ = mp — /3mplnn oraz

Inn = o(mp). Wtedy
Pr{GI(V,m,d_) € A,} —o(1) <

P
P
Pr{G;’ed(V,m,d+) € Bn} —o(1) < Pr
P

'—g
——
L)
»
=
x
3
&
m
(8]
——

+o(1).

Dowdd. Pokazemy tylko pierwsza z powyzszych nieréwnoéci. Dowody pozo-
stalych sa analogiczne. Niech Z! bedzie zmienng losowa o rozktadzie dwu-
mianowym Bin(m, p_) oraz niech Z2 bedzie zmienna losowa o rozktadzie zde-
generowanym P, skoncentrowanym w d (tzn. P; = 1). Dla wektora losowego
(Z}, Z?) mamy
1~ w(Bin(m,p_) < Pa) <1 —Pr{Z} < 22} = 1 Pr{Z} < d} =
=Pr{Z} > d} =Pr{Zz} > Bz} + V3dlnn)} <

< 3dInn ( 1 )
K €X — =0\ — .
P\ 20— 2v3dInn) n
W przedostatnim kroku zastosowali$my nieréwnos$¢ Chernoffa (3.2). Nieréw-
no$¢ wynika natychmiast z (4.3). O
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Nastepny lemat bedzie dotyczyt zbieznosci wedtug rozktadu zmiennych
losowych liczacych obiekty w grafach GB™(V m,p) i GV, m,d). Lemat
jest prostym wnioskiem z lematu 4.2, lecz nie zostal ujety w [12]. Wspomi-
namy o nim, gdyz w rozprawie bedziemy go wykorzystywali w przypadku
zbieznosci zmiennych losowych okreslajacych liczbe kopii podgraféw izomor-
ficznych z klika na h wierzchotkach oraz liczbe wierzchotkéw izolowanych.

Lemat 4.3. Niech s > 1, X bedzie zmienng losowq dyskretng o wartosciach
catkowitych oraz X,, = X, (G) bedzie funkcjq liczacq obiekty w grafach z G,,
takq, Ze dla dowolnej liczby calkowitej k cigg Arn = {G € G, : X, (G) < k}
jest ciggiem wlasnosci monotonicznych.

(i) Niechlnn = o(d), p- = (d—v3dInn)/m ip; = (d+v3dlnn)/m. Jesli
X (GP™V m,p)) i X, (GB™(V,m,p.)) dazq wedlug rozktadu do zmien-
nej losowej X, to X,,(GI(V,m,d)) dezy wedtug rozktadu do zmiennej
losowej X.

(ii) Niech Inn = o(mp), d_ = mp — /3mplnn i d, = mp + /3mplnn.
Jesli X, (GL4V,m,d_)) i X,(GI*(V,m,d,)) daiq wedtug rozkladu do
zmiennej losowej X, to X,,(GB™(V,m,p)) dazy wedtug rozktadu do zmien-
nej losowey X.

Dowéd. Pokazemy dowdd (i). Dowdd (ii) jest analogiczny. Niech k& bedzie
dodatnig liczbg catkowita. Ze zbieznosci wedtug rozktadu

PH{GE(V,m,p_) € A} = Pr{X,(GF"(V,m,p_)) < k} — Pr{X <k}
oraz
PH{GE(V,m,py) € A} = Pr{X,(GE"(V, m,p,)) < k} — Pr{X <k},
czyli z lematu 4.2
Pr{X,(G/*V,m,d)) < k} = Pr{G7**(V,m,d) € Apn} — Pr{X <k}.

]

4.3. Proste wnioski dla G/*(V, m,d)

Prace na temat losowego grafu przecie¢ GB™(V,m,p) pojawity sie za-
nim wzrosto zainteresowanie innymi modelami losowych graféw przeciec.
W zwiazku z tym struktura modelu GP™(V, m, p) zostata o wiele lepiej zba-
dana niz struktura innych modeli. Wystarczy wspomnie¢ tu prace [5, 6, 7, 20,
25, 40, 42, 52, 53, 58, 59]. Lemat 4.2 pozwala nam cze$¢ wynikow dotycza-
cych grafu G7°¢(V, m, d) z tych juz udowodnionych wywnioskowaé. Podajemy
tu kilka przyktadow. Dowody pomijamy, gdyz wystarczy w nich skorzystaé
z lematu 4.2.

4.3.1. Spd6jnosé

Ponizsze twierdzenie dotyczace GB™(V, m, p) udowodnione zostato w [58].

Twierdzenie 4.1. Niechm =n®, a> 1, p= \/(lnn +w)/(nm). Wtedy
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(i) jesli w — —oo, to GP™(V,m,p) jest niespdiny asymptotycznie prawie
na pewno

(ii) jesli w — oo, to GB™(V m,p) jest spéjny asymptotycznie prawie na
pewno

Prostym wnioskiem jest analogiczne twierdzenie dotyczace G7¢4(V, m, d)
dla a > 1. Warto wspomnie¢, ze niezaleznie ponizszy rezultat uzyskali Back-
burn i Gerke w [8] bez odniesienia do lematu o réwnowaznosci.

Whniosek 4.2. Niechm =n®, a > 1, d = c\/mInn/n. Wiedy
(i) jesli ¢ < 0, to GV, m,d) jest niespéjny asymptotycznie prawie na
pewno
(ii) jesli ¢ > 0, to G’ (V,m,d) jest spéjny asymptotycznie prawie na
pewno

4.3.2. Przejscie fazowe

Ponizsze twierdzenie zostato udowodnione w [5].

Twierdzenie 4.2. Niech m =n®, a > 1, p=/c/nm. Wtedy
(i) jesli ¢ < 1 to asymptotycznie prawie na pewno najwicksza sktadowa
spéjnosci w GB™(V m,p) ma O(Inn) wierzcholkdéw;
(i1) jesli ¢ > 1 to asymptotycznie prawie na pewno najwieksza sktadowa
spéjnosci w GB™(V m, p) ma Q(n) wierzcholkdw.

7 lematu 4.2 tatwo wynika wniosek dla G7°¢(V,m, d).

Whiosek 4.3. Niech m =n®, a > 1, d=/cm/n. Wtedy
(1) jesli ¢ < 1 to asymptotycznie prawie na pewno najwieksza skladowg
spéjnosci w G'°4V, m,d) ma O(Inn) wierzchotkéw;
(i1) jesli ¢ > 1 to asymptotycznie prawie na pewno najwicksza sktadowq
spoinosci w G4V, m,d) ma Q(n) wierzchotkéw.

4.3.3. Krawedzie

W [58] udowodnione zostaly proste zaleznosci

Twierdzenie 4.3. Niech m =n®, a > 0.
(i) Niech p =p(n) = n\}a Wtedy
— jesli p = o(p), to asymptotycznie prawie na pewno GB™(V m,p) nie
ma krawedzi;
— jesli p = o(p), to asymptotycznie prawie na pewno GB™(V,m,p) ma
co nagmniej jedng krawed?.
(ii) Niech p = p(n) = /2204 Wiedy
— jedli w — —o0, to asymptotycznie prawie na pewno GP"(V,m,p) nie
jest grafem pelnym;
— jesli w — +00, to asymptotycznie prawie na pewno GBi"(V, m,p) jest
grafem petnym.

Z lematu 4.2 i powyzszego twierdzenia mozna wysnué ponizszy wniosek.
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Whniosek 4.4. Niech m = n®.
(i) Niech o> 2 id=d(n) = */nj Wtedy
— jedli d = 0(d~), to asymptotycznie prawie na pewno G’ (V,m,d) nie
ma krawedzi;
— gjesh d= o(d), to asymptotycznie prawie na pewno G’ (V,m,d) ma
co nagmniej jedng krawed?.
(ii) Niech o >0 i d=d(n)=cv2mlnn. Wtedy
— jedli ¢ < 1, to asymptotycznie prawie na pewno G741V, m,d) nie jest
grafem pelnym;
~ jesli ¢ > 1, to asymptotycznie prawie na pewno G7¢4(V,m,d) jest
grafem petnym.

4.3.4. Réwnowaznoéé G7¢(V,m,d) i G(n,p)

W [25] zostal pokazany nastepujacy wynik o réwnowaznosci modeli grafow
GP™(V,m,p) i G(n,p) (patrz wniosek 11 z [25]).

Twierdzenie 4.4. Niech m = n® oraz a« > 6. Niech p = p(n) spelnia
nierownosc
w 2Inn —w
<SPS\ ———
ny/m m

dla pewnej funkcji w — oo (tzn. GP™(V,m,p) asymptotycznie prawie na
pewno ma co najmniej jedng krawedz i nie jest grafem petnym). Niech
2

. p
p=1—(1—p)" dla p.= ~-
(1=p)* +np(1—p) + ()1

Wtedy dla dowolnego a € [0;1] i dowolnej wlasnosci A
Pr{GP™(V,m,p) € A} — a wtedy i tylko wtedy, gdy Pr{G(n,p) € A} — a.

Ponizszy prosty wniosek z powyzszego twierdzenia i lematu 4.2 poka-
zuje, ze dla a > 6 i odpowiednio zdefiniowanej wartosci d modele G(n, p)
i G'°V,m,d) sa rtéwnowazne.

Whiosek 4.5. Niech m = n® oraz a > 6. Niech d = d(n) spelnia nieréunosé

w\/ﬁ < cZ< cV2mlnn

n

dla pewnej funkcji w — oo 1 statej ¢ < 1. Niech

Witedy dla dowolnej wlasnosci monotonicznej A, p jest funkcjq progowg wta-
snosci A w G(n,p) wtedy i tylko wtedy gdy d jest funkcjg progowq tej wia-
snodci w GV, m, d).



5. Rozklad stopni wierzcholtkéw

Rozktad stopni wierzchotkéw jest jedna z istotnych charakterystyk sieci.
W tym rozdziale zostanie zaprezentowany wynik dotyczacy stopni wierzchot-
kow dla szerokiej klasy losowych graféw przecig¢. W szcezegélnosci na jego
podstawie mozna poda¢ przyklad rozktadu P, dla ktorego podobnie jak
dla sieci ztozonych G(V, m, P(,,)) ma rozklad spetniajacy prawo potegowe.

Pierwszym wynikiem dotyczacym rozktadu stopni wierzchotkéw w loso-
wym grafie przecie¢ byty wzory dokladne podane przez Godehardta i Ja-
worskiego w [26]. Wykorzystujac te rezultaty, w tej samej pracy, Godehardt

i Jaworski pokazali takze, ze dla d = y/cm/n zmienna losowa okreslajaca

stopieft wierzchotka w G7¢4(V,m,d) dazy do rozkladu Poissona Po(c). Ko-
lejny wynik o zbieznoéci do rozktadu Poissona dotyczyl grafu GB™(V,m,p)
i zostal udowodniony przez Starka w [59]. Stark w tym artykule wykazal,
ze dla p = y/c/nm zmienna losowa okreslajaca stopien danego wierzchotka
w GP"™(V, m,p) dazy wedtug rozktadu do zmiennej losowej:

(i) o rozktadzie skoncentrowanym w wartosci 0, dla o < 1;

(il)) X1+4...4+Xn, gdzie N, X;, Xy, ... sa niezaleznymi zmiennymi losowymi

o rozkladzie Poissona Po(y/c), dla a = 1;

(iii) o rozkladzie Poissona Po(c), dla oo > 1.

Wynik ten zostal uogélniony dla modelu GB™(V, m, W) przez Deijfena
i Ketsa w [34]. Dodatkowo w [34] Deijfen i Kets podaja przyktad zmiennej
losowej W, dla ktérej stopnie wierzchotkéw w GP"(V,m, W) beda miaty
rozktad graniczny spetniajacy prawo potegowe. Inne uogdlnienie powyzsze-
go wyniku zostalo zaproponowane przez Jaworskiego, Karonskiego i Starka
w [34]. Autorzy pracy [34] poszukuja rozktadow P, dla ktérych stopnie
wierzchotkéw w G(V, m, Pn)) maja graniczny rozktad Poissona. Ostatecznie
problem zbieznosci rozktadu stopnia w losowym grafie przecie¢ do rozktadu
Poissona zostal rozwiagzany przez Jaworskiego i Starka w [38].

Nastepnym rezultatem dotyczacym stopni wierzchotkow w G(V, m, P(m))
jest wynik udowodniony przez Bloznelisa w [11]. Twierdzenie zaproponowane
w tym rozdziale jest wzmocnieniem twierdzenia z [11]. Zaproponowany w tym
rozdziale dow6d pozwala pominaé zalozenie n = o(m) niezbedne w oryginal-
nym dowodzie z [11]. W kolejnym rozdziale udowodnimy, ze ujety w poniz-
szym twierdzeniu przypadek n =< m ma duze znaczenie w zastosowaniach
ze wzgledu na zwigzany z nim wspotczynnik skupienia.

5.1. Twierdzenie o stopniach wierzchotkéw

W rozdziale tym bedziemy wykorzystywa¢ dodatkowe oznaczenia: przez
X, = X,,(v) = deg(v) bedziemy oznaczaé¢ zmienna losowa okreslajaca stopien
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wierzchotka v € V w G(V, m, Pn)), Th bedzie oznaczac zmienng losows o roz-
ktadzie Poissona z parametrem A (Po()\)) oraz przez Tx = E(Tx) bedziemy
oznacza¢ zmienng losowg o ztozonym rozktadzie Poissona, tzn. zmienng lo-
sowg o rozkladzie Poissona Po(X), gdzie X jest zmienna losowa o dodatnich
wartosciach rzeczywistych.

Z definicji ztozonego rozktadu Poissona wynika, ze dla zmiennej losowej
Y o dodatnich wartosciach rzeczywistych

(5.1) Pr{Tygy = k} = E <(YEY)keYEy> |

k!

W [11] autor zauwaza, ze jesli podstawimy za Y zmienna losowa o ciagltym
rozktadzie speliajacym prawo potegowe, to zmienna losowa Tygy tez spetnia
prawo potegowe. Dlatego ponizsze twierdzenie pokazuje, ze dla odpowiednio
dobranego rozktadu P, graf G(V,m, Py ) jest dobrym modelem teoretycz-
nym sieci bezskalowych.

Twierdzenie 5.1. Niech X, bedzie zmienng losowq okreslajgcg stopien wierz-
chotka w G(V,m, Puyy), Zn bedzie zmienng losowg o rozkladzie Py oraz
Yo =2 dlar, = /2. Jesli

— Y, A Y, Y, dqzy wedlug rozktadu do pewnej zmiennej losowej Y ;

— EY,, = EY przy n — oo;

— EY, <00 1 EY < o0,
to X, dgzy wedtug rozktadu do zmiennej losowej o ztozZonym rozkladzie Po-
issona Tyxy .

5.2. Wyniki pomocnicze

Dowdd zaczniemy od przedstawienia kilku prostych faktow. Ponizszy fakt
jest prosta whasnoscia zmiennych losowych zbieznych wedtug rozktadu (patrz
np. zadanie 6 do rozdziatu 8.2 z [31]).

Fakt 5.1. Jesli Y, 2 Y oraz EY, — EY, to Y,EY, 2 YEY.

Dla dowolnych dwoch zmiennych losowych X i Y definiujemy odlegltosé
drv(X,Y) jak w podrozdziale 3.2.3. Kolejne lematy dotycza rozktadu Pois-
sona. Dowdd pierwszego z nich mozna znalez¢ w [3] (patrz wzér (1.23) str.8).

Lemat 5.1. Jesli X 1Y sq zmiennymai losowymi o rozkiadzie dwumiamowym
Bin(N, p) i Poissona Po(Np), odpowiednio, to dry(X,Y) < p.

Kolejny lemat wynika z rozwazan zawartych w [3] (patrz rozdzial 1).

Lemat 5.2. Jesli X 1Y sq zmiennymi losowymi o rozkladzie Poissona Po(\)
i Po(A+ ¢), odpowiednio, to dry(X,Y) < e.

Dowdd. 7 [3] (patrz wzér (1.9) str.5) dla dowolnej funkcji ograniczone;j
g:N—R:
E(A+e)g(Y +1)—=Yg(Y)) =0
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Dla dowolnego A C N zdefiniujmy g4 : N — R jak w [3] (patrz (1.10) str.6),
czyli

{gA(O) = 0;
Aga(j+1) —jga(j) =1a(j) — Pr{X € A}; dlaj >0,

gdzie T4 jest funkcja charakterystyczna zbioru A. Wtedy z [3] (patrz le-
mat 1.1.1)

sup sup [ga(j)| < 1.
jEN ACN

7 definicji g4 jest ograniczona oraz

IPrY € A} — Pr{X € A}| =
_ BIL(Y) - Pr{X € A} |
= [E(Ta(Y) —Pr{X € A})| =
= [E(Aga(Y +1) = Yga(Y))| =
= [E((A+)ga(Y +1) =Yga(Y)) — E(cga(Y + 1)) =
=¢lE(ga(Y +1))| <e.

]

Nastepny lemat jest pierwszym wiekszym krokiem w kierunku udowodnienia
twierdzenia 5.1.
Lemat 5.3. Niech Z,, bedzie zmienng losowg o rozkladzie Py, 1 = \/%,

X, = X,(v) bedzie zmiennqg losowq okreslajgcq stopieri wierzchotka v € V
w G(V,m, Py), wtedy

drv(Xn, Tz 57, r2) < €(n),

2(E(Zn))? + (E(Z,))?

m m?

gdzie e(n) =

Dowaéd. Niech Y:ﬁ = Yi(v) bedzie zmienng losowa okreslajaca stopien wierz-
chotka v € V w G(V, m, P)) pod warunkiem, ze |D,,(v)| = d. Z niezaleznosci
wyborow zbiorow wtasnosci wynika, ze zmienna losowa Yi ma rozktad dwu-
mianowy Bin(n — 1, Prq) (gdzie Prq jest okreslone jak w (3.5)). Podstawmy
Ao =dEZ, /r?, wtedy z lematu 3.7

dE(Z.) dPE(Z,)

2

Ad

< (n - 1)PI‘d < )\d-
m m

Zatem z lematu 5.1 i lematu 5.2 mamy:

¥ dE(Z,
dTV(XfL?T(n—l)Prd) < Prd < f/n )
dE(Z,) d*E(Z2)
drv (Tin-1)pras Thy) < - —
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1 ostatecznie

drv (X2, Ty, < e(n,d),

—2
gdzie e(n,d) = 2dE751Z") + d21%2Z"). Dlatego dla kazdego A C N:

(5.2)  Pr{Ty, € A} —e(n,d) < Pr{X" € A} < Pr{T), € A} +¢(n,d).

Zauwazmy, ze

m

> e(n,d) Pr {7n = d} =¢g(n),

0

> Pr{T,, € A} Pr {Zn = d} = Pr {TZJEZL/T% € A} oraz
d=0
S Pe{Xl e Al Pr{Z, = d} = Pr{X, e A},

d=0

3 T

Stad z (5.2) wynika, ze
PI‘{Tanzn/T% € A} — e(n) < Pr{yn € A} < Pr{TZnIEfn/r% € A} + €(n),

2(E(Zn))*

—2
gdzie e(n) = + (]E(flg))z. Dlatego:

drv (X0, Tz, 57, /2) < €(n).

Fakt 5.2. Jesh
(i) Y, LY. Y, deiy wedlug rozktadu do zmiennej losowej Y ;
(ii) EY, — EY;
(iii) EY, < 00 i EY < oo;

wtedy dla dowolnego w(n) — oo

Jesli dodatkowo

Pr{Y, <n} =1,
to
(EY,)’

+ poR o(1).

2(EY,)?

(5.4)

Dowdéd. Czesé dowodu (5.3) jest podobna do dowodu jednostajnej ograniczo-
nosci z [11]. Niech w(n) — oo , € > 01 A bedzie takie, ze Pr{Y = A} =0
i EYIy>a < ¢/3 (Skoro EY < oo, to istnieje takie A). Zatem ze zbieznosci
wedtug rozktadu

]EYHY<A — E?nﬂyn<A = 0(1)
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i istnieje N takie, ze dla n > N mamy
w(n) > A,
EYTy A — E?JVKA <e/3
i
EY, —EY < ¢/3.
Zatem dlan > N

EY Iy, sum <
<EY,Iy .0 =BV, —EY + EYTy.s — BV, Iy _, + EYTysa < ¢

Dlatego B
Poniewaz Pr{Y,, < n} = 1, to dla kazdego ciggu w(n) takiego, ze w(n) = o(n)

iw(n) — oo, z (5.3) 1 wlasnosci wartosci oczekiwanej

EY: =EY Iy +EY Iy, 50m

n-Y ,<w(n)
S W()EY, +nEY Iy - ., = o(n)

2(EY,)?  (EY2)2  2(EY +0(1))?  o(n?)

T T n T T o1).
O
5.3. Dowdd twierdzenia o stopniach wierzchotkéow
Dowéd twierdzenia 5.1. Przypomnijmy, ze przez X, = X, (v) oznaczamy

zmienng losowg okreslajaca stopien wierzchotka v € V w grafie G(V, m, P()).
Niech A bedzie zdarzeniem, ze |D(w)| < y/nm dla wszystkich wierzchotkéw
w € V. Wtedy z réwnania (5.3) oraz lematu 3.2

Pr{A°} = Pr{3,ev|D(w)| > vam} <

EY, Iy >,
<nPr{Z, > v/nm} = nPr{Y, > n} < n—="222" — o(1).
n

Oznaczmy przez G(V,m, Pum)) graf G(V,m, Py,) przy zatozeniu, ze za-
szto zdarzenie A. Niech X,, = X,(v) bedzie stopniem wierzchotka v w grafie
G(V,m,Pyn)) oraz Z, = |D(v)| zmienng losowa |D(v)| pod warunkiem zaj-
$cia zdarzenia A. Oczywiscie wtedy Z, 1Y, = Z,,/r, sa, odpowiednio, zmien-
nymi losowymi Z,, i Y, obcietymi, odpowiednio, do (—oc;/nm| i (—oo;n).

To znaczy dla dowolnego zbioru borelowskiego A C R

Pr{Z, € AN (—o0;/nml}
Pr{Z, € (—oo; v/nm|}

oraz  Pr{Y, € A} =

Pr{Z, € A} =

Pr{Y, € AN (—oo;n]}
Pr{Y,, € (—oo;n]}
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Zauwazmy, ze G(V, m, Py ) jest losowym grafem przecie¢ generowanym przez
rozktad P,y bedacy obcigciem rozktadu Py, do zbioru (—oo; y/nm|. W do-

datku, skoro Y, A Y, to Y, Ly (gdyz dla dowolnego =z € R takiego,
ze Pr{Y = x} = 0 istnieje N, takie ze x < N, wtedy dlan > N
Pr{Y, <z} =Pr{Y¥, < z}/Pr{Y, < n} — Pr{Y < z}
oraz
EY, — EY (EY, = (EY, — EY,ly,~,)/ Pr{Y, < n}).
Czyli z lematu 5.3
2E(Z,)° |, (E(Z))

drv(Xn, Tz, 57, 2) < - s

Skoro Z, = r,Y, oraz r2 = m/n, to z faktu 5.2

- 2E(Y,))?  (B(Y2))?
dTV(XWAT?nlE?n) < ( ( )) + ( ( 2n)) — 0(1)
n n
Dlatego dla kazdego k € N
(5.5) Pr{X, = k} — Pr{Ty o5, =k} = o(1),

7 faktu 5.1 Y,EY, 2 YEY. Podstawmy fi(z) = Pr{T, = k} = Zle*.
Funkcja fi(x) jest ciagta i ograniczona, dlatego z whasnosci zbieznosci wedtug

rozkladu
E f (YnE?n) — Ef,(YEY).

To znaczy z definicji rozktadu ztozonego Poissona (5.1)
(5.6) Pr{Ty gy =k} — Pr{Tygy = k}.
Dlatego z (5.5) oraz (5.6) dla dowolnego k£ € N mamy

Pr{X, =k} — Pr{Tygy = k}.
Czyli ostatecznie

Pr{X, = k} = Pr{X,, = k} Pr{A} + Pr{X, = k|A°} Pr{A°} —
— PI’{TYEY = k’},

co dla zmiennych losowych o wartosciach w N jest rownowazne z

D
Xn = Tygy.



6. Wspélczynnik skupienia

Wspotezynnik skupienia jest parametrem, ktory mierzy ,lokalne” zalez-
nosci miedzy potaczeniami w sieci. Im wyzszy wspétczynnik tym wieksze
takie zaleznosci. Zaktada sie, ze w dobrym modelu sieci ztozonej, gdy liczba
wierzchotkéw w modelu dazy do nieskonczonoéci, wspoétczynnik skupienia
dazy do stalej.

W kontekscie losowych grafow przecie¢ lokalny wspotezynnik skupienia
badali Deijfen i Kets w [19]. Pokazali oni przyktad zmiennej losowej W, dla
ktorej stopnie wierzchotkéw w GB™(V, m, W) maja rozklad spetiajacy pra-
wo potegowe. Udowodnili takze, ze wspotczynnik skupienia w grafie dla tej
wyznaczonej zmiennej losowej W jest asymptotycznie niezalezny od n przy
m =< n. W tym rozdziale pokazemy analogiczny wynik dotyczacy wspotczyn-
nika skupienia dla ogélniejszego modelu grafu G(V, m, Py,). Ponizsze twier-
dzenie mozna zastosowa¢ dla grafu spetniajacego zatozenia twierdzenia 5.1
oraz twierdzenia z [11].

6.1. Twierdzenie o lokalnym wspdétczynniku skupienia

Twierdzenie 6.1. Niech Clus,.(v) oznacza lokalny wspotczynnik skupienia
wierzchotka v € V w losowym grafie przecie¢ G(V,m, Py ). Niech Z, be-
dzie zmienng losowq o rozkladzie Py oraz Y, = f—: dla r, = m Jesl
rn=o(/m), Pr{Z, > 2} =1 zEf—n = 0(1), wtedy dla dowolnego v € V

Clusjee(v) = Ezl + o(1).

Dowéd. Oznaczmy przez G = G(V, m, Pm)) oraz E(G) = E(G(V,m, Pm)))-
Niech |D(v)| = d, > 2, |D(w)| = d, > 2 oraz |D(u)| = d
takze d,,dy,d, < A = o(3/m). Przypomnijmy, ze

Clusyee(v) =
B Pr{wu, vw,vu € E(GQ)}
~ Pr{vw € E(G)} Pr{vu € E(G)}’

= Pr{wu € E(G)|vw,vu € E(G)}

Wprowadzmy dodatkowe oznaczenia

Pr{}=Pr{ - | |[D@)| = dy,|D(w)| = dy,|D(u)| = d,}

LwU
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oraz

Pri = Pr(1D() 1 D(w)| = k),
P1|mk =
= Pr{wu,vw,vu € E(G), D(v) N D(w) N D(u) # @ | |D(v) N D(w)| = k},

P2|mk =
= Pr{wu,vw,vu € E(G),D(v) N D(w) N D(u) =0||D(v) N D(w)| = k}.

WU

Wtedy
min{dy,dw } min{dy,dw }
(6.1) E}l&{wu, vw,vu € E(G)} = Z PyjnePrr + Z PojrePrs.
k=1 k=1

Dla d, + d, < m/2, k > 1 oraz k < min{d,, d,}

()0
(i)

(do)es1(dw)er (M —dy)ag,—k-1

(k+ D m)p (m =k = 1)gyp-1

_(do)r(dw)e (M —dy)a,—k

k‘(m)k (m - k)dw—k

(dy — k)(dw — k) (m —k) <
(k+1)(m—Fk) (m—d,—dy+k+1)

Q2 dyd
m k+1 Mk

Prry1 =

<P

w
m

Dlatego dla dostatecznie duzych n

P1|ﬂkz < m = ~ )

() —m o

dv_k)dw_k m:2 vy Uy — vlw 121,
Pk < ( ((Z) )(du 2> < dcinzim(d— 0 1) < dyd i@
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Stad dla n takiego, ze m/(m — d,d,) < 2 mamy

max{dy,dw } max{dy,dw } Ad d.d k—1
> PywPrk <P ) “ ( . w) <
k=2 k=2 m m
<P Ad, d,d, m o dydyd, 2A3
STy m  m—dyd, = m2 m
max{dy,dw } max{dy,dw } A2 {d.d k
Z PojruPrr < Py Z — () <
k=1 k=1 M\ m

d? d,d, m < dydyd, 2A3

< Pry— : <
m m  m—dydy, m2 m

oraz

e (_28%) () 1)

(i) ()

Chln) 1T(ED)  dduds

< PriPyjar <

m m 2
@ @ o
Ostatecznie z (6.1) 1 powyzszych oszacowan
dydd, 2A? dyd,d, 4N3
5 (1— ) < Pr{wu,vw,vu € E(G)} < 5 <1+> :
m m rwu m m

W dodatku z lematu 3.7

dyd,, A? dy
(1—) < Pr{vw e E(G)} < ;
m m vwu m

2

m m rwu m
Stad

VWU dv

Pr {wu € B(G)|ow, vu € B(G)} = — (1 +0 (ﬁ» ,
A

gdzie O(-) jest jednostajnie ograniczone wzgledem d,,, d,, d,, <
Oznaczmy

=Pr{Z, > A}.
Wtedy
Pr{|D(v)| > A lub |D(w)| > A lub |D(u)| > A} < 3¢.
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oraz

Clusee (v) < Z Pr{wu € E(G)|vw,vu € E(G)}-

rwu
dodudu<A

Pr{[D(v)] = du, [D(w)[ = duw, [D(u)| = du} + 3¢

<1+0 (f)) > ler{]D(v)| = d,)-

dpy<A Y

- Y Pr{|D(w)| =dy}- > Pr{|D(u)| = du} + 3¢

dw<A du<A

A? 1
(iro(2))e) e

Cluspe(v) > ) ﬁg{wu € E(G)|vw,vu € E(G)}-

dy G ,dy <A

Pr{[D(v)| = dv, [D(w)| = du, |D(u)| = d.}

(r0(2)  draor-a

dpy<A TV

- 2 Pr{[D(w)| =du}- 3 Pr{|D(u)] = d.}

dw<A dy<A

< ()) (En—gAPr{!D v)| = })
{ol2)evl )

Niech w(n) — oo, w(n) = o(Ym/ry) i A = ryw(n). Wtedy
3 3 3

A° rhw(n) —o(1)

m m
iz lematu 3.1

Pr{Z, > A P Zn < E% 1
§E=Pr{Z,> A} = r{rn>w(n)}\w(n)—o().

Stad natychmiast wynika teza twierdzenia. O

Przyjmijmy teraz, ze spelnione sa zalozenia twierdzenia 5.1. Wowczas
prawdziwe sa réwniez zalozenia twierdzenia 6.1 o ile r,, = /m/n = o(/m).
Zatem dla m = o(n?) i n = o(m) mamy

m 1
m Y, o(1),

Clusiee(v) = o(1).

czyli w tym przypadku
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Natomiast, jesli m = cn dla pewnej statej ¢ > 0, zalozenie, ze Z, > 2
z prawdopodobienstwem rownym 1, jest rownowazne zatozeniu, ze z prawdo-
podobienstwem réwnym 1 zachodzi Y, = Z,/\/c > 2//c. Stad ze zbieznosci
wedtug rozkltadu i powyzszego twierdzenia

1

1 1
Clusioe(v) = B = \/EEZ = VCEf(Y,) = VCEf(Y) = VeE,

dla ciagtej i ograniczonej funkcji

Otrzymujemy wiec, ze
1
Clusjpe(v) ~ \/EE?

i lokalny wspotczynnik skupienia przy zatozeniach z twierdzenia 5.1 dazy
do statej réznej od zera tylko wtedy gdy m =< n.



7. Kliki

W poprzednim rozdziale zaprezentowane zostato twierdzenie dotyczace
lokalnego wspoélczynnika skupienia w grafie G(V,m, Pn)). Wynikalo z nie-
go, ze przy dodatkowych zatozeniach graf ten jest dobrym modelem sieci
ztozonych gdy n =< m. Wczedniej, w podrozdziale 1.4.5 wspomniane byty
takze inne definicje wspotezynnika skupienia. Ich przyktadem jest okreslenie
globalnego wspotczynnika skupienia.

Pierwszym krokiem w kierunku zbadania globalnego wspotczynnika sku-
pienia danego modelu grafowego jest uzyskanie wynikéw dotyczacych jego
liczby tréjkatow. Niezaleznie od definicji wspotezynnika skupienia, jego war-
tos¢ jest nieodlacznie zwigzana z liczbg klik w poréwnaniu do liczby Scie-
zek. W tym rozdziale bedziemy zajmowacé sie liczba kopii klik w réznych
modelach graféw przecie¢. Szczegoélnie bedziemy zainteresowani liczba klik
w G(V,m, Pyn)) w momencie pojawienia si¢ pierwszych z nich (tzn. dla roz-
ktadoéw P,y bedacych funkcjami progowymi dla wlasnosci zawierania danej
kliki). Gléwny wynik bedzie dotyczyt losowego grafu przecie¢ GB™(V,m, p),
ale wnioski z niego ptynace beda juz dotyczy¢ interesujacych nas z punktu
widzenia modelowania sieci grafow G7¢4(V, m, d).

Wykorzystamy w naszych rozwazaniach wyniki dotyczace funkeji progo-
wych w losowym grafie przecie¢ przedstawione w pracy [40]. Sa one cze$ciowo
powigzane z wynikami dotyczacymi graféw k—dzielnych zaprezentowanymi
w pracy [39].

Czesé wynikow zaprezentowanych w tym rozdziale zostata zawarta w zto-
zonej do recenzji pracy [57] wspdlnej z D. Starkiem.

7.1. Funkcja progowa dla wlasnosci posiadania kliki
jako podgrafu

Klasycznym zalozeniem dla grafu GB™(V m,p) (przyjetym na przyklad
w [40, 58]) utatwiajacym analize tego losowego grafu przecieé jest

(7.1) m = [n®]

dla pewnej statej v > 0. W [40] zostala wyznaczona funkcja progowa w grafie
GP"™(V,m,p) dla whasnosci posiadania kliki K, jako podgrafu (h > 3 jest
pewna stala catkowita dodatnia). Zostato udowodnione, ze dla 7(K},) takiego,
7€

) — n~tm—1/"h dla a
() = n~Yh=1m=1/2  dla o
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zachodzi

lim Pr{K, C G®™(V,m,p)} =

n—oo

1 jesli p/T(Kp) — 0,
0 jesli p/T(K}p) — oo,

gdzie K, C GP™(V,m,p)” oznacza zdarzenie, ze graf GP™(V, m, p) zawiera
jako podgraf kopie grafu Kj,.

7 lematu 4.2 o réwnowaznosci modeli GB™(V, m, p) i G7*Y(V, m, d) mozna
wywnioskowaé, ze w G'*/(V,m,d) dla o > - funkcja progowa wlasnosci
istnienia kopii kliki K; w G74(V,m, d) jest postaci

Ky n=im" T dla h/(h —1) < a < 2h/(h — 1);
ralk) = n~V/t=Dm1/2 dla o > 2h/(h — 1).

W dalszej czesci pokazemy, ze gdy p (odpowiednio d) jest funkcja progo-
wa, to liczba klik K, w GP™(V,m,p) (odpowiednio w G7°¢(V,m,d)) dazy
do zmiennej losowej o rozktadzie Poissona.

7.2. Zbieznos¢ liczby klik do rozktadu Poissona

Przypomnijmy, ze odlegtosé¢ dry(X,Y') miedzy zmiennymi losowymi X
i Y zostata okreslona w podrozdziale 3.2.3. Dla wygody przez dry (X, Po(X))
bedziemy oznaczaé¢ odlegtos¢ miedzy zmienng losowa X a zmienna losowa Y
o rozktadzie Poissona z parametrem .

Twierdzenie 7.1. Niech ¢ > 0 bedzie stalg i h > 3 bedzie ustalong liczbg
catkowitq oraz
en~tm”

dla 0 < a <2h/(h—1);
h+1
p~ o oen el dla o = 2h/(h — 1);

1

en 7 im~2  dla o> 2h/(h —1).

Sl

Niech X,, bedzie zmienng losowq liczgeq podgrafy izomorficzne z Ky, w grafie
GB"(V,m, p).
(i) Jedli 0 < o < 2h/(h — 1), to EX,, ~ c"/h! oraz
drv(X,, Po(EX,)) = O (n"%);
(11) Jesli « =2h/(h —1) to EX,, ~ (ch + ch(h’l)) /h! oraz
dry (X, Po(EX,)) = O (n 71 )
(iii) Jesli o > 2h/(h — 1) to EX,, ~ "=V /h! oraz
hia(hfl)i 2

drv (X, Po(EX,)) = O <n( - y) +n—1).

Bezposrednio z powyzszego twierdzenia, uwag zawartych w podrozdziale 3.2.3
i lematu 4.3 wynika wniosek dla modelu jednostajnego.
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Whniosek 7.1. Niech ¢ > 0 bedzie stalg i h > 3 bedzie ustalong liczbg catko-
witq oraz

en'm"T dla h)(h—1) < o < 2h/(h—1);
d~4q cn dla « =2h/(h —1);
en mimE dla o> 2h/(h —1).
Jezeli X, jest zmienng losowq liczgcq podgrafy izomorficzne z Kp, w grafie

G4V, m,d), to X,, dezy wedlug rozktadu do zmiennej losowej o rozktadzie
Poissona z parametrem X, gdzie

c"/h! dla h/(h—1) <a < 2h/(h—1);
A=<+ MDY Jhl dla o =2h/(h—1);
=1 /p) dla o > 2h/(h —1).

7.3. Dowdd twierdzenia o liczbie klik

Dowdd bedzie przebiegat w kilku fazach. Bedziemy w nim wykorzystywac
metode Steina przedstawiona w podrozdziale 3.2.3.

Dla wygody bedziemy zaktadac, ze

20h

7.2 - =
(7.2) Q=
dla pewnej statej § > 0. Wtedy dla statej ¢ > 0 okreslonej w zatozeniach
twierdzenia,

en~imw dla0 <6 <1;
(7.3) p(n) ~ cnhel dla 0 = 1;
cn mim s dlad > 1.

FLatwo sprawdzié¢, ze dla m i p zdefiniowanych jak w (7.1), (7.2) i (7.3)
(7.4) mp? = o(1)

dla kazdego 0 > 0 i

(7.5) mp — 00

dla 6 > 3.

7.3.1. Zastosowanie metody Steina

Jak juz wspomnieliSmy wyzej zastosujemy metode Steina przedstawiong
w podrozdziale 3.2.3. Zalézmy, ze I' = { Ky : V' CV, |V'| = h} jest zbiorem
indeksow indykatorowych zmiennych losowych. Przyjmijmy réwniez, ze dla
kazdego elementu ze zbioru indekséw 3 € I' zachodzi

Is =1(5 € G*"(V,m,p)),
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gdzie

1, gdy 8. CGP™(V,m,p);

0, gdy B &GPV, m,p).
Przyjmujac takie oznaczenia, zmienna losowa W = . I3 okredla liczbe

kopii klik na h wierzchotkach w GB™(V, m,p). Takze, z definicji z podroz-
dziatlu 3.2.3 mg = Elg, czyli

I(3 C GP"(V.m,p)) = {

75 = Pr{B C GE(V,m, p)}.
W dodatku

E(Igl,) = Pr{8 CG""(V,m,p), v C G""(V,m,p)}
(7.6) = Pr{Bu~y CG""(V,m,p)},

gdzie B U~y jest grafem o zbiorze wierzchotkéw V(8 U ~) = V(B) U V(y)
i zbiorze krawedzi E(BU~Y) = E(8) U E(7).

Zdefiniujmy teraz graf zaleznosci L o zbiorze wierzchotkéw I' i zbiorze
krawedzi takim, ze jesli 3 = Ky iy = Ky, to {8,7} € E(L) wtedy i tyl-
ko wtedy gdy V' NV"” # (). Podgrafy o rozlacznych zbiorach wierzchotkéw
powstajg niezaleznie w GB™(V, m, p), wiec jest to dobrze okrelony graf za-
leznosci. Z (3.4) dla A = EW wynika, ze

(7.7) dry (W, Po(})) <

< min(AH 1) ( >oom+ Y, )(E(Iﬁlw) +7rﬁ7r7)) :

BeV (L) ByEE(L

W kolejnych podrozdziatach, w celu oszacowania normy catkowitego wahania,
zajmiemy sie oszacowaniem wielkosci 3 1 E(Igl,).

7.3.2. Pokrycia klikowe

Aby oszacowaé mz oraz E(Igl,), wykorzystamy pojecie pokry¢ klikowych
wprowadzone w [40]. Pojecie to zmodyfikujemy nieznacznie dla naszych po-
trzeb.

Definicja 7.1. Niech H bedzie dowolnym podgrafem grafu petnego K. Zbior
C podzbioréw zbioru V (H) nazywamy pokryciem klikowym grafu H, jesli
(i) |C| > 2 dla kazdego C € C oraz
(i1) dla kazdej krawedzi vive € E(H) istnieje C € C takie, Ze vy,vy € C.

Czesto, jesli bedziemy wiedzie¢ jaki podgraf rozpatrujemy lub gdy be-
dziemy mowi¢ o pokryciu dowolnego podgrafu, bedziemy mowi¢ po prostu
o pokryciu klikowym C. Zauwazmy, ze z powyzszej definicji wynika, ze kliki
indukowane w Ky, przez zbiory z C pokrywaja wszystkie krawedzie podgrafu
H. Takze niektore krawedzie podgrafu mogg by¢ zawarte w wiecej niz jednej
klice indukowanej przez zbiory z C.

Przyktad 7.1. Na rysunku 7.1 pokazane zostaly wszystkie pokrycia klikowe
trogkata (jest ich dziewied).
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Rysunek 7.1. Pokrycia klikowe trojkata

W losowym grafie przecie¢ zbiér wierzchotkow, ktére maja pewna wtla-
sno$¢ w € W, tzn. zbiér {v : w € D(v)}, tworzy klike w grafie GP™(V, m, p)
oraz zbiér krawedzi w GP™(V,m,p) jest suma m zbioréw krawedzi klik
generowanych przez elementy z V.

Definicja 7.2. Méwimy, ze H C GP™(V,m,p) jest indukowany przez
pokrycie klikowe C = {C1,...,Cy}, jezeli istnieje rodzina roztgcznych nie-
pustych podzbiorow {W1, ..., Wi} zbioru W, takich, ze
1. dla kazdego 1 < 1 < t, kazdy element z W; jest wlasnosciq wszystkich
wierzcholtkéw z C; (tzn. nalezy do D(v) dla kazdego v € C;) oraz Zaden
element z W; nie jest wlasnoscig Zadnego innego wierzchotka z V(H);
2. kazda z wlasnosci w € W\ UL_, W; jest wlasnosciq co najwyzej jednego

wierzcholka z V(H).

Zauwazmy, ze jest wiele sposobow na to, zeby dany podgraf byt induko-
wany przez dane pokrycie klikowe. Rysunek 7.2 pokazuje trzy sposoby na
to jak trojkat moze by¢ indukowany przez pokrycie klikowe sktadajace sie
z doktadnie jednego zbioru o mocy 2 i jednego zbioru o mocy 3.

Rysunek 7.2. Przykiad, jak trojkat moze by¢ indukowany przez pokrycie klikowe
sktadajace sie z dokladnie jednego zbioru o mocy 2 i jednego zbioru o mocy 3.

7 definicji wynika, ze w danym losowym grafie GP"(V, m, p) podgraf H
jest indukowany przez doktadnie jedno pokrycie klikowe H oraz kazdy graf
ma skonczong liczbe pokryé¢ klikowych. Jest tak dlatego, ze kazdy podzbioér
wierzchotkéw moze wystapi¢ w pokryciu klikowym co najwyzej raz a pod-
zbioréw skonczonego zbioru wierzchotkéw jest skonczona liczba. Dlatego, jesli
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oznaczymy przez 7(H,C) prawdopodobienstwo, ze podgraf H jest indukowa-
ny przez pokrycie klikowe C = {C1, ..., C;}, wtedy

(7.8) n(H) = > 7(H,C).
pokrycia klikowe C podgrafu H
Zatem, skoro jest skonczona liczba pokry¢ klikowych danego podgrafu,
asymptotycznie wartosé¢ m(H) zalezy od pokry¢ klikowych C podgrafu H dla
ktérych w(H, C) dominuje asymptotycznie. Aby oszacowaé m(H,C), wykorzy-
stamy wzor

(7.9) w(H,C) ~ ﬁmp'c"l.

Wynika on bezposrednio z oszacowan na 7(H,C) z [40] (patrz strona 138),
gdyz zakladamy tutaj, ze w pokryciu klikowym zdefiniowanym jak powyzej
|C;| > 2 oraz mp* = o(1).

W dalszych rozwazaniach wyréznimy dwa specyficzne rodzaje pokry¢.

Definicja 7.3. Pokrycie klikowe nazywamy pokryciem krawedziamsz, je-
sli sktada sie tylko ze zbiorow dwuelementowych. Natomiast pokrycie klikowe
sktadajgce sie z dokladnie jednego zbioru bedziemy nazywacé pokryciem jed-
nym zbiorem.

7.3.3. Modyfikacje pokry¢ klikowych

Dla konkretnego podgrafu H (pdzniej bedziemy rozpatrywaé tylko pod-
grafy typu (3 lub S U~, gdzie 3,7 € T') bedziemy zainteresowani znalezie-
niem takich pokry¢ klikowych C dla ktérych 7(H,C) jest najwieksze rzedowo
sposréd wszystkich pokry¢ grafu H. W tym celu bedziemy bada¢ zbieznosé¢
wyrazenia ;((IS{’CC,)) dla r6znych pokry¢ klikowych C i C’ podgrafu H.

Dane pokrycie C bedziemy poréwnywaé z innymi pokryciami uzyskanymi
z C poprzez zamiane niektorych zbiorow.

Definicja 7.4. Niech C bedzie pokryciem podgrafu H. Méwimy, ze C' jest
uzyskana z C przez scalenie dwéch zbioréw jesli dla pewnych zbioréw
C1,Cy € C, pokrycie C' jest uzyskane z C poprzez zamiane zbiorow Cy i Coy
na zbior Cy U Cy. Mowimy, ze C' jest uzyskana z C poprzez pokrycie
krawedziami zbioru jesli dla pewnego C € C, C' jest uzyskane z C przez za-
stgpienie zbioru C' przez rodzine zbiorow dwuelementowych odpowiadajgcych
krawedziom grafu H[C].

Z (7.1), (7.2) i (7.3), wynika, ze istnieje liczba rzeczywista a taka, ze
p(n) < n~% gdzie

145k
ﬁ dla § > 1.

h—1+25 :
0= { “Tho1 dla o < 1,
Okredlmy wartosé kq jako
e

ko

T 2a—a
Z (7.2), wynika, ze

h—0h—1426

L —=— dlad < 1;
7 sh dla d > 1.
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Dodatkowo mamy

0<ky<h dlad<l;
(7.10) ko =h dla o =1;
ko > h dla 6 > 1.

W lematach ponizej otrzymamy, ze zamiana zbioréw o mocy mniejszej
od kg na pokrycia krawedziami oraz scalanie zbioréw o mocy wiekszej od kg
zwigksza wartosé¢ m(H,C).

Lemat 7.1. Niech H bedzie ustalonym grafem, m i p bedg spetnialy (7.1),
(7.2) i (7.8) oraz niech C bedzie dowolnym pokryciem klikowym H. Jesli C’
jest pokryciem klikowym H otrzymanym z C poprzez zastgpienie C' € C ta-
kiego, ze |C| = k > 2, poprzez pokrycie krawedziowe podgrafu H|[C|, wtedy
jesli kg > 3, to

) = o(l) dla2 <k < ko;

—0(1) dlak = k.
Jesli dodatkowo H|[C| jest klikq, to

T =o(1) dla2 <k <k

TULO) 1 dla k = ko;

jr((HT’,(él)) =o(1) dla k> max{ko,2}.
Dowdd. Niech H bedzie dowolnym ustalonym grafem, m i p spelniaja (7.1),
(7.2) i (7.3), oraz C bedzie dowolnym pokryciem klikowym podgrafu H. Po-
réwnamy prawdopodobienstwa 7(H,C) i w(H,C'), gdzie C' jest otrzymany
z C poprzez zastapienie C' € C, |C| = k, pokryciem krawedziami podgrafu
H|[C]. Niech e bedzie liczba krawedzi w H[C]. Wtedy,
mpk — na—ka

k k(k—1)(a—2a)

(mp2)(2> =n 2
Zatem z (7.9)

m(H,C) _ mp” mp® i)
T(H,C) ™ mp?) = gy ®
gdzie
f(k) =2a —2ka — k(k —1)(a — 2a) =
= (2a — a)k* — (4a — a)k + 2a =
= (2a — ) (k—2) (k — ko).
Stad

Flk) =0 k=21lubk =k
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i skoro 2a —a >0

f(k) <0dlak € (2, ko) przy ko > 2

f(k) > 0 dla k > max{ko, 2}.
W dodatku, jesli e = (}), to

]

Pokrycie klikowe C nazywamy prostym pokryciem klikowym jedli dla
dowolnych réznych C1,Cy € C mamy |C] N Cs| < 1.

Lemat 7.2. Niech H bedzie dowolnym ustalonym grafem, m i p spetniajg
(7.1), (7.2) i (7.8) oraz C bedzie prostym pokryciem klikowym grafu H. Za-
tozmy takze, ze |Cy N Co| =1 oraz Ze w H dla C1,Cy € C istnieje dokladnie
k krawedzi {ei,...,er} z jednym wierzchotkiem w Cy a drugim w Cy. Jesli
C’ jest pokryciem klikowym grafu H otrzymanym z C poprzez zastgpienie Cy
i Cy zbiorem Cy U Cy oraz scaleniem z nim wszystkich zbiorow zawierajgcych

co nagmniej jedng krawed? z {eq, ... ex} ze zbiorem Cy U Cy, wiedy,
©(H,C) 1 1
———~ =90(1 dla k> =ky — =
mey oW dak> k=3
i
m(H,C) 1 1
—= =01 dla k= <ko — —.
mey oW dlak =gk =3

Dowdd. Niech H bedzie dowolnym ustalonym grafem, p < n™® i m = n®

oraz niech k1 +1 > 21 ks +1 > 2 beda, odpowiednio, mocami zbioru
C1 1 Cy z pokrycia klikowego C. Zatézmy takze, ze {ej,...,ex} jest zbio-
rem wszystkich krawedzi o doktadnie jednym wierzchotku w C i doktadnie
jednym wierzchotku w C5. Skoro C jest prostym pokryciem klikowym, to
dla kazdego e; jest doktadnie jeden zbior C., € C zawierajacy e;. Takze, dla
i # j, Ce; # Ce,; (W przeciwnym przypadku, |Ce, NC1| > 2 lub |C,,NCy| > 2).
Z tresci lematu wynika, ze C’ jest otrzymany z C poprzez zamiane zbioréw C,
Cy, Cey, ..., C¢, przez jeden zbiér C = C1UCUC,, U---UC,,. Z zalozenia,
ze C jest proste mamy, ze |C,, N (C1 U Cy)| = 2 dla kazdego 1 <i <k, wigc

k
PU@UUQi

=1

= ‘Cl U 02 U G(Cei \ (Cl U 02))

i=1

k
<|CLu Gy + Y (C,

i=1

—2)

k
=k +k+14+> (|C,

=1

_2)
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1 1
k = k =2
p|01ucguu,:1 Ce,| pk1+k2+1 Hi:1p|cez| 2

Zatem
W(H,C) N mpk1+1mpk2+1 H§=1 mplce,-l _ (1)m2pk1+kz2+2 k mp|Cei| _
7(H,C) mp\CIU@UUf:lCeH mpkithetl AL iG]

= O(1)ymp(mp*)F = O(1)n*= k=20 — O(1)nsk),
gdzie g(k) = a —a + k(o — 2a). Skoro 2a —a > 0,

gk) <0 a—a+k(a—2a) <0

& a—a<k(2a—a)
1 1
a—a sa—a—+ s« 1 1
s k> = 2 2 — gy — —.
~ 20—« 204 — « 2" 9

7.3.4. Optymalne pokrycia klikowe

Pokrycie klikowe C grafu H bedziemy nazywaé optymalnym pokry-
ciem klikowym jesli 7;((%’%)) = O(1) dla kazdego innego pokrycia klikowego
C' grafu H. Zauwazmy, ze skoro jest skonczona liczba pokry¢ klikowych, to

optymalne pokrycie istnieje oraz

(7.11) w(H) ~ > w(H,C).

C optymalne pokrycie klikowe

7 nastepnego lematu bedzie wynikaé, ze wszystkie optymalne pokrycia kli-
kowe sa proste.

Lemat 7.3. Niech mp® = o(1) orazC bedzie optymalnym pokryciem klikowym
grafu H. Wtedy w C nie ma dwéch takich zbiorow Cy,Cy € C, zZe |C1NCy| > 2.

Dowdd. Zat6zmy nie wprost, ze w pokryciu C istniejg zbiory Cy i Cy ta-
kie, ze |C7 N Cy| > 2. Stworzmy nowe pokrycie klikowe C’' z C zamieniajac
zbiory C 1 Cy przez C = C; U Cy. Wtedy 7(H,C) ~ 7(H, C’)M =

mplCl

7(H,C")ympl“1"% = o(r(H,C")), czyli C nie jest optymalnym pokryciem kli-
kowym. [
Bedziemy tez wykorzystywaé ponizszy lemat.
Lemat 7.4.
Niech mp* = o(1) oraz C bedzie optymalnym pokryciem klikowym grafu H.
Wtedy nie istnieje zbior C' € C taki, ze C = C1UCy, C1NCy =0, C1,Cy # ()
i nie ma Zadnych krawedzi miedzy Cy a Co w H.
Dowdd. Zatézmy, ze w C jest zbiér C taki, ze C = C1UCy, Ci1NCy = 0,
C1,Cy # 0 i nie ma zadnej krawedzi miedzy C; i Cy w H.

Jesli |Cy] = 11|Cy =1, to C' = C\ {C} jest pokryciem klikowym H
i 7(H,C)=n(H,C"Ymp* = o(r(H,C"))
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Niech |Cy| = 11 |Cy| > 2. Jesli C’ jest uzyskana z C przez zastapienie
C przez Cy, wtedy C' jest pokryciem klikowym i 7(H,C) = w(H,C’) mpl

mp‘CQ‘
o(m(H,C"))
Niech |Cy| > 21 |Cy| > 2. Jesli C' jest otrzymany z C przez zastapienie C'
przez Cy i Cy, wtedy 7(H,C) = n(H,C') 22 = o(r(H,C")). O

Teraz wykorzystamy rezultaty z poprzedniego podrozdziatu, aby znalezé
pokrycia optymalne graféw pelnych. Nastepnie w lemacie 7.6 okreslimy jak
wygladaja optymalne pokrycia klikowe sumy dwoch klik. Powinnismy wspo-
mnie¢ tutaj, ze jesli bardzo dokladnie przeanalizuje sie dowdéd wniosku 6
z [40], mozna wywnioskowaé z niego lemat 7.5. Przedstawimy tutaj inny
spos6b udowodnienia tego wyniku z dwoch powodéw. Po piewsze, metody
w nim zastosowane beda niezbedne do pokazania kolejnego lematu. Po drugie
jest on naturalng konsekwencja przedstawionych wcze$niej lematow.

Lemat 7.5. Niech [ bedzie klikg na h wierzchotkach. Dla m spetniajgcego
(7.1) i (7.2) oraz p spelniajacego (7.3), jedynymi optymalnymi pokryciami
klikowymi 3 sq:

(i) pokrycie jednym zbiorem dla 6 < 1;

(17) pokrycie krawedziami oraz pokrycie jednym zbiorem dla § = 1;

(1i1) pokrycie krawedziami dla § > 1.

Dowdd. Niech C bedzie prostym pokryciem klikowym.

(1) Zatézmy, ze § < 1. Wiemy z (7.10), ze 0 < ko < h. Jesli pokrycie C
sktada si¢ ze zbioréw o rozmiarze co najwyzej kg wtedy z lematu 7.1 zachodzi
7(8,C) = O(n(B,C")) i w(B,C") = o(n(5,C")), gdzie C' jest pokryciem kra-
wedziami oraz C” jest pokryciem przez jeden zbiér. Jesli C zawiera zbior C,
dla ktérego |C| — 1 > max{ko,2} — 1 > Lko — 3, wtedy jesli scalimy zbiér C
z innymi zbiorami z C jeden za drugim, wtedy otrzymamy pokrycie jednym
zbiorem C” oraz z lematu 7.2 mamy = (3,C) = o(n(3,C")). Dlatego, C" jest
jedynym optymalnym pokryciem klikowym.

(17) Zatbézmy, ze 6 = 1. W tym przypadku ko = h. Wiemy, ze jesli w do-
wolnym pokryciu klikowym C grafu § zastapimy wszystkie zbiory o co naj-
wyzej h — 1 wierzchotkach przez pokrycia krawedziami otrzymamy pokrycie
klikowe C’, dla ktérego 7(3,C) = o(w(B,C’)). Dlatego z lematu 7.1 pokry-
cie krawedziami i pokrycie jednym zbiorem na h wierzchotkach sa jedynymi
optymalnymi pokryciami klikowymi grafu (.

(13i) Zatézmy, ze 6 > 1. Wtedy ko > h zatem z lematu 7.1, dla dowol-
nego C réznego od pokrycia krawedziami, 7(/3,C) = o(w(3,C")) gdzie C' jest
pokryciem krawedziami. O

Niech teraz [ i v beda klikami przecinajacymi sie na co najmniej jednym
wierzchotku. Bedziemy chcieli znalezé co najmniej jedno optymalne pokrycie
klikowe grafu U~ aby oszacowaé rzad wielkosci wyrazenia (7.6) wystepu-
jacego w (7.7).

Bedziemy méwié, ze pokrycie klikowe C’ grafu H jest co majmniej tak
optymalne jak pokrycie klikowe C grafu H, jesli n(H,C) = O(n(H,C")).
Wtedy mozemy zamienié¢ C na C' bez utraty optymalnoéci.
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Lemat 7.6. Niech (3 i~ bedqg petnymi grafami na h wierzchotkach takimi, ze
V(B)NV(y) #0, m spelnia (7.1) i (7.2) oraz p spelnia (7.3). Wtedy pewne
optymalne pokrycie klikowe 3 U ~y:

(i) jest pokryciem klikowym zawierajgcym co najmniej jeden zbior C, dla
ktorego C 2 V() lub C 2 V() a poza tym tylko zbiory dwuelementowe dla
o< 1.

(i7) jest albo pokryciem krawedziami albo pokryciem jednym zbiorem dla
o> 1.

Dowdd. Niech C bedzie dowolnym pokryciem klikowym grafu g U . Zatoz-
my dodatkowo, ze C jest proste oraz kazdy zbior z C jest albo catkowicie
zawarty w jednym ze zbioréw V(/3), V(7) lub ma co najmniej jeden element
w V(B)NV(y). W innym przypadku z lematéw 7.3 1 7.4 wynika, ze pokrycie
C mozna zamieni¢ na bardziej optymalne pokrycie spetniajace te warunki.
Udowodnimy, ze bez utraty optymalnosci mozemy zastapi¢ pokrycie C po-
kryciem opisanym w (i) lub pokryciem opisanym w (i).

Jesli wszystkie zbiory w pokryciu C maja moc co najwyzej ko, wtedy
z lematu 7.1 pokrycie krawedziami grafu U~ jest co najmniej tak optymalne
jak C.

Jesli w C jest co najmniej jeden zbiér o mocy |C| > |ko| + 1, wtedy
albo ten zbior jest caly zawarty w V() lub V() albo ma co najmniej jeden
wierzcholtek w V(8) N V(y). W drugim przypadku co najmniej |C|T4 +1
wierzchotkéw zbioru C' jest w jednym ze zbioréw V() i V(). Dlatego bez

utraty ogélnosci mozemy zatozyé, ze |C' NV (y)| > @ +1 > Bl

tzn. [C NV (y)] =1 > % — 1. Dla dowolnego wierzchotka v € V/(v) spoza
C, istnieje zbiér C zawierajacy v oraz jeden wierzchotek z C'. W dodatku,
skoro |[C NV (y)] =1 > % — 1 jest co najmniej % — 1 krawedzi w 5 U~

taczacych v € C z wierzchotkami z C'. Z lematu 7.2 bez utraty optymalnosci
mozemy scali¢ C, C' oraz wszystkie zbiory pokrycia zawierajace co najmniej
jedng krawedz taczaca wierzchotki z C' i C. Bez utraty optymalnosci pokrycia
mozna powtarza¢ ta procedure az do momentu, gdy w pokryciu klikowym
mamy jeden duzy zbior zawierajacy wszystkie wierzchotki z V(). Tak uzy-
skane pokrycie klikowe jest co najmniej tak optymalne jak C. Dla wszystkich
zbioréw z C o rozmiarze wiekszym niz kg, jesli nie zostaly scalone wczesniej,
mozna powtorzy¢ ta procedure tak dlugo jak mozna, ostatecznie uzyskujac
pokrycie klikowe co najmniej tak optymalne jak pierwotne. Tak utworzone
pokrycie klikowe zawiera co najmniej jeden zbiér zawierajacy V (/) lub V(7).
Ostatecznie, wszystkie pozostale zbiory o rozmiarze co najwyzej ko, jesli ta-
kie nadal istnieja w zmodyfikowanym pokryciu i nie moga juz by¢ scalone,
zgodnie z lematem 7.1 moga bez utraty optymalno$ci byé¢ zamienione na
odpowiednie pokrycia krawedziami.

Z powyzszych rozwazan dowolne pokrycie klikowe mozna zastapi¢ bez
utraty optymalnosci na pokrycie krawedziami lub pokrycie zawierajace co
najmniej jeden zbiér zawierajacy V(03) lub V(y) i zbiory dwuelementowe
poza tym. Wystarczy zatem rozwazy¢ tylko ponizsze przypadki.

(1) Zatdézmy teraz, ze 6 < 11 C jest pokryciem krawedziami. W tym
przypadku, jesli skorzystamy z drugiej czesci lematu 7.1, mozemy udowodnic,
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ze pokrycie sktadajace sie z jednego zbioru C' = V(v) oraz wszystkich innych
zbioréw 2—-elementowych jest co najmniej tak optymalne jak C.

(11) Zatbézmy teraz, ze § > 11 C jest pokryciem zawierajacym co najmniej
jeden zbior zawierajacy V() lub V() i zbiory dwuelementowe poza tym.
7 lematu 7.1 proste pokrycie klikowe dwoma zbiorami C'; i C'y zawierajacymi,
odpowiednio, V() i V(v), bez utraty optymalnosci moze by¢ zastapione
przez pokrycie krawedziami o ile |Ch] < ko 1 |Ca| < ko. Dodatkowo, skoro
V(BU~v)| < 2h —1, kg > h i rozwazamy tylko proste pokrycia klikowe,
mozemy bez utraty ogélnosci zatozy¢, ze C zawiera jeden duzy zbiér C' taki,
ze C' 2 V(v) a poza tym tylko zbiory dwuelementowe. Nich z = |C' NV (5)|
oraz

(7.12) s=h— V@ NV

Jedlix =1,t0 s = h—1oraz C = V(v). W tym przypadku z lematu 7.1
wnioskujemy, ze pokrycie krawedziami jest co najmniej tak optymalne jak
C. Zatbézmy teraz, ze x > 2 (tzn. max{h — 5,2} < x < h). Skoro pokrycie
krawedziami jest optymalne dla kliki na h wierzchotkach, 7., ~ (me)(g) i

mp® ps
(mp?)3)"

Dla s = h—1, skoro kg > h, z dowodu lematu 7.1 mozemy wywnioskowac, ze

7(BU,C) ~ (mp?) &)~ Glmp+e ~ 1)

mp””/(me)(g) jest najwiecksze rzedowo dla x = 2. Przypomnijmy, ze z (7.5)
mp — oo dla § > 1. W zwiazku z tym z lematu 7.1 wynika, ze dla x = 2

h

(U 7,C) ~ (mp?)Bptt = 0 ((me)@ -mp ~p’”)

-0 ((mp2)2(’5)””‘phh)

(mp*) )
=0 (1D = 0((=(3u).C)).

gdzie C' jest pokryciem krawedziami. Dlatego pokrycie krawedziami jest co
najmniej tak optymalne jak C. Dla 1 < s < h—2, mamy h — s < x < h oraz
z dowodu lematu 7.1 wnioskujemy, ze mp®/ (me)(g) jest najwieksze rzedowo
dlaz=h—slubxz=h.JeSliz=h—s, wtedy C = V(v) oraz z lematu 7.1
pokrycie krawedziami jest co najmniej tak optymalne jak C. Jesli x = h, to
C jest pokryciem jednym zbiorem. O

7.3.5. Prawdopodobienstwo istnienie klik i ich sum jako
podgraféow
W tym podrozdziale zajmiemy sie oszacowaniem wielkosci 73 oraz E(I31,)
wystepujacych w (7.7).

Lemat 7.7. Zalézmy, ze m spelnia (7.1) i (7.2) oraz p spetnia (7.3). Wtedy,
dla kazdego B € T,

o dla § < 1;
(7.13) g~ SN glg § = 1
i dla § > 1.
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Zdefiniugmy X\ jako

(7.14) Ay = EX, = <Z>wﬂ
Witedy,
e dla § < 1;
(7.15) lim A, = § €t dla § =1
e dla 6 > 1.

Dowdd. Niech 3 bedzie klika na h wierzchotkach. Z lematu 7.5, (7.9) i (7.11)
wynika, ze:
e dla § < 11 C pokrycia jednym zbiorem
h

c
g ~7(5,C) ~ mp" ~ n—

e dla § = 1 i C pokrycia jednym zbiorem oraz C' pokrycia krawedziami
grafu

h | h(h—1)
5~ 7(8,C) + 7(B,C) o mph 4+ (mp?) () CECT

nh ’
e dlad>1
i C pokrycia krawedziami
(=)
w5~ (B.0) ~ (mp?)3) ~ —
Granice w (7.15) wynikaja bezposrednio z (7.14) oraz (7.13). O

Lemat 7.8.
Zatozmy, Ze m spetnia (7.1) oraz (7.2) i ze p spetnia (7.3). Zdefiniujmy s
jak w (7.12). Wtedy, dla kazdego 3,y € T,

Pr{ﬁ g GBin(Vamap)a 7 g GB”L(V7map)} =

O(n? + mph=1) jeslio <1i s=h-—1;
O(mp?®) jeslio <1i s<h-—1,;
= O(7? + mp*=1) jedlid > 11 s=h—1;

(h—s)(h—s—1)
O(mw%+ﬂ%/h11>j$h5>1is<h—L

gdzie m = ¢ dla dowolnego ¢ € T'.

Dowdéd. Niech C bedzie pokryciem klikowym [ U 7 opisanym w lemacie 7.6
oraz niech C' bedzie najwigksza klika w C.

Zat6zmy najpierw, ze o < 1:
PRZYPADEK 1. s =h—11 |CNV(B)| < 1, co implikuje |V (B) NV (v)| = 1.
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Skoro C' nie pokrywa zadnej krawedzi z 3, zatem C \ {C} jest pokryciem
grafu §. Czyli
m(BU~,C) = O(1)r?

PRZYPADEK 2. s < h — 1 lub |C N V(B)| > 2. Bez utraty ogdlnosci za-
tozmy, ze V() C C. Oczywiscie C[3] = {C"NV () : C" € C} jest pokryciem
klikowym grafu /3 oraz

m(BU~,C) =n(8,Cl6)p" = O(1)mp®.

Zalozmy dalej, ze § > 1.

PRZYPADEK 1. |C] = 2, czyli C jest pokryciem krawedziami. Dla s = h — 1
m(BU~,C) = O(1)r?.

Dla s < h — 1 wykorzystujac (7.3) otrzymujemy.

5 x i

T(BU,C) ~ a2 (mp?) () < 2%

PRZYPADEK 2. |C| = h + s. Poniewaz jest to pokrycie jednym zbiorem,
mamy

m(BU,C) ~mp"*

7.3.6. Dowd6d twierdzenia 7.1

Dowdd twierdzenia 7.1. Wykorzystamy (7.7) z grafem zaleznosci L zdefinio-
wanym w podrozdziale 7.3.1. Zauwazmy, ze

dlatego musimy tylko oszacowaé ponizsze sumy:

Z TRy

ByeE(L)

(7.16) > Z > Pr{3 C GP"™(V,m,p), v C GP"™(V,m,p)}.
BEV(L) s= ZEV(L)
\V(B)WV(W)l h—s

Zauwazmy, ze dla danego § € V(L),
{y e V(L) : [V(B)NV(v)| =h = s} =O(n*),
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{y €VZ): [V(B) NV ()] # 0} = O(n" )

[E(L)|=V(L)|-{y € V(L) : [V(B) NV (9)] # 0} = O™ ).

Zatem, skoro n"r = O(1), wiec

Y mm, = 0@ 7)) =0 (nil) .

ByeE(L)

Teraz wykorzystamy lemat 7.8 do oszacowania (7.16). Dla 6 < 1, zachodzi
npxm’% — R Jesio<lis=h-—1,to

> > Pr{B C G""(V,m,p),y C G""(V,m,p)}
BeV (L) ~ev(L)
V(B)NV (y)|=h—s

:O< 2h— 17T2—|—7Tn2h lphfl)

:O(n_ + (np) _>

=0 (n’l + n’%) .
Jeslio<1lil<s<h-—1,to
> > Pr{BCGP(Vmp)y C GV m,p)}
BEV(L)  vev(L)
VBNV ()l=h—s
=0 (n m™n®p )
_ O( 255)
= O (n h261> .
h—2 1 (1—8)h—2
Dla 6 > 1 mozna sprawdzi¢, ze np < nr—1m~2 =n 1 =o0(1). Jeslid > 1
is=h-—1,to
> > Pr{BCG"(V,mp)y C GV, m,p)} =

BeEV (L) ~ev(L)
V(B)NV (v)|=h—s

(o

@)

10 nh i, h+1) —
=0 (n!

O

O

p

(np)hHm) _
_1 (h+1)((1—6)h—2)+26h>

+
+

n n h—1



Jeslio >1il<s<h—1,to

> > Pr{B C G""™(V,m,p),y C G""(V,m,p)} =
BEV (L) ~eV(L)
[V (B)NV (7)|=h—s

n-omp +n'Tn h—1 =

hts  hts o9h_2 s—h Mh”)

(n mp"tt +n =1
—(h—s)s

(n + n h-1 > g

( —i— n- ) .

Twierdzenie 7.1 wynika z (7.7), powyzszych oszacowan i z (7.15).

(h=s)(h=s—=1)—(h=s)(h=1)
h+1 S S : S 1 )




8. Srednica

Ponizszy rozdzial jest poswiecony okresleniu dtugosci érednicy najwiek-
szej sktadowej spojnosci w losowym grafie G7*4(V, m, d). Bedzie nas intere-
sowa¢é sktadowa zawierajaca Q(n) wierzchotkéw, gdyz to ona stanowi czesé
sieci sensorowej modelowanej przez G7¢4(V,m, d), w ktérej znajduja sie sen-
sory komunikujace sie nawzajem. W sieci sensorowej odpowiadajacej grafowi
G7°4(V,m, d) dtugoéé érednicy najwickszej sktadowej jest maksymalng liczba
,skokéw”, jakie musi zrobi¢ wysytana informacja, zeby dotrze¢ do kazdego
sensora potaczonego w sieci. Na razie nie bedziemy si¢ skupia¢ na problemie
istnienia sktadowej o £2(n) wierzchotkach. OdpowiedZ na pytanie, czy asymp-
totycznie prawie na pewno taka sktadowa istnieje znajduje sie w rozdziale 10.
Ponizsze rozwazania mozna potraktowac jako wstep do dowodu istnienia tej
sktadowej i beda one przydatne w rozdziale 10 przy okreslaniu funkcji pro-
gowej dla spbjnosci i przejécia fazowego w G7¢(V, m, d). Wynik ten mozna
uogodlnié¢ dla grafu G(V,m, Pny) o rozktadach Py, w ktérych wartodci P;
sg niezerowe tylko dla skonczonej liczby indeksow 7. W tym celu mozna za-
stosowaé¢ metody zaproponowane przez Bloznelisa w [9, 10, 11]. Jednakze
bardziej ogdélny wynik, na przyktad wynik dla rozktadéw zaproponowanych
w rodziale 5, jest trudny do pokazania, gdyz dla grafu niespdjnego posia-
danie $rednicy o dlugosci co najmniej k nie jest wlasnoscig monotoniczna.
Wspominaja o tym Bollobds, Janson i Riordan w [14] w uwadze 14.10.

8.1. Twierdzenie o dlugosci srednicy w G/¢/(V, m, d)

Twierdzenie 8.1. Niech ¢ > 0 bedzie stalg, d = d(n) > 2 ciggiem liczb
catkowitych oraz G bedzie sktadowq spéjnosci grafu G7*1(V, m, d) zawierajgcq
Q(n) wierzcholkow.

(i) Jesli
d*n
~ C’
mlnn
to asymptotycznie prawie na pewno
Inn
di G) ~ .
am(G) Inlnn
(ii) Jeslic> 1
d(d—1)n
[ N c’

m
to asymptotycznie prawie na pewno

diam(G) =< lnn.
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W dowodach twierdzen bedziemy korzystali z wtasnosci drzewa BFS, kto-
re powstaje w wyniku procedury przeszukiwania grafu wszerz (patrz np. [18]).
W trakcie procedury dziatajacej na danym grafie, rozpoczetej w danym wierz-
chotku tego grafu (zwanym korzeniem drzewa) powstaje poddrzewo badane-
go grafu, w ktorym zbior wierzchotkéw w odlegtosci @ od korzenia pokrywa
sie¢ ze zbiorem wierzchotkéw w odlegtosci ¢ od korzenia w rozpatrywanym
grafie. Dow6d twierdzenia jest oparty na kilku spostrzezeniach dotyczacych
drzewa BFS powstalego w wyniku procedury dziatajacej na G7°4(V,m,d)
rozpoczetej w wierzchotku v € V. Doktadniej rzecz ujmujac dowodd bazuje na
oszacowaniach wielkosci zbiorow wierzchotkow w odlegloscei ¢ od v. Najpierw
znajdziemy oszacowanie dolne i gérne na prawdopodobienstwo dotaczenia
nowego wierzchotka do drzewa BF'S, przy zaltozeniu, Ze nie zawiera ono duzej
liczby wierzchotkow. Nastepnie pokazemy, ze dla interesujacych nas przy-
padkéw grafu G/¢4(V, m,d), proces BFS asymptotycznie prawie na pewno
skoniczy sie w niewielkiej liczbie krokow lub mozna jego kolejne kroki przybli-
zy¢ pewnymi procesami gatazkowymi. W koncu, wykorzystujac przyblizenie
procesami gatazkowymi, udowodnimy, ze asymptotycznie prawie na pewno,
dla dowolnych dwéch wierzchotkéw procesy BF'S rozpoczynajace sie¢ w tych
wierzchotkach koncza sie szybko lub ich drzewa BFS tacza sig.

Idea dowodu bazuje na pracy [16] Chung i Lu, ktéra dotyczyta srednicy
losowego grafu G(n, p). W przypadku grafu G7¢¢(V, m, d) dowdd jest bardziej
skomplikowany ze wzgledu na zaleznosci miedzy powstajacymi krawedziami.
Konstruujac drzewo BFS musimy, nie tylko kontrolowaé¢ liczbe wierzchot-
kéw dotaczonych do drzewa, lecz takze liczbe whasnosci jakie te wierzchotki
posiadaja.

8.2. Drzewo BFS w grafie G/“/(V, m, d)

W podrozdziale tym bedziemy rozwazaé¢ wlasnosci drzewa BFS o korze-
niu w danym wierzchotku v € V w grafie G'*¢(V, m, d). Majac na uwadze
strukture losowego grafu przecie¢, w celu utatwienia dalszej analizy problemu
wprowadzimy bardzo niestandardowa definicje drzewa BF'S, ktora jednak jest
rownowazna definicji klasycznej. Mianowicie skonstruowane drzewo BFS be-
dzie podgrafem pewnego nieskonczonego, skierowanego, oznaczonego drzewa
T.

Dla ustalonego uporzadkowania zbioru V, drzewo T bedzie miato naste-
pujace wlasnosci:

(i) korzeniem drzewa T jest kopia wierzchotka v;

(ii) zbior nastepnikéw kazdego wierzchotka jest kopia zbioru V;

(iii) kazdy wierzchotek (poza korzeniem) ma stopieni wejscia 1 a korzen ma
stopien wejscia 0;

(iv) indeksowanie wierzchotkéw jest zgodne z ich uporzadkowaniem w V
(tzn. dla dowolnego wierzchotka w € V i dowolnych dwbch jego nastep-
nikéw u; 1 ug, u; ma mniejszy indeks niz uy wtedy i tylko wtedy gdy jest
przed uy w porzadku ustalonym w V).
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Procedure BFS w G7¢¢(V, m,d) opiszemy jako konstrukcje losowego pod-
drzewa drzewa T. To losowe poddrzewo bedzie izomorficzne z klasycznym
drzewem BFS. Procedura bedzie podzielona na kroki a kazdy krok bedzie sie
sktadal z |V| podkrokéow. Najpierw dodajemy do poddrzewa korzen (kopie
wierzchotka v = wv1). W pierwszym podkroku pierwszego kroku bierzemy
pierwszy (zgodnie z porzadkiem ustalonym w V) nastepnik korzenia w T'
i dodajemy go do poddrzewa wtedy i tylko wtedy gdy jest on sasiadem wierz-
chotka v w grafie G'¢¢(V, m, d). W nastepnych podkrokach pierwszego kroku,
kolejno dla kazdego nastepnika korzenia, postepujemy tak samo. Po |V| pod-
krokach dodajemy v do zbioru rozpatrzonych wierzchotkow. W nastepnym
kroku bierzemy wierzchotek u dodany do drzewa jako drugi (oznaczmy kopie
wierzchotka u w V przez v, v2 € V). W |V| podkrokach tego kroku dodajemy
jeden po drugim do poddrzewa nastepniki wierzchotka v w T" wtedy i tylko
wtedy gdy sa kopiami sgsiadéw wierzchotka vo w G7¢4(V, m, d) oraz ich ko-
pie nie zostaly dodane do poddrzewa wczesniej. Na zakonczenie tego kroku
dodajemy vy do zbioru wierzchotkéw rozpatrzonych. W kolejnym kroku bie-
rzemy kolejny wierzchotek dodany do poddrzewa i postepujemy analogicznie
do przypadku wierzchotka u. Procedura konczy sie w momencie, gdy zbior
wierzchotkéw drzewa jest réwnoliczny ze zbiorem wierzchotkéw rozpatrzo-
nych.

Zalozmy teraz, ze bedziemy przeprowadza¢ procedure BFS do momentu,
gdy zbior wierzchotkow drzewa jest rownoliczny ze zbiorem wierzchotkéw roz-
patrzonych (tzn. nie bedzie juz mozna dodaé¢ nowego wierzchotka do drzewa)
lub drzewo BFS bedzie miato 1,4, = n/(Inn)*/? wierzchotkéw. Oszacujemy
teraz prawdopodobienstwo dodania nowego wierzchotka do drzewa BFS.

Po ¢t (t > 0) krokach i t' podkrokach kroku ¢ + 1 zbiér wierzchotkéw
rozpatrzonych jest mocy t. Zaldézmy, ze w tym momencie drzewo BFS za-
wiera jeszcze kopie s innych, nierozpatrzonych, wierzchotkéw. Oznaczmy
zbiér wszystkich wierzchotkéw G7¢4(V,m, d), ktérych kopie zostaty dodane
do drzewa BFS do tego momentu przez Veps = {v1,..., 04 Vi1, -, Utts )
(indeksy wierzchotkéw sa zgodne z porzadkiem dodawania ich kopii do drze-
wa BFS). Z poprzednich zalozen t+ s < npeq, gdyz w przeciwnym przypadku
zakonczylibysmy juz procedure. Ustalmy teraz oznaczenia:

B =0, IB| =0, dla t = 0;
(8.1) B = D({vy,...,v}), |B| < dt, dla t > 0;
A=D{ves1,. -, Vits)), |A| < ds, dlat >0,

gdzie D(S) oznacza zbiér wszystkich wlasnosci wierzchotkéw ze zbioru S,
tzn.:

(8.2) D(S) = | D(v).

veES

Oznaczmy takze dla t > 0
(8.3) D*(ver1) = D(vp41) \ B = D(ver1) \ D({vn, ..., vi}).

Zauwazmy, ze zgodnie z powyzszg definicja, jesli w tym momencie do drzewa
BFS zostanie dodana kopia wierzchotka v' = v;4 441, to

(8.4) D*(v') = D(')\ D{ur, ..., vere}).
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Kopia nastepnego (zgodnie z porzadkiem ustalonym w V) wierzchotka ze
zbioru V \ Vprg dodana jest do drzewa BFS z prawdopodobienstwem

1 — (m*|3|*|dD*(vt+1)|>/(mfd\B\).

7, oszacowania

(x;y):@—y)z:ﬁ(l_ y_>>1_§ v

(:) (@) i=0 r—=1 i=0 L
(8.5) _ _f( y _y)_zyz Sy
S\ -1 x x r = a(e —i)
_ 2
T B R Gl B N
r  x(r—2) 2 r  2x(r—2)

i faktu, ze |D*(v1)| < d, |D*(vey1)] < d—1 (dlat > 0) 1 |B| < dnmas
uzyskujemy

m—|B|—|D*(ve1)] "
e ol (, d .
(™) =~ m— B 2(m —|B| —d))
d
d? dNimazx d Ermas N
{m (]‘ + m—dnmaz + 2(m—dnmaz—d) + 2(mfdnmaz)(mfdnmazfd)) dlat = 0’
d(d—l) dnmazx d d2nmaac
m (1 + m—dnmaz + 2(m—dnmaz—d) + Z(mfdnmaz)(mfdnmazfd)> dla t > 0.

Oznaczmy wartosci oszacowania gornego na prawdopodobienstwo dodania
wierzchotka do drzewa BF'S przez

/o d? dnmaz d dQnmaz .

8 6 P+ - E (1 + m—dnmaz + 2(m7dnmaa:7d) + Z(midnmaz)(midnmazid)) ’

( ’ ) P — d(d_l) (1 dnmag d dznmaz )
+ 7 m + m—dnmaz + 2(m—dnmaz—d) + 2(m—dnmaz)(m—dnmaz—d) J *

Dodatkowo zauwazmy, ze podczas kazdego kroku i podkroku procedury za-
chodzi |V \ Vgpg| < n.

Naszym kolejnym celem jest uzyskanie oszacowania dolnego P_ (odpo-
wiednio P’) na prawdopodobienstwo dodania wierzchotka do drzewa BFS,
dla ktorego to oszacowania zachodzitoby P_ ~ P, (odpowiednio P! ~ P!).
Uzyskanie takiego oszacowania dolnego nie jest mozliwe w ogdlnym przypad-
ku. Problem stanowia wierzcholki, dla ktérych |D*(viyq)| < d — 1. Dlatego
ograniczymy sie do rozpatrywania podgrafu drzewa BFS skladajacego sie
z korzenia i z wierzchotkéw, dla kopii ktorych |D*(veiq)| = d — 1. Okaze
sie, ze liczba wierzchotkéw poza tym podgrafem bedzie asymptotycznie ma-
ta w poréwnaniu do liczby wierzchotkéw dla ktorych |D*(vieyq)| = d — 1.
O wierzchotkach dla ktérych |D*(vy1)| = d — 1 bedziemy méwié, ze dodaja
one do zbioru D(Vprg) d — 1 nowych whasnosci.

Jak w przypadku oszacowania gornego zaktadamy, ze jestedmy po t kro-
kach (t > 0) i ¢’ podkrokach kroku ¢ + 1, Verps = {v1, ..., 04, Vpa1, ..., Vpss}
oraz doktadnie t pierwszych wierzchotkéw zbioru Vgpg jest wierzchotkami juz
rozpatrzonymi. Zalézmy takze, ze wierzcholek vy, dodat d — 1 wtasnosci do
zbioru D(Vgpg) lub jest korzeniem. Teraz sprawdzamy, czy kolejny (zgodnie
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z uporzadkowaniem V) wierzcholek v zostal dodany do Vggs i jego kopia
zostata dodana do rozpatrywanego podgrafu (tzn. czy jest sasiadem vy
w G7(V,m,d), ktérego kopia nie zostala jeszcze dodana do drzewa BFS
iczy

D" ()] = DO\ (D({on, -, vsri )] = d — 1),

Skoro |D*(vy)| = d oraz, dla t > 0, |D*(v41)] = d — 1 (zakladalismy,
ze kopia v zostata dodana do rozpatrywanego podgrafu drzewa BFS),
wiec prawdopodobienstwo, ze w tym podkroku kopia v’ jest dodana do pod-
grafu drzewa BFS wynosi <‘D*(1{t“)|) (m_gi';w)/(mjm). Zatem z faktu, ze
|A| + | B| < dnpmaz 1 7 oszacowania (8.5) wynika, ze

D* (vt m—|B|—|A * m—|Bl—|A
(\ (1+1)\)( (‘1—‘1‘ |> _ |D (vt+1)|d < |d—|1| \) y

P el
IDld (@ DAL a1l >
~ om m—|B| 2(m—|B))(m—|B—d+1))~

a2 d2nmax _ dSTImax .

=z {ZIL—(I)ld_ m_dnd"é‘“” Q(m_dnmaﬂD)(ZL;dnmaz—d)) dla t = O’

m (1 T mdimes 2(m—dnmm)n(%afdnmm_d)> dla t > 0.

Czyli mozemy oszacowa¢ z dotu prawdopodobienstwo dodania wierzchotka
do podgrafu drzewa BFS przez

P/ — ﬁ 1_ d2nmaz _ d3nmaz .
(8 7) - m m—dnmaz 2(m—dnmaz)(Mm—dnmaz—d) / ?
’ P — (d_l)d 1 _ dQnmaz o d3nmaz
- m m—dnmaz 2(m—dnmaz)(Mm—dnmaz—d) ) *

Dodajmy takze, ze w kazdym podkroku rozpatrywanej procedury BFS z do-
datkowym momentem stopu mamy |V \ Vgrs| = n — npa-

8.3. Procesy galgzkowe

Liczba wierzchotkéw dodanych do Vpps w procedurze BFS rozwazanej
w poprzednim podrozdziale, w dalszej czesci rozprawy bedzie przyblizona
liczbg potomkoéw w procesie gatazkowym. Skupimy sie teraz na tych pro-
cesach i udowodnimy kilka ich wtasnosci. Wigkszo$¢ rezultatéw umieszczo-
na w tym podrozdziale jest analogiczna do rezultatéw otrzymanych w [16].
W zwiazku z tym, ze tutaj beda one sformutowane w jezyku proceséw ga-
tazkowych a nie procedury BFS, niektére szczegolty dowodow, jak i sformu-
lowania lematéw beda sie r6zni¢ od tych zawartych w [16].

W rozdziale tym wszystkie granice beda przy N — oco. Asymptotyczna
notacja O(-) i o(-) bedzie takze wzgledem N.

W rozwazanich naszych bedziemy zainteresowani uogélnionym procesem
gatazkowym B. W procesie tym liczba dzieci i-tego osobnika procesu bedzie
zmienng losowa X;. Doktadniej, bedziemy sie zajmowaé procesami, ktore
oznaczymy przez B(P', P,N), w ktérych liczba dzieci pierwszego osobnika
procesu (osobnika tego nazwiemy v) ma rozktad dwumianowym Bin(N, P’)
a liczba dzieci kazdego nastepnego osobnika (potomka) procesu ma rozktad
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dwumianowy Bin(N, P) (P’ > P) oraz liczby dzieci réznych osobnikéw (po-
tomkéw) nie zalezg od siebie. W celu utatwienia dalszej analizy opiszemy
ten proces w podobny sposéb jak proces BFS. To znaczy, przebieg proce-
su galazkowego bedziemy opisywaé jako tworzenie poddrzewa pewnego nie-
skoniczonego, skierowanego, oznaczonego drzewa T', ktorego struktura bedzie
analogiczna do struktury drzewa T opisanego w poprzednim podrozdziale.
A mianowicie T bedzie miato nastepujace wtasnosci:

(i) korzeniem drzewa T jest wierzcholek (osobnik) v;

(i) zbior nastepnikéw kazdego wierzchotka (osobnika) jest mocy N

(iii) kazdy wierzchotek (poza korzeniem) ma stopienn wejscia 1 a korzen ma
stopien wejscia 0;

Proces gatazkowy B(P’, P, N) mozna opisa¢ w nastepujacy sposéb. Naj-
pierw bierzemy wierzchotek v i niezaleznie, jeden za drugim, zgodnie z in-
deksowaniem wierzchotkéow, dodajemy z prawdopodobienstwem P’ do pod-
drzewa kazdy z jego N nastepnikéw. Nastepniki dodane do drzewa sg to dzie-
ci v w procesie. Stanowia one pierwsze pokolenie. Teraz bierzemy pierwsze
(zgodnie z indeksowaniem wierzchotkéw T') dziecko wierzchotka v i dodajemy
z prawdopodobienstwem P kazdy z jego N nastepnikow z T do poddrzewa.
Potem postepujemy tak samo z drugim dzieckiem wierzchotka v, a potem
kolejno z kazdym osobnikiem zgodnie z kolejnoscia dodawania do poddrzewa.

Krokiem procesu bedziemy nazywaé¢ dodanie wszystkich dzieci jednego
wierzchotka do poddrzewa. Podkrokiem kroku bedziemy nazywaé¢ dodanie
lub nie nastepnika wierzchotka rozpatrywanego w danym kroku. Potomkow,
ktorych dzieci juz zostaly dodane do poddrzewa bedziemy nazywaé rozpa-
trzonymi. Bedziemy mowié, ze proces wymiera, gdy nie ma juz nierozpatrzo-
nych potomkéow.

Zbiér wierzchotkéw (potomkow) w odlegtosei ¢ od wierzchotka v bedziemy
nazywac i-tym pokoleniem procesu. Liczbe potomkéw w i-tym pokoleniu pro-
cesu B(P’, P, N) oznaczymy przez g; (tzn. go = 1, g1 ma rozktad dwumianowy
Bin(N, P'), itd.).

Udowodnimy teraz kilka lematéw dotyczacych liczebnosci kolejnych po-
kolen. Niektore stale w dowodach moga by¢ wybrane inaczej, ale podajemy je
dla przyktadu. We wszystkich dowodach bedziemy wykorzystywac¢ ponizsze
oznaczenie

(8.8) P*r{} = Pr{:[gi-1 = g}

Lemat 8.1. Niech NP = CylnN, Cny — C, iy > 1, b, bedzie duzq
statg. Niech g; bedzie rozmiarem i-tego pokolenia w procesie gatgzkowym
B(P',P,N). Jesli

Gig > bim

to dla dostatecznie duzych N z prawdopodobienstwem 1 — o (%)
g > b(CyIn N)™" dia kaidego i > i,

abi,
o

gdzie b = b;, —
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Dowdéd. Niech b;, bedzie duza stata. Dla i > iy + 1 zdefiniujmy b; za pomoca
rekurencji

3(’& - ig)bi_l
i—1—ip *
vV C]\m/ (CN th)

Niech b = b;,—/ 420 . Wtedy b; < b;, dla kazdego 7 > . Poniewaz dla kazdego

: () kE _ 1 CnInN 1
0 <@ <1 zachodsi Y=ok + 1)a® = g oraz =78 s = 76

wiec dla kazdego 7 > ig + 1 1 dostatecznie duzego N

3(Z - iO)bi—l

i—1—19 =

\/CN\/(CNIHN)
=1 3(k+1—1)b
:bz‘o - Z \/ ( O)kk'_io >
k=io \/CN\/(CNIH]\D

[3b, = k1
>bz’0 o BC(’LO Z % >

N k=0 \/(CN IDN)

3b;, Cyln N Aby,

w0 2 biO -
Cn (/(CyIn N) —1)2 c

Zatézmy teraz, ze dla danego ¢ > ig+ 1, gi-1 = g > bi—1(CyInN)
Wtedy

bi =bi—1 —

=b.

=>b
i—ig—1

E=E(g|g;i:1=9) 2 b;_1(CnyIn N)ifio'

Z rekurencji (8.9) mamy

(bi—l - bz)2

; (CyIn N)™ = 3(i — ig) In N.
i—1

Dlatego z nieréwnosci Chernoffa (3.1)

*

l?kr {gi < b(Cn lnN)i_iU} <Pr {gi < bi E} =

_(bzfl bz) (C«NIHN)z—z()) <

1 1—10
< exp (—2(2'—7)0)111]\7) :(NS) :

gdzie Pr, jest zdefiniowane przez (8.8). Zdefiniujmy A; jako zdarzenie, ze
gi = b(CyIn N) =% i Al jako zdarzenie, ze g; > b;(CyIn N)*=. Z poprzed-
nich obliczen, jesli zsumujemy po wszystkich g > b;_1(CyIn N)=0=1 i wy-
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korzystamy wtasnos¢, ze rozmiar i-tego pokolenia zalezy tylko od rozmiaru
(i — 1)-wszego pokolenia, mamy

1 1—10
A;1}>1—(N3> for i > ip + 1.
2

)
o] i—1

= [ Pr {A; N A;} >
i=ig+1 J=to

L))

i—1
N A;} —prfa

Pr {A;

J=to
Stad

A;O} > Pr{ N A
i=i9+1

Pr{ ﬁ A;

i=ig+1

O

Lemat 8.2. Niech ig > 1 i g; bedzie rozmiarem i-tego pokolenia procesu
galgzkowego B(P', P, N). W dodatku, niech

(i) NP=Cy — C > 1,

(i1) b; bedzie zdefiniowane przez rekurencje:

S R
0 (\/5_ 1)27
V/3bi—q

—, dla kazdego i > ig + 1;

bi = bi—1 —

(ii1) Gio > bi-
Wtedy dla dostatecznie duzych N

C
b > > dla kazdego i > o,

“2/C —1)

o o 1
Pr {gi <bCY™InN | gisy > bi_1Ciy™ tn N} < e dla kazdego i > ig.

2

Dowéd. Niech b, = (\/%gl)Q oraz, dla i > iy, zdefiniujmy b; za pomoca
rekurencji b; = b;_1 — ¥ Sblifl. Mamy wtedy b; < b;, dla kazdego ¢ > 1y,
cizio
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PE - 17.1@, i 4-2V3 > % , dlatego dla dostatecznie duzych N dla
kazdego i > 19+ 1

V3bi—1 S
\/C—z—zo

i—ig—1

lo \/710 Z \/—y+1 >

>biy — \/@\/C—N_1 =
. 4c 2/3VC .. C
(VO-12  (VC-1)(VCx—1)  2(/C-1)*

Jesli zalozymy, ze dla danego i > ig + 1, gi1 = g = b;_1Ch "' In N, wtedy

by =bi_1 —

E = ]E(gi|gi—1 = g) = bi_lC};iU In N.

Z nieréwnosci Chernoffa (3.1) wynika, wiec ze

Pr{gi<biC’;\[—101nN} <PI‘{9Z< b E} <
* * i—1

3 1
<exp <—21HN> = F

N

2

Po zsumowaniu po wszystkich g takich, ze g > b;_,C °~'In N, otrzymujemy
teze lematu. O]
Lemat 8.3. Niech NP =CyInN,Cy - C, NP'=C\yInN,Cy\ —C'ig
bedzie rozmiarem i-tego pokolema procesu gatgzkowego B(P', P, N). Wtedy
z prawdopodobienistwem 1 — 0( ) dla dostatecznie duzych N

bCN(CNlnN) foralli>1,
Cn

gdzie b:4+%.

, : . V1207 + 1420} +1 . . .
Dowdéd. Niech by = 11 by = Yo —. Wiemy, ze go = 1 oraz ze
N

Eg, = C\y In N, zatem z nieréwnosci Chernoffa (3.2)

Pr{g; > b;C\yIn N} =Pr{g; > CyInN + (b — 1)C\yIn N} <

3(b— 1), 1
< _ InN | = .
eXp( 2 (2+0b1) Cyln N3

Dla i > 2 zdefiniujmy rekurencyjnie ciag b;

2/b o Vi—1
JCy VOyInN' Y
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Woéwezas mamy

4b; 4 1—1

bi — biy)? = .
b= b = o vy

oraz

bi—bi-1 2 Vi—1 < 2
3bi-i 3. /b O VONIn N ' 3,/C% CxIn N

= o(1),

dla dostatecznie duzych N, gdzie o(1) w tym przypadku oznacza jednostajna
zbieznosé Wzglgdem wszystkich ¢ > 2. Ostatnia nieréwno$¢ wynika z tego, ze
big > 11 —Y=L__ jest malejgca dla i > 2 i C’NlnN > 2.

vVCOnInN
Zalézmy teraz, ze dla danego i > 2, g;_1 = g < b;_ 10 N(COnIn N)= . Wtedy

' -
E=E(¢g]9i-1 =9) < bz‘AOfN(CN In N)*.
N

Z powyzszego i nieréwnosci Chernoffa (3.2) wynika, ze

Pr {gi > b,.gN((JN In N)i} -
Cy ¢

=Prigi > by 2 (CnIn N) + (b — bi_1) = (CxIn N)* ¢ <
* C CN

O (Cy1In N)’} <

« Oy

<Pr {gi >E+ (b —bi1)

/ ) ’\2 .
(bl — bifl)ng(CN In N)Z (bl - bi71)2 (001\27) (CN In N)QZ
<exp|—|(1- N N <
3E 2FE
bi — b1\ (b —bi1)>Cly ,
< —(1- 2 (CyInN)"| <
o ( ( 31 ) By Oy VI N)

92 1 i—1
Lexp | — |1 — —F/—— 2(@—1)111N <(3> )
( ( 303 lnzv) ) N3

dla dostatecznie duzych N, jednostajnie wzgledem wszystkich .
Udowodnimy teraz indukcyjnie, ze, dla dostatecznie duzych N, b; < b
dla kazdego i, gdzie b = 4 + % Dla dostatecznie duzych N zachodzi by < b

ib < 4—1—0% < b (to wynika z nieréwnodci (,/12C% +1-1)2 > 0i Cy — ).

Zatézmy teraz, ze b; < b dla kazdego 1 < j < i. Skoro by < 4+ - o cy — ¢
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2vb CyInN
\/Ci CnInN (VON InN-1)?

i = o(1) otrzymujemy

) T i-19
b, s I VT YOV

<
JCy VOyInN'T! = /Ch VOyIn N

i—1

Wy =1 <
\/Cy CnIn N =1 \/C'NlnN
<y b 2vb CyIn N
Cx /Oy CyInN (VONILN —1)7

<b +

<4+ 62*’
dla dostatecznie duzych N.

Jak w poprzednich dowodach, definiujemy dla 7 > 0, A; jako zdarzenie, ze
gi < b(CyIn N)* oraz Al jako zdarzenie, ze g; < b;(CyIn N)'. Z poprzednich
wynikéw, jesli zsumujemy po wszystkich g < b;_1(CyIn N)*~! i wykorzysta-
my fakt, ze rozmiar i-tego pokolenia w procesie gatazkowym zalezy tylko od
rozmiaru (i — 1)-wszego pokolenia, to dla ¢ > 2 mamy

) 1 i—1
A“} >1- (NS’)

N A;} —prfa

i—1
Prq Al
j=1

Zatem

Pr{ﬁA,} >Pr{ﬁl,4;} (HPr{A’

R R

) 1 1—1
S ()
N3 ,:ZQN%
2 1 N2 X (1)
=] — —_ — — 0| —
N5 N3 N3 —1 N

]
Lemat 8.4. Niech NP =Cy,Cy - C>1, NP =C},Cy—-C" >11iy

bedzie rozmiarem i-tego pokolem’a procesu gatgzkowego B(P', P,N). Wtedy
z prawdopodobienstwem 1 — 0( ) dla dostatecznie duzych N

gi < 2ONCN In N dla kaZdego i > 1.
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Dowéd. Niech gy = 11 b; = 4% dla kazdego i > 1. Wtedy Eg; = Cl i z nie-
réwnosci Chernoffa (3.2)

Pr(gs > CyInN)=Pr(g; > Cy+Cy(lnN —1)) <
)2
< exp <_3(lnN 1) §v> _

2 (InN +2)
B 3 InN-1)7° 2!
- <_21nN(lnN—|—2)CNlnN) - O<N>‘

Zatézmy teraz, ze dla i > 2 zachodzi g;_1 = ¢ < bi_1CNCy*In N, wtedy
E =E(g]gi-1 = g9) < bi_1CxCiy ' In N. Z nieréwnoéci Chernoffa (3.2) i faktu,
zedlai > 2

3P —4i+1) 3

232 _4it2) 2

§ (bz - bi—1)2
2 (b; + 2b; 1)
otrzymujemy, ze
Pr{g; > bCyCY' N} =
=Pr{g > b 1CyCE N + (b; — b 1)CRCR ' I N | <
<Pr{g>E+ (b —bi)CHCh ' InN} <

P 20 \2,¥21—21,.2
< exp 3 (b= b P(CR)PCR SN

3(bi —bii1)® . i
< —_— TrIn N | <
eXp( 2 (b + 2bry) VOV I

1 \CrnCx !

N2 ) ’
Zdefiniujmy dla ¢ > 1, A; jako zdarzenie, ze g; < biC}VC}'\flln N. 7 po-

przednich wynikéw, jesli zsumujemy po wszystkich g < b;_;C\Ci?In N ko-

rzystajac znowu z faktu, ze rozmiar i-tego pokolenia zalezy tylko od rozmiaru
poprzedniego pokolenia, to dla ¢ > 2 mamy

i— 1 oot

1—1
Al :Pr{Ai
]Ol J} N3

Pr{A,} = 1—0(}1{).

Zatem, podobnie jak w lemacie 8.3

ffia o) S -

(NI

=2
1 1 &> 1 C}\,Cj\,fl—l 1
()BT )
N/) N3 ; N3 N
cpoy -1
poniewaz C'y, Cy > 11 dla dostatecznie duzych N szereg > 2, (ng>

jest zbiezny. O]
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Lemat 8.5. Niech NP = Cy — C > 1, by bedzie takie, ze by/In N — oo
it gr bedzie rozmiarem k-tego pok’olem’a w procesie galgzkowym B(P’, P,N).
wtedy z prawdopodobienstwem 1 — 0( ) dla dostatecznie duzych N, jesli dla
danego k > 1

Jk—1 < bNa

to
gk < 2by.

Dowdd. Jesli gx—1 = g < by, to E = E(gx|gr—1 = 9) < Cyby. zatem z nie-
réwnosci Chernoffa (3.2)

Pr{gr > 2Cnby} <Pr{gi > E+ Cnby} <

*

3 1
<o (~g0wt) =0 ()
Po zsumowaniu po wszystkich g < by otrzymujemy natychmiast teze lematu.
O

8.4. Przyblizenie BFS procesami galgzkowymi

W naszych rozwazaniach skupiamy sie na przypadku gdy d*n/m = O(Inn)
(tzm. d*1ay = O (M Ninae Inn/n) = O(m/(Inn)3) = o(m)). Zatem z (8.6),
(8.7), wynika, ze dopdki drzewo BFS ma nie wiecej niz n,,,, wierzchotkéw,
procedura BF'S lub jej niektére kroki moga by¢ przyblizone dwoma procesami
gatazkowymi B (P}, Py, N;) i B_(P",P_,N_) z rozktadami liczby potom-
kow Bin(Ny, P.), Bin(N,, Py) i Bin(N_, P"), Bin(N_, P_), odpowiednio,
gdzie

N, =n,

B0 o (10 (o)), P = 2 (10 (),
N_=n—npa,

(8.11) PL=$(1-0 (%)), Po= 400 (1- 0 (Frmes)).

Inaczej méwiac liczbe wierzchotkow dodanych w kolejnych krokach BFS
ograniczy¢ mozna z dotu przez liczbe potomkow procesu B_ oraz od gory
przez liczbe potomkéw procesu B .

Wprowadzmy nowe oznaczenia. Niech g i g; beda wielkosciami i-tego
pokolenia, odpowiednio, proceséw By i B_. Przypomnijmy, ze d(u,v) = k
oznacza, ze dhugos¢ najkrotszej sciezki z u € V do v € V jest réwna k.
Oznaczmy dlav e Vik >0

Ip(v) ={ueV:d,u) =k}, dak>1
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oraz

Z rozwazan w podrozdziale 8.2, jak dtugo [Ni(v)| < nuaz, tak dlugo mozemy
ograniczy¢ z dotu i z géry proces BFS w taki sposob, ze

< Te(v)] < g7
8.12 k k
&1 WRATIED s
=0 7=

z prawdopodobienstwem réwnym jeden.

Przypomnijmy, ze ograniczenie z dotu przez proces gatazkowy B_ wyni-
ka z oszacowania na prawdopodobienstwo dodania wierzchotka do podgrafu
drzewa BFS zawierajacego tylko kopie wierzchotkéw dodajacych d — 1 ele-
mentéow do D(Vppg). Poniewaz bedziemy tez zainteresowani przyblizeniem
tylko niektorych krokéw procesu BE'S krokami procesu B_, przydatny be-
dzie ponizszy lemat oszacowujacy liczbe wierzchotkow w podgrafie drzewa
BFS sktadajacym si¢ z kopii wierzchotkéow, ktore dodaja d — 1 elementéw do
D(Vgrs).

Lemat 8.6. Niech b = o (M), Cn — O(lnn) iip = O(Inn) bedzie naj-

Inn m

mniejszym indeksem takim, zZe
T (v)] > 0,
wtedy z prawdopodobienstwem 1 — o(1/n) dla duzych n
(o' € Ty(v): ID* (W) =d— 1} > ¥

gdzie

b,:{b—l dlab=o (L)

2b dla > — oo.
nn

Dowéd. Niech |I';(v)| < b dla kazdego i < ig. Zatézmy, ze zaczeliSmy proce-
dure BFS w wierzchotku v oraz ¢ i t' sa takie, ze vy41 € I';,—1(v) oraz po t
krokach i ¢’ podkrokach procedury BFS dodalismy do drzewa BFS dokladnie
J, j < b, wierzchotkéw z I'; (v). Niech v’ bedzie wierzchotkiem z V \ Vipg,
ktory bedzie rozpatrywany w kolejnym podkroku. Zdefiniujmy A, B, D*(v;41)
i D*(v') jak w (8.1), (8.3) i (8.4). Wtedy z powyzszych zatozen wynika, ze

|A| < 2dD.

Prawdopodobienstwo, ze kopia wierzcholka v’ zostala dodana do drzewa BFS
w rozpatrywanym podkroku wynosi nie wigcej niz

(ID*(zl)m)I) (md—_lfl) |
(")
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Prawdopodobienistwo, ze wierzchotek v’ zostal dodany do drzewa BFS w roz-
patrywanym podkroku oraz |D*(v')| = d — 1 wynosi

D*(v m—|B|—|A
(| (1t+1)|)< |d—|1 | \)
m—|B] :
(")
Dlatego, prawdopodobienstwo warunkowe zajscia zdarzenia |D*(v')| =d — 1

pod warunkiem, ze v’ zostal dodany do drzewa BFS w tym podkroku wynosi
€O najmniej

m—|B|—[A]| d—2
~ A
SR (EEETENE
(d_l) i m — |B| -1
d|A| 2%
m— |B|—d m — digh — d

>1

:1_57

gdzie

2d%b d*b blnn
5_m—diob—d_0<m> _O< n )
Zatézmy teraz, ze |I'; (v)| > b. Z powyzszych rozwazan zmienna losowa X

o rozktadzie dwumianowym Bin(b, 1 — &) jest stochastycznie zdominowana
przez zmienng losows okreslajaca moc zbioru

{v" €Ty (v): |D*(W)| =d—1}.

Dlatego wystarczy udowodnié, ze z prawdopodobienistwem 1 — o(1/n) zacho-
dzi zdarzenie i( >0,
Niech b = o (%), wtedy, gdy podstawimy ' = b — 1, mamy

b

Pr{X >V} = (b_ X

)g(l IS 5

2
> (1= (b—1)E) +1—bE = 1—b(b—1)E2 = 1-0 <b4ln2 ”) — 1—0(1).

n

Dla przypadku & — 00, teza zachodzi po standardowym zastosowaniu nie-
réwnosci Chernoffa (3.1). O

Aproksymacja procesami gatgzkowymi okazuje sie przydatna w przypad-
ku, gdy dla pewnego k moc zbioru I'y(v) jest dostatecznie duza. W dal-
szej czesci pokazemy, ze dla kazdego wierzchotka z prawdopodobienstwem
1 — o(1/n) proces gatazkowy rozpoczety w tym wierzchotku wygasa szybko
lub dla pewnego k& moc zbioru I'y(v) jest dostatecznie duza, aby kolejne kro-
ki procesu mozna byto przybliza¢ kolejnymi krokami procesu gatazkowego.
W tym celu korzystaé¢ bedziemy z ponizszego rozumowania.

Uwaga 8.1. Niech P € (0;1], X bedzie stalg dodatnig, T bedzie nieskori-
czonym drzewem opisanym w podrozdziale 8.2. Niech n = |V| oraz niech
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N_ bedzie takie, Ze N_ < n — \. Rozwazmy teraz procedure BFS w gra-
fie G7YV,m,d) o poczqthu w wierzchotku v. Rozwaimy dowolny podkrok,
w ktérym rozwazamy (dodajemy lub nie) wierzcholek w € V, ktérego kopia
nie zostata jeszcze dodana do drzewa BFS. Zatozmy, ze jak dtugo drzewo BFS
ma mniej wierzchotkow niz A tak diugo, w kazdym podkroku liczba wierzchol-
kow dodana do drzewa BFS w tym podkroku moze zostac¢ ograniczona z dotu
przez zmienng losowq o rozkladzie Bernoulliego z parametrem P niezalez-
ng od dotychczas zbudowanego drzewa BFS (bedzie to naturalne zalozenie
dla G7°Y(V,m,d) wynikajgce z niezaleznosci wyboréw zbioréw D(v) oraz z
(8.7)). W dodatku, jesli przed rozwazanym krokiem drzewo miato mniej niz A
wierzchotkow, wtedy co najwyzej N wierzcholkéow zostato dodane w tym kro-
ku do drzewa BFS z prawdopodobienstwem 0 (tzn. kopie co najmniej n — X
wierzcholkéw nie zostaly jeszcze dodane do drzewa BFS). Zatem liczbe wierz-
chotkow dodanych w podkroku ograniczymy przez zmienng losowq o rozkladzie
Bernoulliego z parametrem P (w co najmniej N_ podkrokach) lub zmienng
losowq, ktora jest rowna zeru z prawdopodobienstwem rownym jedynce. Niech
X bedzie zmienng losowq o rozkladzie dwumianowym Bin(kN_, P). Z faktu,
ze suma niezaleznych zmiennych losowych o rozktadzie Bernoulliego z para-
metrem P jest zmienng losowq o rozkladzie dwumianowym, po zastosowaniu
rozumowania podobnego do tego z dowodu twierdzenia 5.4 z [32], wynika, Ze

Pr{X >b+k—1=)} <Pr{A} <Pr{A'},

gdzie A jest zdarzeniem, Ze procedura BFS konczy sie przed k-tym krokiem
lub \-ty wierzchotek zostat dodany do drzewa BFS przed k+ 1-wszym krokiem
oraz A’ jest zdarzeniem, Ze albo procedura BFS konczy sie w co najwyzej k—1
krokach lub istnieje ko < k takie, Ze po ko-tym kroku istnieje b nierozpatrzo-
nych wierzchotkow.

Teraz wykorzystamy powyzsze rozwazania, aby przyjrzec sie blizej pierw-
szym krokom procedury BFS. Ponizsze lematy beda méwié¢ o tym, ze proce-
dura BFS w G7¢4(V,m, d) albo koticzy si¢ szybko albo drzewo BFS szybko
sie rozrasta.

Lemat 8.7. Niech v € V, b > 0 bedzie dowolng ustalong stalg oraz n, m,
d bedq zdefiniowane jak w twierdzeniu 8.1(i). Jesli dla P_ i N_ zdefiniowa-
nych jak w (8.11) zachodzi P-N_/In N_ — C, wtedy z prawdopodobieristwem
1 — o(1/n) procedura BFS G’¢4(V,m,d) zaczynajgca od wierzchotka v albo
skonczy sie w co najwyzej [%J krokach albo istnieje 1 < ig < {%J + 1, takie,
ze
iy (V)] > 0.

Dowdd. Niech N_P_/InN_ = Cy, b=0(1), A= A=2b+ ||, k=|&]+1
i X ~ Bin(kN_, P_). W dodatku, skoro & — FJ < 1, mozemy ustali¢ staly
0<e<i 5 taka, ze [ J +1> 1+3€ . W dodatku mozemy ustali¢ dostatecznie

duze n, aby zachodzilo & > 1 — e. Dlatego dla dostatecznie duzych n

C

<{(17J+1>ON %( 143)>(1—-e)14+3e)=1+2—3?>1+e.
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Dlatego, dla dostatecznie duzych n,

Pr{X <A} — g (’“ZV) Pl Py
saerr (15 () () )
conrrn) (143 (1)) -
o (- ([2] 1)) BEL

<]\£+EO<(IDN )) 0(1>.

n

Dlatego z uwagi 8.1 z prawdopodobienistwem 1 — o(1/n) proces BFS kon-
czy sie w co najwyzej {%J krokach lub istnieje ky < {%J + 1 takie, ze po
ko-tym kroku mamy co najmniej 2b nierozpatrzonych wierzchotkow. Zatdz-

my, ze wierzchotek rozpatrywany w ko-tym kroku nalezy do zbioru I';(v).

Oczywiscie j < %J oraz wszystkie nierozpatrzone po tym kroku wierzchotki

naleza do I';(v) lub I'j44(v). Czyli
05 ()] + T (v)] = 20.
Dlatego istnieje 1 < g < {%J +1 (ig =7 lub ig = j + 1) takie, ze
T (v)] > 0.
O

Lemat 8.8. Niech v € V oraz n, m, d bedg zdefiniowane jak w twier-
dzeniu 8.1(ii). Jezeli dla P_ i N_ zdefiniowanych jak w (8.11) zachodzi
P.N_ — C > 1, to z prawdopodobienistwem 1 — o(1/n) procedura BFS
w G7°UV,m,d) zaczynajgca sie w wierzcholku v koﬁczy ste W co najwyze]

16C . .. . 16C .
mlnl\/ — 1 krokach lub istnieje 1 < 19 < mln N, takie,
ze

4C
Ii,w)> ——-—mIhN+1.
()l > o=

. : _ _ 16C Cp -

Dowod. Niech P_.N_ = CN, k = mln]\[ ib = \/7 12 InN =

€=k W dodatku niech X bedzie zdefiniowane jak w dowodzie lematu 8.7.

Dowdd jest analogiczny do dowodu lematu 8.7. Jedyna rzecz jaka musimy

udowodnié to to, ze z prawdopodobiefistwem o(1/n)

(C -1k
2

Wowezas z prawdopodobienistwem 1—o(1/n) procedura BES konczy sie szyb-
ko albo istnieje odpowiednie j takie, ze

0 ()] + [T (v)[ > 26+ 1.

(8.13) X<k—-14+2b+1=k—-1+ + 1.

81



Udowodnijmy, wiec (8.13). Zauwazmy, ze
EX =kN_P_ = Cyk.

Z nieréwnosci Chernoffa (3.1), dla dostatecznie duzych n

_ _ . 2
Pr{X<k+(Cl)k} < exp (—(QCN ¢-1) k:) <

2 8Cn
9(2Cy —C —1)2C (1)
< —= InN|=o0(—].
P ( 8 (C—_12Cy " °\n
Nierownosci wynikaja z tego, ze
1
k= 6C InN > LIHN

(VT -1DAC - 1) (eE
o 20y — C —1)2C
(C —12Cy

— 1.

8.5. Dowdd twierdzenia o dlugosci srednicy

Aby udowodni¢ gltéowne twierdzenie tego rozdzialu w poprzednich pod-
rozdziatach zebraliSmy wyniki pomocnicze, ktére teraz wykorzystamy:.

8.5.1. Wtasnosci G7°Y(V,m,d) na progu spéjnoéci

Z ponizszego lematu wynika oszacowanie dolne na Srednice sktadowej
o Q(n) wierzchotkach. Pokazemy, Ze istnieje k_ ~ Inn/Inlnn takie, ze asymp-
totycznie prawie na pewno dla dowolnego wierzchotka v istnieje zbiér o mocy
n—o(Nmaz ), sktadajacy sie z wierzchotkéw w odlegtosci wiekszej niz k_ od v.

Lemat 8.9. Niech d*n/(mlnn) = ¢, — c. Wtedy istnieje n1 = 0(Nmaz)
i k_ ~1Inn/Inlnn, takie, Ze w G'*(V, m,d)

Pr{VuevlNi_(v)] <mi} =1-o(1).
Dowéd. Zdefiniujmy P, jak w podrozdziale 8.2. Z (8.10) wynika, ze
Ny P =Cy Ny, i N{Py=Cy InN,,
gdzie

Cle dlad=0(1),

c dla d — oo.

N+:n’ C§V+—>C/: CICN+—>C:{

Niech

’

C
Ny =Sl Ny —In (44 2) —In gt

kiz

InCy, +Inln N,
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Oczywiscie k— ~ Inn/Inlnn. Z lematu 8.3 i (8.12) dla danego v € V z praw-
dopodobienstwem 1 — o(1/n) mamy

k_ C]/V
(8.14) Vi (0)] <1+)

= O,

(4 + é) (C’N+ In N+)i = 0(Nmaz)-

Zatem dla

k— ! .
m=1+Y M@+é)@mme

teza jest prawdziwa.

Ponizszy lemat daje oszacowanie gorne na Srednice sktadowej.

Lemat 8.10. Niech d°n/(mlnn) = ¢, — c. Wtedy asymptotycznie prawie
na pewno G4V, m,d) sklada si¢ ze sktadowych o rozmiarze co najwyzej

{%J , gdzie

o= {ddlc for d =0(1),

c for d — oo

oraz z co najwyzej jednej sktadowej G o rozmiarze Q(n/Inn). W dodatku
istnieje ky ~1Inn/Inlnn takie, Ze asymptotycznie prawie na pewno

diamG < k..

Dowéd. Niech ¢ > 0 bedzie dowolng stata i d’*n/(mInn) = ¢, — c. Zdefi-
niujmy P_ jak w podrozdziale 8.2. Z (8.11)

NP =Cy nN_, i N.P. =Cy_ InN_,
gdzie

d-1 _
N_ = n — nmax, C;\/' N Cl = ¢ 1 CN7 N C — d C dla: d O(]_),
- c dla d — oo.

Niech w dodatku

(5.15) - { (%) dad=o0();

= dla d — oo

Al
b=t — /=
C

Niech v € V. Z lematu 8.7 z prawdopodobienistwem 1 —o(1/n) v jest zawarte

i 0 bedzie takie, ze

w sktadowej o co najwyzej {%J wierzchotkach lub
(8.16) E|i0< Léj+1|rio(0)| > b + 1.

Niech V* bedzie zbiorem tych wierzchotkow z V), dla ktérych zachodzi (8.16).
Niech takze ig = ig(v) i b, = b dla kazdego v € V*. Z lematu 8.6 wiemy,
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ze jesli [T, (v)| = b + 1 (tzn. jesli v € V*), wtedy z prawdopodobienstwem
1—o0(1/n) dla co najmniej b;, wierzchotkéw z I';, (v) zachodzi |D*(-)| = d—1.
Niech

k

, IInN_ —InInN_ +1Inb—2Inbd 1
[ NEp

2 InlInN_ +1InCy_ C

Zauwazmy, ze k' ~ Inn/(2Inlnn), stad k' < k_ dla duzych n. Z powyzszych
rozwazan, lematu 8.9, (9.11) oraz z faktu, ze k' < k_, dla duzych n, z prawdo-
podobienstwem 1 — o(1/n), kolejne kroki procesu BFS moga by¢ przyblizone
procesem B_ z g; > by,. Z lematu 8.1, dla danego v € V* z prawdopodobieri-
stwem 1 — o(1/n)

()] > go > b(Cn. nN_)" " > A,

A:A(n)z,/bhva.

Pr {VUEV* Fk/(v)| = )\} =1- O(]_)

W dodatku wiemy, ze wynik zostal uzyskany z przyblizenia procesem ga-
tazkowym podgrafu drzewa BFS, w ktorym to podgrafie kazdy wierzchotek
dodaje d — 1 nowych elementéow do D(Vgrg). Dlatego

Pr {Yoev | DT (v)) \ DWNir1 (0))] > (d— DA} = 1 — o(1).

gdzie

Stad

Dla dowolnych dwéch wierzchotkéw v, v" € V* zdefiniujmy

B = B(v,v") = D(Ny—1(v) UNp_1(v));

A=A(w)= DT )\ D(Ny_1(v));

A = A) = D))\ DWiv-1(t))),
7, powyzszych rozwazan asymptotycznie prawie na pewno dla dowolnych
v,v € V*

|B| + |A| + |A] < 2dnmae, Al = (d—1)A, |A| > (d— 1)\
Z lematu 8.9
|V \ (Nk/(v> UNk’(UI)” Zn— 2nﬂ’um:~

Czyli z (8.5) i niezaleznosci wyboréw zbioréw wlasnosci, drzewa BFS o korze-
niach w v i v’ (v,v" € V*) polaczyly sie zanim zostaly rozpatrzone wierzchotki
w odlegtodci k' + 1 lub

Pr {Vuen\ o @uny, ) D(w) N A =0 Tub D(w) N A = 0} <
’ ’ n—2Nmaax
< (1 GG s ')) <

(")
A2(d—1)3dn mle‘i—lA‘ilA/‘) 2nimag
< exp <_(m|B|d+1)(de+3) (ijzBl) (1_ n ) <
2(4_1)\3
< oxp (~ MR (1 0 (s o diec) ) =

= exp(=3(1 +o(1)) Inn) = o (%),
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poniewaz
3
A=(1+o(M)y/ & (di1> hn -

Dlatego, asymptotycznie prawie na pewno wierzchotki z V* wchodza w sktad
jednej sktadowej sp6jnosci. Niech G bedzie podgrafem G7¢4(V, m, d) induko-
wanym na V*. Poniewaz asymptotycznie prawie na pewno dowolne v, v" € V*,
v i1’ sg polaczone $ciezka o dlugosci co najwyzej 2k’ + 2, wiec

(8.17) diamG < k4,

gdzie ky =2k +2 ~1Inn/Inlnn. O

8.5.2. Dowdd twierdzenia 8.1(i)

Dowdd twierdzenia 8.1(i). Niech G bedzie sktadowa spdjnosci zawierajaca
Q(n) wierzchotkéw w G74(V,m,d). Ograniczenie gorne na diugosé¢ $redni-
cy wynika z lematu 8.10. W dodatku z lematu 8.9 asymptotycznie prawie
na pewno dla dowolnego wierzchotka v ze sktadowej G istnieje 1 — 0(nmar)
wierzchotkéw w odlegtosci wiekszej niz k_ ~ In /Inlnn. Istnieje wiec (n)
wierzchotkéw w G w odlegloéci co najmniej k_ od v. To daje oszacowanie
dolne na dtugos¢ srednicy. O]

8.5.3. Wtasnosci G7°Y(V, m,d) na progu przejécia fazowego

Wyniki analogiczne do tych z lematéw 8.9 i 8.10 mozna uzyskaé¢ dla grafu
GV, m,d) przy d(d—1)/m ~cic > 1.

Lemat 8.11. Niech d(d — 1)n/m = ¢, — ¢ Wtedy istnieje ny = 0(Npmax)
i k_ < Inn, takie, ze w G7*(V,m,d)

Pr{VevlNi (0)| < mf =1~ o(1)

Dowdd. Zdefiniujmy P, N, i Cy, tak jak w podrozdziale 8.2. Niech

e — In N, — glnlnNJr
5 IIIC'NJr ’

Z lematu 8.4 i (9.11) dla danego v € V z prawdopodobienstwem 1 — o(1/n)

C;\M- -2 i 2k
On ! Cy, MmNy =0 (KCR, mN.) = 0(nmas).

k3

N ()] <1+

i=1

Powyzsze oszacowania wynikaja z tego, ze

b it = a2 (S - D)) 4o (S i) =

) phstl _q ”+ Rt 1\’
=X _— €T _— .
rz—1 r—1
O
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Lemat 8.12. Niech d(d —1)n/m = ¢, — ¢, wtedy asymptotycznie prawie na

pewno dla duzych n graf G7*1(V,m,d) sktada si¢ ze skladowych o co najwyzej

%mn wierzchotkach i co najwyzej jednej sktadowej o co najmniej

vnlnn wierzcholkach. Jesli G jest skladowg o Q(vnlnn) wierzcholkach, to

istnieje ki, ki < 1nn, takie, Ze asymptotycznie prawie na pewno
dlamG < k'+.

Dowdd. Niech ¢ > 0 bedzie stalg i d(d — 1)n/m = ¢, — c. Zdefiniujmy P-
i P, tak jak w podrozdziale 8.2. Z (8.10) i (8.11)

N, P, =Cy,, N_P =CYy ,

N+P+:CN+, N7P7:CN_7

dla Ny =n, N_ =n — Ny, 1 pewnych

d o dlad=0(1);
Oy, Cly = =d1° ’
N> UN- T {c dla d — oo,

CN+, ON_ —-C= c

Niech
b — C
2(v/C — 1)’
t = 16¢ In N_

(VC —1)2(C —1)

i
I1InN_ —InInN_+2In2—1nb 16C
ky= | = + InN_| +1.
=5 InCn. w [(\/6 “2c—1)

Niech v € V. Z lematu 8.8 z prawdopodobienstwem 1 —o(1/n) v jest zawarte
w sktadowej o co najwyzej t — 1 wierzchotkach lub

e,
——— In N + 1.
VC—12

Niech V* bedzie zbiorem wierzchotkéw z V), dla ktorych jest spelione (8.18).
Z lematu 8.6 wiemy, ze z prawdopodobienistwem 1 — o(1/n) co najmniej

(\/gfw In N wierzchotkéw z I'; (v) dodato d — 1 elementéw do D(Vpps).
Dlatego nastepne kroki mozemy ograniczy¢ z dotu przez kolejne kroki procesu

gatazkowego B_, w ktorym zachodzi g;, > ﬁ In N. Mozemy stosowac to

(8.18) Fig<t|Tip (V)] >

ograniczenie tak dtugo jak |[N(v)| < Nypee. Zdefiniujmy teraz zdarzenia

A() - Hiogtvi<i0|ri(v)| < 3\/N_ In N_ i |Fi0<1})_| > 3\/N_ lnN_;
B() — Eliogtvi<i0|f‘i(v)| < 3\/N_ In N_
4C
i——In N (v) | <3yN_InN_.
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Dla danej wartosci io oraz ¢ > 0 zdefiniujmy zdarzenia

Ai - |I‘,-+z-0(v)| > 3\/N, ll’lN,;
B — |Tiyig(v)] < 3y/NoInN_ i [Tigiy(v)7] > bigsy Oy In N,

gdzie b; jest zdefiniowane jak w lemacie 8.21 I';(v)~ jest zbiorem tych wierz-
chotkéw z I';(v), ktére dodaty d — 1 elementéw do D(Vppg). Dlatego, jesli
v eV to

1
Pr{AoUBy} >1—p dla pewnego p=o () )
n
Zauwazmy, ze dla j = O(Inn) zdarzenie ()_, B; implikuje
Divin(0) | > by Cl N i Wiia0)] = O (nnv/aTin) = ofim)

Dlatego kolejne kroki procedury BFS mozna ograniczy¢ z dotu przez B_
z g; 2 bji,C . Zatem z lematu 8.2

1
N

Pr {A]‘+1 U Bj+1

J
ﬂBZ} 1—¢q dlag=

=10

| m\u

Dla danego iy < ¢, niech k bedzie najmniejszym indeksem takim, ze zachodzi
bCh In N_ > 3/N_InN_. Oczywiscie k < kg i N B; = 0, dlatego
z lematu 3.8, poniewaz A; i B; sa roztaczne,

1
Pr {Eligk4|11i(v)| > 3/ N_ lnN_} > (1-p)(1—q@)" > 1—p—hkyg=1-0 <n> :

Dla danego wierzchotka v € V* niech k(v) bedzie najmniejszym indeksem

takim, ze
Liwy(v)] = 3y/N_InN_.

Z powyzszych rozwazan wynika, ze z prawdopodobienstwem 1 — o(1/n) za-
chodzi k(v) < k4. Dlatego z lematu 8.5 i ograniczenia z dotu przez proces

gatazkowy B_
Wiy (0)] = O(kgy/ N 10 N_) = 010

W dodatku, z lematu 8.6 z prawdopodobienstwem 1 — o(1/n) co najmniej
%3\/]\[_ In N_ wierzchotkéw z I'y,)(v) dodaje co najmniej d — 1 elementéw
do D(Vgrs), dlatego z prawdopodobienstwem 1 — o(1/n)

[D(Tuy (0)) \ DWiagyo1 (0))] > 2(d — 1)/ N_In N_,

Dla dowolnych dwéch wierzchotkéw v, v" € V*, niech

B(v,v") = D(Niw)-1(v) U Niy-1(v));

7 (
A(v) = D) (v ))\D(Nk )-1(v));
A’ = A’(v’) DTy (v) \ DNy -1 (v')
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Wtedy asymptotycznie prawie na pewno dla wszystkich par v,v" € V*
Bl + 1A + [A'] < 2dnimar, Al > (d—1)A, A > (d - 1A,
gdzie A = 2y/N_In N_. W dodatku
[V A\ (N, (v) UN, (0))] 2 10— 2005

Dlatego z (8.5), drzewa BF'S o korzeniach w v i v potaczyty sie zanim zostaly
rozpatrzone wierzchotki w odlegtosdci k(v) i k(v') lub

Pr {vaV\(Nkz (U)UNkQ(v))D(w) NA= @ or D(w) N A/ — @} <
o (1o DY
) () -
< exp (_)\Q(d— 1) d*(d — 1)*n? <1 0 <nmm N dnm>>> _

dn m2 n m
d—1 1
= exp <—4 (14 o(1)) lnn> =0 () ;

n2
poniewaz

M= (1+o(1)dnlnn i ¢>1.

Dlatego asymptotycznie prawie na pewno dowolne dwa wierzchotki z V* sa
potaczone Sciezka dhugosci co najwyzej 2k4 + 2. Stad, jesli G jest sktadowa
spojnosci indukowang na V*

(8.19) diamG < 2k + 2.
To konczy dowdd, gdyz 2ks + 2 < Inn. m

8.5.4. Dowdd twierdzenia 8.1(ii)

Dowdd twierdzenia 8.1(ii). Niech G bedzie sktadowa spdjnosci zawierajaca
Q(n) wierzchotkéw w G7¢4(V m, d). Jak w dowodzie twierdzenia 8.1(i) ogra-
niczenie gorne i dolne na dhugosé érednicy wynikaja z lematéow 8.1218.11. [



9. Wierzcholki izolowane

W grafach losowych zagadnienie spojnosci jest $cisle zwiazane z zagad-
nieniem istnienia wierzchotka izolowanego. Czesto funkcje progowe dla obu
wlasnosci sie pokrywaja. Dlatego pierwszym krokiem w kierunku zbadania
spojnosé grafu G4(V, m, Py)) i okreslenia funkcji progowej dla tej wlasnosci
jest badanie rozktadu liczby wierzchotkéw izolowanych. Wyniki w tym roz-
dziale sg uogélnieniem wyniku dotyczacego liczby wierzchotkow izolowanych
w G7°4(V, m, d) udowodnionego przez Godeharda i Jaworskiego w [26].

9.1. Twierdzenie o liczbie wierzchotkéw izolowanych

Przypomnijmy, ze w losowym grafie przecie¢ G4(V, m, Pm)) przez D(v)
oznaczamy zbior wlasnosci wierzchotka v € V oraz Z,, = |D(v)| jest zmienng
losowa o rozkladzie P,). Zatézmy, ze s > 1. Zauwazmy, ze jesli [D(v)| < s,
to wierzchotek v jest izolowany w G4(V,m, Pyy). W dodatku liczba wierz-
chotkéw w G4(V,m,Puny) takich, ze |[D(v)| < s ma rozklad dwumiano-
wy Bin(n,q), gdzie ¢ = Pr{Z, < s}. W zwiazku z tym, ze chcemy wy-
kluczy¢ istnienie takich wierzchotkéw izolowanych bedziemy zaktadac¢, ze
Pr{Z,>s}=1

Twierdzenie 9.1. Niech Z, bedzie zmienng losowq o rozkladzie Py,
Pr{Z, > s} =1,
n(d,)3
slms®
dla pewnej stalej ¢ > 0,

=Inn+c,, Cn — C

(Zn)s - (dn>3
(dn)sw(n)

gdzie A, jest zbieina wedtug rozktadu do A oraz A, i A majg wartosci w skon-
czonych zbiorach o tym samym rozmiarze.

(i) Jezeli w(n) = o(iX), to w Gs(V,m, Pyny) liczba wierzchotkdéw izolo-
wanych dgzy wedtug rozktadu do zmiennej losowej o rozktadzie Poissona
Po(\) z parametrem \ = e¢.

(it) Jezeli w(n) = o=, to w Gs(V,m, Pyy) liczba wierzchotkéw izolowa-
nych dgzy wedlug rozktadu do zmiennej losowej o rozkladzie Poissona
Po(\) z parametrem \ = e < EAE(e %),

(i11) Jezeli w(n)lnn — oo, E(A,) = 0 ¢ A ma co najmniej dwie warto-
§ci, to asymptotycznie prawie na pewno G(V, m, Pun)) ma nieskoriczenie
wiele wierzchotkow izolowanych

= An?

Dowdéd zostat podzielony na kilka czesci. W podrozdziale 9.2 udowodni-
my pomocnicze lematy i fakty. W podrozdziale 9.3 podamy dowdd gtéwnego
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twierdzenia wykorzystujacy wyniki z podrozdziatu 9.2. Natomiast w podroz-
dziale 9.4 pokazemy i udowodnimy wnioski z niego wynikajace i inne twier-
dzenie dotyczace liczby wierzchotkéw izolowanych, ktérego dowdd przebiega
podobnie do dowodu twierdzenia 9.1.

9.2. Wyniki pomocnicze

Dowody w tym podrozdziale beda dotyczy¢ losowego grafu G(V, m, P(m))
w przestrzeni warunkowej z danymi mocami zbioréw D(v;). W zwiazku z tym
podamy pomocnicza definicje.

Definicja 9.1. Niech V = {vy,...,v,} i W = {wi,..., W} oraz niech
s = 1 bedzie stalg liczbg catkowitqg. Dla danego ciggu wektorow liczb natu-

ralnych d = d(n) = (dy(n),ds(n),...,d,(n)), niech D(vy),..., D(v,) bedzie
rodzing podzbioréw zbioru W takq, Ze dla kazdego 1 < i < mn, D(v;) jest wy-
brany w sposob jednostajny sposrod d;—elementowych podzbiorow zbioru W,
tzn. dla danego d;—elementowego podzbioru A C W

Pr(D(v;) = A) = (Z:>_ .

Losowym grafem przecie¢ o danych mocach zbioréw wtasnosci

G,(V,m,d) nazywamy graf o zbiorze wierzchotkéw V i zbiorze krawedzi
E = {{vi,v;} : [D(vi) N D(v;)| > s}.

Oczywiscie

(9.1) Pr {GS(V,m,E) = G} =
= Pr{G(V.m, Pim) = G | (ID(v1)],...., | D(va)]) = d}.

Dodatkowo oznaczmy przez A;; zdarzenie, ze wierzchotki v; i v; sa pota-
czone krawedzia w G4(V, m, d). Z definicji wynika, ze d; = d;(n) jest liczba
wlasnosci wierzchotka v; w grafie G,(V, m,d) (1 <i < n). W dalszych roz-
wazaniach bedziemy zaktadac, ze s < d;, gdyz wierzchotki z mniejszg liczba
wlasnosci sa zawsze izolowane. Niech A = A(n) = max{|D(v)| : v € V} be-
dzie maksymalng moca zbioru wtasnosci wierzchotkéw. Bedziemy zaktadac,
ze A?/m — 0. Takze O(-) i o(-) beda jednostajnie ograniczone wzgledem
wszystkich mozliwych wektoréw d takich, ze max{d; : 1 <i<n} <A

Dla tak okreslonego d i G4(V, m,d) z lematu 3.6

(02)  Pr{A,}— w (1 +0 (f)) _0 (f) ~0 (f) |

9.2.1. Podzbiory wierzchotkéw izolowanych

Dla danej statej k chcemy oszacowaé prawdopodobienstwo, ze wierzchotki
V1, V2, Vs, . .. Uy 83 izolowane w G(V, m,d). Najpierw, dla danego d, oszacu-
jemy prawdopodobienstwo, ze zadne dwa wierzchotki ze zbioru {v,..., v}
nie sg potaczone krawedzia.
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Fakt 9.1. W G,(V,m,d)

Pr{ﬂlgi o Agj} —1- (1 L0 (kjf)) S Pr{4,}).

1<i <j<k

Dowdd. Zauwazmy, ze dla parami roéznych indeksoéw ii,1s,1%3,%4 zdarzenia
A i, 1 A, sa niezalezne. Tak samo niezalezne sa A; ., 1 A;,i,. Dlatego

1
Pr {Ulgi <j<k AU} > Z Pr{A;} — 9 Z Pr{A;j, N Aij} =

1<i <j<k 1<ii <1<k
1<is<jos<k
(41,51)#(42,52)

1

= Y Pr{Ay} —3 > Pr{A;;} Pr{A;,;} >
1<i <j<k 1<ir <<k
1<io<jo<k
(41,51)#(32,52)

1
> ( ) Pf{Az’j}) (1 -5 X Pf{Aij})
1<i <j<k 1<i <j<k

oraz

Pr {Ulgi <j<k Ai]} < Z Pr{A;}.

1< <j<k

Z (92) Zlgz <j<k PI"{AU} - O(/{ZQAQS/mS) - O<k2A2/m)7 WIQC

Pr {m1<¢ <j<k Agj} =1-Pr {U1<z‘ <j<k Afj} =
272

1<i <j<k
m

W nastepnym fakcie oszacujemy prawdopodobienstwo, ze v, ..., vy sa
izolowane w G4(V, m,d) pod warunkiem, ze vy, ...,v; nie sa miedzy soba

potaczone krawedziami.

Fakt 9.2. W G,(V,m,d)

4
Pr { ﬂk<j§n ﬂlgi <k Aij

ﬂlgi <i'<k A’?"/} -
~1I,.... (1 — (1+O0(kA?/m)) > Pr{Au}> :

i=1
Dowdd. Niech D bedzie rodzina wszystkich ciagéw zbioréw (z powtodrzenia-
mi) {D(vy),..., D(vg)}, dla ktérych zachodzi: |D(v;)| = d;, D(v;) € W oraz
|D(v;) N D(v;)| < s —1 dla kazdych 1 < 4,5 < k. Dla danego ciagu D € D

oznaczmy

Prp{-} = Pr{-|D = {D(vy),..., D(vg)}}.
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Oszacujemy warto$¢ Prp{N;<;<x A45;} Dla danego k < j <n

1

k
Prp {Ulgigk Aij} > Prp{Ay} —5 Y Pro{di;nAg)
=1

1<ii #ie<k
oraz

Prp{A4;;} = Pr{A;}.

Niech B;;(t) bedzie zdarzeniem, ze zbiory D(v;), D(v;) przecinaja si¢ na do-
ktadnie t wierzchotkach (t < s — 1). Wéwezas

diy ) (diy—t) (m—s—1
Pr{Ailj N Ai2j|Bz’1i2 (t)} < ( 5 >< 1(m))(d351) <
dj

(dil)sdig (m — 5= 1)dj—5—1 d]'

Sl (m)a, (d;—s—1)!
_ dz’g(d;'l— s) (dz';)!;gj)s (1 Lo (f)) <
(10 (5)

A A

Stad
Prp{Ai ; N Ay} =

= Sil Pr{Ailj n Ai2j|Bi1i2 (t)} PrD{Bhiz (t)} =0 <A2> Pr{Ailj}

t=0 m

oraz O(-) jest jednostajnie ograniczone dla wszystkich wartosci . Zatem

k
> Pr{Ay} > Pro{Uicick 4ij} >
i=1

k
1
> Z PI‘{AU} — 5 Z PrD{Ailj N Aizj} >
i=1 1<y #ia<k
k k;A2
> ZPr{AU}> (1 +0 ()) .
i=1 m

To oznacza, ze

kA2 k
1

m i

Oczywiscie Nygi<ir<k A5 = Upep{D = {D(v1), ..., D(vx)}}. W dodatku dla
danego {D(v1), ..., D(vi)} zdarzenia N;¢;i, A s Mi<ick Ajj, sa niezalez-
ne dla ji,..., 75 > k, zatem

C
i1t
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Pr{ mk<j<n mléiék Aij ﬂlsi <i'<k Afi’} -
=> Pmp { ﬂk<j§n ﬂ1@<k Agj}'
DED
Pr {]D — (D(v),.... D(vk)}‘ Nies s Ag@.,} _
= Hk<j<n Prp { ﬂ1<i<k Afj}'
DeD
Pr {]D — {D(w),... ,D(vk)}’ Nics e Afi,} _

=> Hk<]<n <1 — (14 O(kA?/m)) ZPr{Aij}> :

DeD i=1

. Pr {]D) ={D(v),..., D(Uk)}‘ m1<z‘ <i'<k A%/} -

=1L, (1 — (14 O(kA*/m)) i Pf{Az‘ﬁ) :

i=1

9.2.2. Wierzcholki izolowane w G, (V,m,d)

Fakt 9.3. Niech k bedzie stalg oraz I = {iy,...,ix} C{1,...,n} = [n] bedzie
podzbiorem indekséw. Prawdopodobieristwo, ze wierzcholki {viy, ... v, } sa
izolowane w Gs(V, m,d) jest réwne

Pr {mi,i’el Ay N ﬂje[n]\l mie[ Agj} -

oo (0 (E)) Ly (- et (150 (2)).

Dowdd. 7 faktéw 9.1 i 9.2 wynika, ze dla danych dy,...,d,, prawdopodo-
bienstwo, ze wierzchotki vy, ..., v, sa izolowane jest rowne

c c —
Pr {ﬂlgi <i'<k Ay N ﬂk<j<n mlgigk Aij} -

=br {mk<j<n ﬂléiék A ﬂl@' <i'<k AZ’} Pr {mlgi <i'<k Afi’} -
EA? k
- (Hk<j<n (1 - (1 +0 ( m >> > Pf{Aiﬁ)) :

. (1 — <1+O (kj:Q)) > Pr{Au"}) :

Jezeli dodatkowo zatozymy, ze k jest stata oraz skorzystamy z (9.2), to otrzy-
mujemy, ze

C Cc _
Pr {nlgi <i'<k Ay N ﬂk<j§n m1gigk Aij} -

oo (-0 () Lo (-3 et (140 (2)).
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Analogiczny wynik mozna uzyskaé¢ dla dowolnego k—elementowego podzbioru
zbioru indeksow — wystarczy tylko przenumerowaé wierzchotki. O]

Fakt 9.4. Niech k > 0 bedzie stalg calkowitq, A* = (A(n))* = O (Lln”)

oraz I = {i1,...,ix} C {1,...,n} = [n] bedzie podzbiorem indeksow. Dla
dowolnego d takiego, Ze max{d; : 1 <i<n} <A,

Pr {ﬂ ver A O s i 45 } -
= exp (o( exp( Z]e Zlel d) >,

slms

gdzie o(1) jest jednostajnie ograniczone dla wszystkich wektoréw d takich, ze
max{d; : 1 <i<n} <A.

Dowadd. Najpierw zauwazmy, ze skoro

to

(di)s(dj)s < AQS —0 Inn . AQ 0( 1
slms slms

Natomiast z (9.2)

Prian) =057,

czyli z faktu 9.3 1 (9.2) mamy

Pr{n ver A O e Nier 45 } -
- (O @j)) [Lepp e ( 2ies Prids} <1 o (f)» -
= exp (o(1)) [Ty, oxP (—0 (i) > s Pr{Azj}> :
FXP <_ 2 et 2ier P11 }) -
oo 0(n 22 2))
(B T S (0 (57)) -

=exp (o(1)) exp ( Zje[n] Zze[ (), — 4

s'ms

) AQS AQ _
+ Z]EI Zlel S‘ms + O n- W ’ E -
s(d;
= exp (o1 exp( ZJE ZZEI i)s ) )

s‘ms
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Lemat 9.1. Niech M bedzie stalg calkowitq, 6(n) ciggiem liczb dodatnich,
I C [n] skonczonym podzbiorem indekséw, B = (Bi(n),...,Bu(n)) € R™
oraz p = (p1(n),...,pm(n)) € [0,1]" beda ciggami wektoréw. Jezeli wektor
d={dy,...,d,} jest taki, ze d; € {B1(n),...,Bax(n)} dla kazdego 1 <i < n,
By(n)* = 0( ) Y= (i€ [0+ di = Bin)}, k| = Vi 1| oraz
pi(n)n(l — hm) < VI < pi(n)n(1 + 5(713) dla kazdego 1 <1< M, to

Pr {ni,i/e[ A 0 mje[n]\[ mie[ Afy} =
= exp o) + Ot exp (- 51, ke 300 )"0 )

slms

Dowdd. Ustalmy wartosci A = max{f1(n),...,Bu(n)} oraz k, = |V, N I|.
Skoro A* = O (mfl“”) , to S(!i); = O(™2). Dla I, takiego, ze |I| = k jest
stata, z faktu 9.4 wynika, ze

Pr {ﬂi,i’el A 0 ﬂjg[n]\[ ﬂiel Az?j} =
= exp (o(1)) exp ( Z]E[n ZlEI slms) > =
=exp (0 exp< lezl/ V) |k 51)( >>:
=exp (o(1) + O(d(n))) exp (— Zj\il Ky lel( ) A 0 )s n(5)s(Br)s )

slms
O

Niech Y (d) = Y (d,n) bedzie zmienng losowg liczaca wierzchotki izolowa-
ne w G5(V, m,d). Wtedy

1 jesli v; jest
03 Y@ =SL gdrie T—{ olovany wGi(V,m,d)

=1 0 jesli v; nie jest

izolowany w G,(V, m, d).

=K Y E@-...-T,)=H Z Pr{ﬂiyi,E[Afi/ﬂﬂje[n}\l ﬂl_eIAgj}.

III k

Przyjmijmy oznaczenia z lematu 9.1. Niech N(n) = (Ny(n),..., Ny(n))
bedzie rodzing wektorow liczb catkowitych nieujemnych. Bedziemy mowié, ze
d realizuje N(n) (oznaczymy to przez d<N(n)) jesli dla d mamy V| = N;(n)
dla kazdego 1 < | < M. Zauwazmy, ze dla d< N(n) i d’ < N(n), skoro d i d’
roznig sie jedynie kolejnoscig sktadowych, wiec

(9:4) E(Y(d)x = EY(d)e = E(Y(dw))k,
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gdzie dy jest takie, ze dla kazdego (Ny +...+ N;) — Ny <i < (N1 +...+N;)
i1<1< M zachodz d; = i(n) .

Lemat 9.2. Niech M bedzie stalg, §(n) bedzie ciggiem liczb dodatnich dg-
zagcym do 0, B = (61(”’)7 s 75M(n)) eER"ip= (pl(TL)? S 7pM<n)) S [07 1]n
bedg ciggami wektoréw. Zalézmy dodatkowo, Ze ciggi p1(n),...,pu(n) sq
ograniczone z dotu przez pewnq statqg dodatnig. Majgc dany wektor liczb
N(n) = (Ny(n),...,Na(n)) taki, ze

Vicisu pi(n)n ( - m> < Ni(n) < pi(n)n <1 + ig?:l)) ,
(9.5) "
oraz Z:Nl(n) =n,
mamy
E(Y (dn))x = exp (o(1) + O(8(n))) (A(p(n), B(n)))",
gdzie

A, () =
=y (= 0, (™ PR ) i o).

slms

Dowadd. Najpierw zauwazmy, ze poniewaz N; — oo, to dla dowolnej stalej
k€ N,

ﬁ <(Nl)/€z N

N <np,>kz> — exp(o(1) + o(3(n))).

=1

gdzie exp(o(1) + 0(d(n))) jest jednostajnie ograniczone wzgledem wszystkich
wyborow k; < k. Z lematu 9.1 otrzymujemy wiec

E(Y(dn))e =
M
=kl Y I1 (N“J)
ki,..., kyr =0 lo=1 klO
1+ k=

: (exp (o(1) + O(6(n))) exp <_ Zf:l ki, Zlﬂj:l Prz (n)W)) -

— 1) +0(8 (k)
exp (o(1) (6(n))) kh“%{w T (k)
ki4...+kyp=Fk

' (ﬁ (i (n))’%) exp <_ Z;\; ki, Z?jzl (pzz (n)”(ﬁll)sw‘*))

slms
=1
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—exp (o(1) + O(8(n)))

> k!
k1y..sy k]y[ >0 H{(]w:l (klo)'
ki+..4ky=k

. exp <_ Zf‘; ki, (Zle (pzz(n)Mﬁll)s(ﬁlz)S> - ln(npzl(n))>> -

slms
—exp (ol1) + O(3(n)))

Z k!
k1,..ey k]w}O Hfow:1<kl0)'
ki+..+ky=k

L (o (350 (™0 o, o))" =

slms
=exp (o(1) + O(6(n))) -

- (Z?f_l exp (— > (ph <n>7m(@”s) S in(np, <n>>>)k ,

slms

skad wynika teza lematu. [

9.3. Dowdd twierdzenia o liczbie wierzchotkow
izolowanych

Zatozmy, ze Py jest takie, ze Z, € {fi(n),...,Bu(n)} z prawdopodo-
bienstwem réwnym 1. Dodatkowo ustalmy p;(n) = Pr{Z, = pf(n)},
p=A{pi(n),...,pm(n)} i zalézmy, ze w ciagach (p;(n))nen Wszystkie wyrazy
sg wigksze od pewnej statej dodatniej. Niech N = (Ny, ..., Ny,) bedzie wek-
torem losowym, takim ze N; = [{i € [n] : |D(v;)| = Bi(n)}|, dla 1 <1 < M.
Jezeli 6(n) — 0 jest takie, ze /™2 = o(d(n)), to z nieréwnosci Chernoffa
((3.1) 1 (3.2)) asymptotycznie prawie na pewno:

(9-6) pi(n)n (1 ~ 5(”)> <N < pi(n)n <1 4 W)

lnn Inn

dla kazdego 1 < I < M. Niech By, bedzie zbiorem wektoréw N takich, ze
spetniona jest zaleznosé (9.5).

Analogicznie jak w (9.3) mozemy zdefiniowaé¢ Y jako zmienna losowa
liczaca wierzcholki izolowane w G4(V, m, Pun))

Y = Z“HZ ,gdzie q]]z =

{1 jesli v; jest izolowany w G4(V, m, Pun))
i=1

0 jesli v; nie jest izolowany w Gs(V,m, Puy))
Z (9.1) wynika, ze
E(Y(d))r =E((Y)e [ (ID(v1),- .. [D(v)]) = d).
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Zatem z (9.6), (9.4) i lematu 9.2 otrzymujemy, ze

k—ZE wWPr{(Z1,...,Z,) =d} =

N \daN

— Y E(Y(dy)Pr{N=N}+

N€EBj(n) N¢Bs(n

= exp(o(1))(A(p, B))" + o(1).

:Z(ZE Pr{(Zl,...,Zn):d}) _
E(Y

Ostatecznie wiec
(9.7) E(Y), ~ (A(p, B))".

Niech

dla w(n) > 01 A, dazacej wedtug rozktadu do A.

Zatézmy, ze dla kazdego m zmienne A, i A maja wartosci w zbiorach
skonczonych {a;i(n),...,apn(n)} € Ri{a,..., o)} € R, odpowiednio (czyli
Pr{A = o} > 0 dla kazdego 1 <1 < M). Niech (5,(n))s = (d,)s(qqw(n) + 1)
dla kazdego 1 < | < M. W zwiazku z tym ze zbieznosci wedtug rozktadu
(jesli ustalimy indeksy tak, ze oy(n) < agi(n) i o < o, dla kazdego 1)
mamy p;(n) — Pr{A = o]}, (p/(n)) dla duzych n sa wieksze od pewnej statej
dodatniej, o;(n) — o), EA,, — EA i Eexp(—A,) — Eexp(—A).

Zalozmy, ze w(n) = &= oraz C,, = O(lnn). Skoro "S(!dirgzz Inn + ¢,
(Zy)s = (dn)s(Apw(n) + 1), wiec takze (A)? = O((d,)?) = O(2™). Czyli
zalozenia lematu 9.2 sa spelnione a wyrazenie z jego tezy jest postaci

— = M

Ap(n), B(n)) = >, _ pu(n)exp (B(l1)),

gdzie
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B(lh) = - Zf\; (m(@m) +lnn=

slms
=— Z;\jzl <p12 (n)ns('cing (aqw(n) + 1) (aw(n) + 1)) +lnn =
n;!ci?;zs (ayw(n) +1) Zl]‘jzl (pr,(n)(aguw(n) + 1)) +1Inn =
(98)  =—(Inn+c,) (wn)ay, +1) (Wn)E(A,) + 1) +Inn =
=—(Inn+c) (%H) (CWA")H) +lnn =

lnn

200 E(A
- C”O‘{nn(”) — Chau, — CuE(A)

B cnC?a, E(A,)  ¢,.Chay,  c,CLE(A,)

In?n Inn Inn "

Punkty (i), (i7) i (iii) twierdzenia odpowiadaja trzem przypadkom:
(i) Cn=o0(1)

czyli
Alp(n). B(n)) = 320" piy () exp (o(1) — e) = (1+ 0(1)) exp(—c,):
(ii) C, =1
B(h) = o(1) — ay, — EA, — ¢y,
czyli

—— = M

A(p(n), B(n)) =>_, _ pu(n)exp (o(1) — ay, — EA, — ) =
= (14 0(1)) exp(—c, — EA,)E(exp(—A,));

(iii) C,, — oo, EA =01 A ma co najmniej dwie wartosci
dla kazdego a; < 0

a dla kazdego a; > 0

wiec

A(p(n), 8(n)) — oo.

Zatem twierdzenie 9.1(i) i (ii) wynika z powyzszych wyliczen, (9.7) i metody
momentéw (twierdzenie 3.2). Natomiast twierdzenie 9.1(iii) jest wnioskiem
z (9.7), dla k = 11 2, oraz z metody drugiego momentu (lemat 3.5).
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9.4. Whnioski z twierdzenia o liczbie wierzchotkow
izolowanych

9.4.1. Jednostajny losowy graf przecieé
Whniosek 9.1. Jezel:

dn)?
(9.9) rdn); =lnn+e, i ¢ — e,
slms

to liczba wierzchotkéw izolowanych w GB™(V, m,p) deszy wedtug rozktiadu do
zmiennej losowej o rozktadzie Poissona Po(e™°).

Dowdd. Wystarczy podstawi¢ Pr{A, = 0} = 1 oraz ciag w(n), dla ktérego
w(n) = o(1/Inn). Wtedy wniosek wynika bezposrednio z twierdzenia 9.1. [

9.4.2. Dwumianowy losowy graf przeciec¢
Whiosek 9.2. Jeielim =n’ dla § > 1/s oraz

n(|mp))3
slms

(9.10)

=lnn+c¢, 7 ¢, —c,

to liczba wierzchotkéw izolowanych w grafie GB™(V,m,p) dezy wedlug roz-
ktadu do zmiennej losowej o rozkladzie Poissona Po(e™°).

Dowad. 7 (9.10)
s slmslnn
mp ~ —
V n

czyli, dlam = n’ i § > 1/s, zaréwno d, jak i d_ zdefiniowane jak w lema-
cie 4.3 spelniaja (9.9). Zatem wniosek wynika z lematu 4.3. O

9.4.3. Nieskonczona liczba typow

Whniosek 9.3. Niech

2
nldn); =lnn+e¢, i ¢,—c
s'ms
dla statej c i
7V
(Zu)e=d). _,
(dn)sw(n)

gdzie zmienna losowa A, dgzy wedtug rozktadu do A,
EA, — EA Eexp(—A,) — Eexp(—A)

i A ma rozklad prawdopodobienstwa o ograniczonym nosniku (ang. bounded

support).
(i) Jesliw(n) = o(1), to liczba wierzcholkdw izolowanych w G4(V, m, Pyn))
dqzy do rozkladu Poissona Po(\) z parametrem A\ = e
(it) Jesli w(n) = =, to liczba wierzchotkéw izolowanych w G5(V, m, Pn))

Inn’

dazy wedtug rozktadu do rozktadu Poissona Po()\) z A = e ¢ EAE(e™#).

—C
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Dowod. Niech
n(dn>§

slms

=Ilnn+e¢, oraz c, —c

dla statej c i

=A,.
(dn)sw(n)
Dodatkowo zatézmy, ze
Cn D
w(n) = ma An - Av EAn - ]EA, EeXp(—An) — Eexp(—A)

i A na rozklad P, gdzie P jest rozkltadem o ograniczonym nosniku. Ustalmy
e > 01 M. Wybierzmy

A=y <y <...<yy=~47Ay

takie, ze

P((A_;AN)) =1, P{y}) =0 dla kazdego 1 <i < M

£/2 < |yis1 —yi| < e dla kazdego 1 <i < M — 1.
Mozna zdefiniowaé¢ dwie rodziny rozktadow 75; , P 75;[ , P*, dla ktérych:

P ({yi}) = Pr{A, € (i yiral}, P~ ({wi}) = Pr{A € (yi; yisa]},

P ({yir}) = Prif, € (ysyin]}, PT({gin}) = Pr{A € (v yin]},

dla kazdego 0 < i < M — 1. Zdefiniujmy A A~ AT oraz AT jako zmienne
losowe z rozktadami 75; ,75*,75;r i Pt odpowiednio. Mozna zatem skonstru-
owaé dwa losowe grafy przecie¢ G5(V,m, P,,)) 1 Gs(V,m, P(J;n)), dla ktérych,
podobnie jak to zostalo zrobione w dowodzie lematu 4.1, mozna skonstruowac
coupling, w ktorym

Go(V.m, P, € Go(V.m, Piny) € Go(V,m, PL).

Oznaczmy przez Y, ,Y,,, Y. " zmienne losowe okreslajace liczbe wierzchotkéw

izolowanych w G5 (V,m, P,)), Gs(V,m, Pim)), Gs(V, m, 73;7“”)), odpowiednio.
7 couplingu i z tego, ze posiadanie co najwyzej x wierzchotkéw izolowanych
jest wlasnoscia malejaca, wynika, ze

(9.11) Pr{Y,) <z} <Pr{¥, <z} <Pr{Y¥, <z}

dla kazdego n oraz x € R. Mamy do rozpatrzenia dwa przypadki:
(i) C = o(1)
Z twierdzenia 9.1 Y,;F 1Y, daza wedlug rozktadu do rozktadu Poissona
z parametrem \ = e~ ¢, czyli z (9.11) Y, dazy wedtug rozktadu do rozktadu

Poissona z parametrem A\ = e~ ¢,
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(i) C, =1
Oznaczmy:
A= e CBATE(eAT) ) = ¢ BAE(eA) A = efcf]EA+E(efA+).
Zauwazmy, ze dla dowolnego n:
EAT — e <EA, <EA',
Eexp(—A) <Eexp(—A,) < exp(e)Eexp(—A})

EA- <EA, <EA +e,
exp(—¢e)Eexp(—A,) < Eexp(—A,) < Eexp(—A,).

Stad ze zbieznosci wartosci oczekiwanych:

AT <A <exp(2e)AT,
exp(—2e)A” < A< AT,

oraz

e EAL AT, er<e
< <

Z twierdzenia 9.1 Y7 1Y~ daza wedtug rozktad6w do zmiennych losowych
o rozktadzie Poissona z parametrami A™ and A\~, odpowiednio. Zatem
z (9.11), dla kazdego k € Z i « € (k;k + 1), majac dane ¢ > 0, dla
dostatecznie duzego n mamy
k i ko (\+)i
—2ke ()‘) Y O‘ ) -2t
(& 2[:) 76 —
<Pr{Y < } Pr{Y, < z}
(A7)

<
2ke Z —A

+e<e
z:O a i=0
Biorac ¢ — 0 otrzymujemy zbieznos¢ dystrybuanty zmiennych losowych
Y,, do dystrybuanty zmiennej losowej o rozkltadzie Poissona Po(\)).
m

9.4.4. Skonczona liczba typow

Twierdzenie 9.2. Niech d bedzie stalg i L C N bedzie skoriczonym zbiorem,
takim, ze min{l : | € L} > s imax{l : | € L} = d. Zalézmy, Ze rozklad
Py = (Po, Pr,..., Py) jest taki, ze P(n) = 0 dla wszystkich | ¢ L oraz

W)s
P(n) ~ n @ dig wszystkich | € L. Jezeli

| n(d)

=\ T dlac, —c
" sl(lnn + ¢,) @ C

to liczba wierzchotkow izolowanych w G4(V,m,Puyy) deiy wedtug rozktadu
Ws
do rozkladu Poissona Po(\) z parametrem A = >y, oS
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Dowéd. Podstawmy w dowodzie twierdzenia 9.1 d,, = d, oy = ((Cll))s

w(n) = 1. W tym przypadku Pr{A, = o} = B(n), 5, = i EA, g)ns)g 1

W tym przypadku zatézmy jednak, ze (P,(n))nen dlal € L nie sa ograniczone

— 1 oraz

W) _
z dotu przez pewna liczbe dodatnia, lecz Py(n) ~ n(@s ' Na przykltad mozna
podstawi¢ dla L = {s,s +1,...,d}

E— 1(n), dla s <l<d.

Mimo, ze pominiemy zalozenia o ograniczonosci z dotu, wszystkie prze-
ksztatcenia z dowodu twierdzenia 9.1 mozemy powtorzy¢, gdyz z nieréwnosci
Chernoffa ((3.1) i (3.2)) asymptotycznie prawie na pewno bedzie spelniona
zaleznosé (9.6), jesli odpowiednio podstawimy 6(n).

Zauwazmy teraz, ze skoro Y ;c; Pi(n) = 1 oraz dla [ # d mamy B _ 1 <,

(d)s
to Py(n) =1—0(x), gdziee =1 — (d( )1) zatem

1
E(Z,), = — —
(Z)s = (@, -0 (=)
W dodatku mamy
wn)=1, «aq = D _ 1 i EA, = E(Zn)s _ 1

- (1 - (l)s> Inn — C"((cli))z +o(1).

Poniewaz Pj(n) ~ n@: ! = exp (((l)s - 1) In n), wiec

Ap(), B) = X, Puln) exp (B(D)
S (-onfyr) ~ Do (~oigs)

By otrzymac teze dowodzonego twierdzenia wystarczy teraz powtorzy¢ ro-
zumowanie z dowodu twierdzenia 9.1 i zastosowa¢ metode momentéw (twier-
dzenie 3.2). O




10. Spé6jnoscé i skladowe spbdjnosci

Wykorzystamy teraz wyniki zgromadzone w rozdziale 8 i rozdziale 9 do-
tyczace wielkosci sktadowych spdjnosci i liczby wierzchotkow izolowanych
w G7¢(V, m,d), w celu okreslenia funkcji progowych dla spéjnosci i przejscia
fazowego w G74(V, m, d). Pokazemy tez wyniki dotyczace przejécia fazowego
w G4V, m,d) i GE™(V,m,p).

10.1. Spéjnosé G4V, m,d)

Twierdzenie 10.1. Niech {b,} bedzie ciggiem, b > 0 bedzie stalg oraz
d=d(n) > 2 bedzie takie, zZe
d*n

— =Inn+b,.
m

(i) Jesli b, — —oo to asymptotycznie prawie na pewno G7°4(V,m,d) jest
niesposny.

(i) Jesli b, — b to asymptotycznie prawie na pewno G7¢4(V,m,d) sktada
sie z jednej duzej sktadowej spojnosci i wierzcholkow izolowanych poza
nig. Liczba wierzchotkow izolowanych dgzy wedtug rozktadu do zmiennej
losowej o rozktadzie Poissona Po(e™").

(iii) Jesli b, — +oo to asymptotycznie prawie na pewno G7¢4(V,m, d) jest
spainy.

W dowodzie twierdzenia wykorzystamy lemat dotyczacy liczby wierzchot-
kéw izolowanych w G7¢4(V, m, d).

Lemat 10.1. Niech
d*n
—=Inn+5b,
m

1 X, bedzie zmienng losowq okreslajgcq liczbe wierzchotkow izolowanych w gra-
fie G7UV,m,d).
(i) Jesli b, — —o0, to asymptotycznie prawie na pewno jest nieskoriczenie
wiele wierzchotkéw izolowanych w G4V, m, d).
(i1) Jesli b, — b, dla pewnej stalej b, to X,, dezy wedtug rozkladu do roz-
ktadu Poissona Po(e™?).
(111) Jesli b, — oo, to asymptotycznie prawie na pewno nie ma wierzchol-
kéw izolowanych w G4V, m, d).

Lemat ten zostal udowodniony w [26], ale takze jest szczegblnym przypad-
kiem twierdzenia przedstawionego w rozdziale 9 (a w zasadzie wniosku 9.1
z tego twierdzenia). Punkty (i) i (iii) lematu nie wynikaja bezposrednio
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z wniosku 9.1 z twierdzenia 9.1. Jednakze w dowodzie twierdzenia 9.1 zo-
stata zastosowana metoda momentéw, wiec obliczenia w nim zawarte daja
oszacowania na pierwszy i drugi moment dla przypadkéw (i) i (iii). Z tych
oszacowan i metody pierwszego i drugiego momentu (lemat 3.5) wynika (i)
i (iii).

Potrzebny bedzie tez ponizszy prosty fakt.

Fakt 10.1. Niech d = 2, d%" —Inn =b,, b, = Q1), wtedy asymptotycznie
prawie na pewno nie ma izolowanych krawedzi w G7°Y(V,m, d).

Dowadd. Dla d = 2 prawdopodobienstwo, ze istnieje krawedz izolowana w gra-
fie G7°4(V, m, d) wynosi co najwyzej

OwlE) 5 (%) )

-2 D)
~o(Faen () o (few () -

=0 (:; exp (—lnn — bn)> L0 (ZjeXp (_21nn _ 3[;)) _

“o(w) o) o (5 o () 0

O
Dowéd twierdzenia 10.1.
(i) Jest bezposrednia konsekwencja lematu 10.1(i).
(ii) i (iii) Zalézmy, ze b, = o(lnn). Zauwazmy, ze z zatozen twierdzenia
wynika, ze
g m(lnn + by,)

= - ’

czyli
d*n
=Cp — G,
mlnn

gdzie ¢ = 1. Z lematu 8.10 asymptotycznie prawie na pewno G7¢¢(V, m, d)
sktada si¢ z jednej duzej sktadowej spéjnosci i sktadowych o co najwyzej {é

wierzchotkach. 7 definicji C' wartosé L%J Wynosi

{1J )2 dlad=2;
Cl |1 dlad#2
W dodatku z faktu 10.1 dla d = 2 asymptotycznie prawie na pewno graf
G7¢(V,;m,d) nie zawiera sktadowych o dwéch wierzchotkach. Czyli dla do-

wolnego d > 2 asymptotycznie prawie na pewno G7¢¢(V,m,d) sklada sie
z jednej sktadowej spojnosci i wierzchotkéw izolowanych poza tym. Zatem
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rezultat dla b, = o(Inn) wynika z lematu 10.1. Dla wiekszych wartosci b,
wystarczy wykorzysta¢ prosty coupling podobny do tego przedstawionego
w rozdziale 4. Z tego couplingu wynika, ze dla d < d’ jedli G7*4(V,m,d)
jest spéjny asymptotycznie prawie na pewno, to G7¢(V,m,d’) jest spojny
asymptotycznie prawie na pewno. ]

10.2. Przejscie fazowe

W tym rozdziale wykorzystamy stosowang standardowo przy okreslaniu
funkcji progowej przejscia fazowego metode przyblizania procesu BFS pro-
cesami gatazkowymi. Jak wspominaja Bollobds, Janson i Riordan w [14],
najprawdopodobniej zostata ona wykorzystana po raz pierwszy przez Karpa
w [41]. Prosty opis tej metody mozna znalezé w rozdziale 5 [32]. W tym
podrozdziale bedziemy opierac¢ sie na rozumowaniu przedstawionym w dowo-
dzie twierdzenia 5.4 z [32], jednakze ze wzgledu na specyfike losowych grafow
przecie¢ bedziemy musieli to rozumowanie zmodyfikowac.

W odréznieniu do grafu G(n,p), ktérego dotyczyt dowdd z [32], w loso-
wym grafie przecie¢ wystepuja zaleznosci miedzy powstajacymi krawedziami.
W zwiazku z tym przyblizenie procesu BFS w losowym grafie przecieé¢ proce-
sem gatagzkowym wymaga dodatkowej pracy. W rozdziale 8 pokazaliSémy juz,
ze w G7¢4V,m,d) wielko$¢ drzewa BFS mozna przyblizy¢ przez liczbe po-
tomkow odpowiednich procesow gatazkowych. Natomiast analogiczny wynik
dotyczacy GP™(V, m, p) bedzie stanowit gtéwna czesé dowodu zaprezentowa-
nego w podrozdziale 10.2.3.

W dowodach obu twierdzen dotyczacych przejécia fazowego bedziemy wy-
korzystywaé znane fakty dotyczace prawdopodobienstwa wymarcia procesu
galazkowego, dlatego przedstawimy je w oddzielnym podrozdziale.

10.2.1. Prawdopodobienstwo wymarcia procesu galgzkowego

Dla danych P = P(n) € [0;1], P’ = P'(n) € [0;1], N = N(n) ~ n takich,
ze PN — ¢, przyjmijmy oznaczenie na proces gatazkowy B(P’, P, N) jak
w podrozdziale 8.3. Oznaczmy takze przez Bp(c) proces gatazkowy, w ktorym
liczba dzieci kazdego osobnika jest niezalezng zmienna losowa o rozktadzie
Poissona Po(c).

Oznaczmy przez p(c) i p'(P', P, N) prawdopodobiefistwo wymarcia, od-
powiednio, proceséw gatazkowych Bp(c) i B(P’, P, N) (tzn. prawdopodobiefi-
stwo, ze procesy te sktadaja sie tylko ze skonczonej liczby potomkéw).

Ponizszy lemat, ktéry wynika z rozwazan przedstawionych w podrozdzia-
le 5.2 w [32], jest prostym wnioskiem z klasycznego twierdzenia o prawdo-
podobienstwie wymarcia procesu gatgzkowego i punktowej zbieznosci funkcji
tworzacej zmiennej losowej o rozktadzie dwumianowym Bin(V, P) do funkcji
tworzacej zmiennej losowej o rozktadzie Poissona Po(c) dla NP — c.

Lemat 10.2. Jesli NP —cic>1, to
J(P,P,N) = p(c), prayn — oo,

106



gdzie p(c) jest jedynym pierwiastkiem réwnania
(10.1) p(c) = ed=rle

w przedziale (0;1).

Proces B(P’, P, N) rézni sie nieznacznie od procesu B(P, P, N). Jednakze
teoretycznie, jesli P’ jest wieksze od P, réznica ta moze wpltynaé na prawdo-
podobienstwo wymarcia procesu. Dlatego podajemy ponizszy prosty fakt.

Fakt 10.2. Jesli NP — ¢, NP' — C', ¢ > 1 oraz

o {d;lc, dla d = O(1);

c, dla d — oo,
to
p/(P,’ P7 N) - p/<c7 d)’
gdzie
(10.2) (eod) = e~ T =) dlg d = O(1);
' ) plo), dla d — oo

oraz p(c) jest jedynym pierwiastkiem réwnania (10.1) w przedziale (0;1).

Dowdd. Niech X, bedzie zmienng losowg liczaca liczbe potomkow dodanych
do procesu w pierwszym kroku procesu B(P’, P, N). Pod warunkiem, ze
X; =1, 0 <i< N, prawdopodobienstwo wymarcia procesu B(P’, P, N) jest
réwne prawdopodobienstwu wymarcia ¢ niezaleznych procesow B(P, P, N).
Zatem
N .
p(P', P N) Z — PYNTHp/(P,P,N))" =
=(1-P'(1—p (PP, N))) e~ C'(1=p (P,P,N))+o(1)

czyli teza wynika z lematu 10.2 i faktu, ze p(c) spelia réwnanie (10.1). O
10.2.2. Przejécie fazowe w G7°¢(V,m, d)
Twierdzenie 10.2. Niech ¢ > 0 bedzie stalg, d =d(n) > 2 i

d(d—1)n

~ C.

(i) Jesli ¢ < 1, to asymptotycznie prawie na pewno najwicksza skliadowa
spoinosci grafu G7¢4(V,m,d) ma wielkosé O(Inn).

(i) Jesli ¢ > 1, to asymptotycznie prawie na pewno graf G7¢4(V,m,d)
sktada sie z dokladnie jednej skladowej spéjnosci zawierajgcej Q2(n) wierz-
chotkow i sktadowych spojnosci wielkosci O(Inn).
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Dowdéd twierdzenia 10.2.

W dowodzie wartosci Ny, Py, P, i N_,P_,P" beda dane wzorami (8.10)
oraz (8.11).

(i) Zauwazmy, ze ograniczenie liczby wierzchotkéw drzewa BFS od gory przez
liczbe osobnikéw procesu gatazkowego B, = By (P, P, N) przedstawione
w podrozdziale 8.4 jest prawdziwe takze dla ¢ < 1. Dlatego analogiczny
dowéd jak dowdd twierdzenia 5.4(i) z [32] da teze. Niech Xy,..., Xy beda
niezaleznymi zmiennymi losowymi takimi, ze X; ma rozktad dwumianowy
Bin(N, P}) a Xs, ..., X} maja rozktad dwumianowy Bin(V, P;). Skoro dla
duzych n zachodzi P < Py + (1 — Py)Py + (1 — P4)?Py, to dla duzych n
X1 < X]+X74+X{ (X, jest stochastycznie zdominowane przez X|+X{+X/),
gdzie X7, X{, X7 sa niezaleznymi zmiennymi losowymi o rozkladzie dwumia-
nowym Bin(N, P.). W zwiazku z tym dla dostatecznie duzych n, prawdo-
podobienstwo, ze X! 4+ X7 + X" + % , X; < k — 1 wynosi co najwyzej
tyle co prawdopodobienstwo, ze Zle X; < k—1. W dodatku rozumowanie
analogiczne do tego zastosowanego w uwadze 8.1 doprowadzi nas do wnio-
sku, ze prawdopodobiefistwo, ze ¥ | X; < k — 1 wynosi co najwyzej ty-
le co prawdopodobienstwo, ze procedura BFS zakonczy sie w co najwyzej
k krokach. Jako suma niezaleznych zmiennych losowych o rozktadzie dwu-
mianowym, zmienna losowa X = X! + X7 + X/ + Y% , X; ma rozktad
dwumianowy Bin((k + 2)N, P,). Podstawmy k = k(n) = 3Inn/(1 — ¢)%
Skoro NP, = Cy — ¢ < 1, wiec z nier6wnosci Chernoffa (3.2), jesli n jest
dostatecznie duze, zeby Cy < 1, to

Pr{w G7*(V, m, d) istnieje sktadowa o wiecej niz k wierzchotkach} <
< nPr{BFS zaczety w v nie zakonczy sie w co najwyzej k krokach} <
<nPr{X >k-1}=
=nPr{X >(k+2)Cy+(1-Cynk—-1-2Cy}<

_ (1—=Cn)k—1-2Cy)? Yy
S nexp ( 9 ((k +2)Cy + (1CN)k3120N)> =o(1).

Ostatnie przeksztatcenie wynika z faktu, ze ¢ < 1, k = k(n) — oo oraz

(1—=Cn)k—1-2Cy)? (1—¢)?k*  3lnn 9 nm
2 (k +2)0 + C0 Y ~ g (g~ M 3120 "

(ii) Z lematu 8.12 wynika, ze asymptotycznie prawie na pewno G7¢(V, m, d)
zawiera tylko sktadowe o co najwyzej k_ = 16clnn/((y/c—1)*(c—1)) wierz-
chotkach i doktadnie jedng sktadowa o co najmniej k£, = vnlnn wierz-
chotkach. Niech Y bedzie zmienna losows okreslajaca liczbe wierzchotkow
w sktadowych o co najwyzej k_ wierzchotkach. Wtedy Y =Y, = > ¢y Y, (v),
gdzie

Y () 1, jesli v jest w sktadowej o co najwyzej k_ wierzchotkach;
n\V) = .
0, w przeciwnym przypadku.
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7 rozwazan zawartych w podrozdziale 8.4 wynika, ze wartos¢
Pr{Y,(v) =1}

jest ograniczona z gory przez p'(P), Py, N, ) natomiast z dotu jest ograni-
czona przez p' (P, P_,N_) + o(1), gdzie sktadnik o(1) wynika z prawdopo-
dobienstwa wymarcia procesu po k_ krokach. Stad z faktu 10.2

EY ~ p/(c,d)n,

gdzie p'(c,d) jest dane wzorem (10.2). Natomiast, jesli v nalezy do sktado-
wej o co najwyzej k_ wierzchotkach, to v' nalezy do takiej sktadowej, jesli
jest zawarty w sktadowej wierzchotka v lub proces BFS rozpoczety w v’ nie
potaczyt sie z procesem BFS rozpoczetym w v’ i wygast w co najwyzej k_
krokach. Stad z faktu 10.2

EY(Y 1))=Y 3 Pr{¥,(v)=1Y,(v)) =1} <

veEV v eV v #v
<np'(PL, Py, Ny)(k— +np/ (P, Pr, Ny — k) ~
~ (¢ (e, d)n)”.
Zatem z metody drugiego momentu (lemat 3.5) dla dowolnego € > 0 asymp-
totycznie prawie na pewno liczba wierzchotkéw w sktadowych o co najwy-

zej k_ wierzchotkach wynosi co najwyzej (p'(c, d) 4+ €)n. Czyli wierzchotkow
w najwiekszej sktadowej jest Q(n). O]

10.2.3. Przejscie fazowe w G7(V,m,d) i GP"™(V, m,p)
Twierdzenie 10.3. Niech ¢ > 0 ¢ s > 2. Niech Ny bedzie wielkoScig naj-
wigkszej skladowej spéjnosci w G274V, m,d). Zaléimy, ze
d* ~cm®s!/n

oraz

n= o(ms/@s—l)).
Wtedy z prawdopodobienstwem dgigcym do 1 przy n — oo

(i) Ny < =25 1nn, dlac<1;

1—c)?
(i) Ny = (1+0(1))(1 —p)n, dlac>1.
Gdzie p = p(c) jest dane wzorem (10.1).

Powyzsze twierdzenie jest prostym wnioskiem z lematu 4.2 oraz ponizsze-
go twierdzenia dotyczacego grafu GZ"(V,m, p).

Twierdzenie 10.4. Niech ¢ > 0 i s > 2 oraz niech N. oznacza wielkos¢
najwickszej skladowej spdjnosci w GE™(V, m,p). Zaléimy, ze
p* ~ csl/mn

oraz
n= o(ms/@s—l)).

Wtedy z prawdopodobienstwem dgzgcym do 1 przy n — oo,
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(i) Ng < i c)zlnn dla c < 1;
(i1)) Ny = (1+0(1))(1—p)n, dla ¢ > 1.
Gdzie p = p(c) dane jest wzorem (10.1).

Dowdéd. Jak w rozdziale 8 bedziemy poréwnywaé procedure BFS zaczynaja-
cg sie w wierzchotku vy do odpowiedniego procesu gatazkowego. Zauwazmy,
ze przy zaltozeniu, ze | D(v1)| = k, liczba sasiadéw wierzchotka vy jest zmienng
losowa, o rozktadzie dwumianowym Bin(n — 1,p,), gdzie p; = p(k) oraz dla
danego k wartosé p(k) jest dana wzorem

k
s+7

(10.3) pk)=>" (

>p5+j(1 —p)
j=0

Zat6zmy, podobnie jak poprzednio, ze jestesmy po t — 1 (t > 1) krokach
procedury BFS i nie wykonalismy jeszcze zadnego podkroku kroku ¢. W ta-
kim razie do kroku ¢ — 1 do drzewa BFS zostaly dodane kolejno wierzchotki

{v1,.. ., V1,04, ..., V15 }. Oznaczmy uporzadkowany zbiér tych wierzchot-
kéw przez Vips(v) = Vé}g. Oznaczmy takze przez Dy = D({v1,...,v-1})
dla t > 2 oraz Djg = (. Niech D*(v;) = D(v) \ Dy_q1) oraz D(vt) =

D(vy) N Dp_q. Wprowadzmy zmlenne losowe Zy = |Dyl, Z; = |D*(vy)|
i Z] = |D'(v)]. Dla u € V \ Vg, niech I(u) bedzie zmienng indykatorows
zdarzenia {|D(u) N D(v;)| > s}. Wtedy eVl I(u) jest zmienng losowa
liczacq wierzchotki dodane do drzewa BFS w t-tym kroku. Zauwazmy, ze pod
warunkiem zdarzenia

D; := (VBFS, D(vy), ... 7D(Ut))v

zmienne losowe I(u), u € V\ Vipg sa niezalezne. W dodatku, pod warunkiem
Dy, zmienna X; oznaczajaca liczbe wierzchotkéw dodanych do drzewa BFS
w kroku ¢ ma rozktad dwumianowy Bin(ny, p;), gdzie n; = n — |Viz5| i

dlau € V\ Virs.

Zajmiemy sie teraz oszacowaniem wielkosci p;. Pierwszym istotnym spo-
strzezeniem jest to, ze kazda wlasnos¢ jest dodawana niezaleznie do zbioru
wtasnosci wierzchotka. Zatem, pod warunkiem zdarzenia D, zmienne losowe
n=|D(u)ND*(vy)| i€ = |D(u)ND'(v;)| sa niezalezne. W dodatku z definicji
tych zmiennych losowych zachodzi

- Pr{|D(u) A D(w)| >

pe =Pr{n+¢ > s[Di}.
Oczywiscie z tego wynika, ze
(10.4) p(k™) = Pr{n > s[D;} <Pr{n+ &> s[Di} = pr,
gdzie k* = Z; = |D*(v;)| pod warunkiem zajscia Dy.

110



Z drugiej strony, jesli podstawimy & := |D(v;) N D(u) N D(v;)| oraz wpro-
wadzimy zdarzenie DF = {§ < s — 1,1 <[ < t}, dlaa =0,1,...,5s — 1
zachodzi

Pr{n—{—f:a

Dt} :Pr{n—l—f:a

Pr{n +&=a, D

D%, D(ws), . . ,D(vt)}

D), ... ,D@Q)}

Pr{m D), ... ,D(vt)}
Pr{n +&=a|D(vy),...,D(v) }

- Pr{]D)t D(v )1
Pr{n—i—f_a D(vy),...,D(v) }

_ Pr{|D(u) A D(w)| = a

ID(v)] = Zt}.

Zauwazmy teraz, ze n + £ = a implikuje £ < a < s — 1, wiec zachodzi
& <E<s—1,dlal <[ <t Zatem ostatecznie

(10.5) pr=Pr{n+¢ > siDi} <
< Pr{|D(u) A D(w)| > s

(v)] = Zt} = p(Z4),

gdzie k = Z, = |D(v;)| pod warunkiem zajsécia D, oraz dla danego k wartos$é
p(k) jest dana wzorem (10.3). Ostatecznie z (10.4) i (10.5) wynika

(10.6) p(k") < pe < p(k).

Czyli, aby oszacowac p;, wystarczy okresli¢ jakie wartosci przyjmuja zmien-
ne Z; i Z; oraz okredli¢ p(k) dla tych wartosci. W tym celu dla ciagu
a = a(n) = 3v/Innmp + 2nmp?* i 1 <1 < t zdefiniujemy zdarzenia:

BZZ = {Zl < mp+ a}
!
B =(\(BuNBp)={Vicix mp—a<Z <Z <mp+a}.
i=1

Zauwazmy takze, ze dla n, m i p spetniajacych zalozenia twierdzenia mamy
nmp* = o(mp) oraz /mpInn = o(mp), wigc a = o(mp). Zatem pod warun-
kiem B;_; mamy Zy_y = |Dy—y| < (I = 1)(mp+a) < 2nmp dla dostatecznie
duzych n . Stad wynika, ze pod warunkiem B, ;, dla duzych wartosci n,
zmienna losowa Z; dominuje stochastycznie nad zmienna losowa Z~ o roz-
ktadzie dwumianowym Bin(m — 2nmp, p). Zatem, dla duzych wartosci n,
z nieréwnosci Chernoffa (3.1) dla 1 <1<t

Pr {Zz mp — a‘IB%l 1} Pr{Z= <mp-—a} =

=Pr{Z~ < (m — 2nmp)p — 3y/Innmp} <

< I9mplnn o
K €X X n
P 2(m — 2nmp)p
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Natomiast Z; ma rozktad dwumianowy Bin(m, p), wiec z nier6wnosci Cher-
noffa (3.2) dla duzych n mamy

Pr{Z, > mp+a} < {Zl mp—i—S\/mplnn}\

2Tmplnn -
2(3mp + 3y/mplnn) '

Czyli mozna pokazaé, ze dla duzych wartosci n (jednostajnie wzgledem wszyst-
kich ¢ i wszystkich wierzchotkéw)

PI‘{Bt} - Pr{IB%t_l N (Btl N Btg)} ==
(10.7) = Pr{(By N By)[B;_1} Pr{B,_1} > (1 — 20~ ") Pr{B,_,} >
>...>1-2nY'>1-2tn"*=1-o0(n?).

7 drugiej strony mamy

p(’f)ZZ(

Jj=20

(o (e o ()

Stad przy k = (14 o(1))mp, poniewaz kp = o(1), zachodzi

k ‘ ‘
sTi(1 — k—s—j _
. H)p (1-p)

(1— p)kfs — ok tO((kp)?) O(kp)

(k=s); [ p Y ko) 4
St (i) <S <=0,
wiec ) .
p(k) = ( isp (1+0(1)) = (f') (14 o(1)).

Ostatecznie po podstawieniu kp = mp?(1 + o(1)) dla p* = m*p**/s! asymp-
totycznie prawie na pewno

(10.8) pe=p (1+0(1))

jednostajnie wzgledem vy € V i v; € VK.

Podsumowujac, udowodnilismy, ze pod warunkiem D, liczba X; wierz-
chotkéw dodanych do drzewa BFS w t-tym kroku ma rozktad dwumianowy
Bin(ny, p;), gdzie p; spetnia (10.8). Zatem dopoki Vg = O(n?3) proces BFS
moze by¢ ograniczony z dotu i z géry procesami gatazkowym B(P_, P_, N_)
i B(Py, Py, N,) takimi, ze P ~ P, ~ p* oraz N_ ~ N, =n.

Kolejne kroki dowodu (i) sa identyczne z tymi z dowodu twierdzenia 5.4(i)
z [32] (patrz tez dowdd twierdzenia 10.2(i)). Natomiast w dowodzie (ii), ana-
logicznie jak w dowodzie twierdzenia 5.4(ii), mozna udowodnié, ze asymp-
totycznie prawie na pewno dla kazdego v; € V proces BFS skonczy sie
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w k. = k_(n) = O(Inn) krokach lub po n%*? krokach jest co najmniej
(c—1)n?? /2 wierzchotkéw nierozpatrzonych w drzewie BFS. Rozwazmy teraz
dowolne dwa drzewa BFS o korzeniach w v i v]. Wiemy, ze asymptotycznie
prawie na pewno, jesli drzewa te majg wiecej niz k_ wierzchotkéw, to albo te
drzewa polacza sie przed wykonaniem kroku n%? albo w kazdym z nich jest
(¢ — 1)n?/3 /2 nierozpatrzonych wierzchotkéw. Oznaczmy zdarzenia;

2/3

D(vy) = (V];LFS<U1); D(vi),. .., D<vn2/3+(c—1)n2/3/2)>

D(v}) = (VErs(@}); D)), ..., D))

dla proceséw BF'S rozpoczetych w wierzchotkach vy i v}. Niech D(v;) oraz
D(v}) beda takie, ze mp—a < |D*(v;)| < |D(v)| < mp+ai|D(v,)| < mp+a
dlal <1< n??+(c—1)n?3/2,1 <l < n*3, a = 3v/Innmp+2nmp? oraz po
kroku n%? w kazdym z proceséw jest nadal (¢ — 1)n?/?/2 nierozpatrzonych
wierzchotkéw. Zauwazmy, ze z (10.7) pierwszy warunek zachodzi z prawdo-
podobienstwem 1 — o(n~2), czyli z poprzednich rozwazan wynika, ze asymp-
totycznie prawie na pewno oba warunki zachodzg dla kazdej pary drzew BFS
w GB™(V,m,p) o co najmniej n?? wierzchotkach. Oznaczmy zbiory sktada-
jace sie z tych (¢ — 1)n%?/2 nierozpatrzonych wierzchotkéw przez A i A’
odpowiednio dla proceséw rozpoczetych w vy 1 v]. Z definicji zbiory D*(v;) sa
roztaczne, wiec pod warunkiem D(v), D(v]) i, ze procesy sie nie potaczyty
w n?3 pierwszych krokach, zdarzenia {|D*(v;) N D(v},)| < s} sa niezalezne
dla n?? < 1,1' < n? 4 (c — 1)n?/3/2. Czyli prawdopodobienstwo, ze nie ma
krawedzi miedzy v; € Aiv] € A’ (tzn. dla n?3 < 1,I' < n?3 4 (c — 1)n?/3/2)
Wynosi

Pr {Vn2/3<l,l’<n2/3+(c—1)n2/3/2|D(Ul) N D(’Ul,/)| < S‘D(’Ul), D(Ui)} <
< Pr {vn2/3<l7l/<n2/3+(c_1)n2/3/2|D*(Ul) N D(Ul,/)’ < S‘D(Ul), ]D(’Ui)} =
- 11 (1= Pr{|D*(w) N D(v})| > s|D(v1), D) }) <

n2/3<l'<n2/34(c—1)2n2/3 /4

< exp <_(1 + O(U)mspzs(;; 1)n4/3>

c(c—1)*n!/3

= exp <_(1 + 0(1)>4> = o(n™?).

Czyli ostatecznie asymptotycznie prawie na pewno wszystkie wierzchotki za-
warte w sktadowych o co najmniej n??® wierzcholkach zawarte sa w jednej
sktadowej.

Podobnie jak w dowodzie twierdzenia 10.2(ii) okreslmy Y, = Y jako
zmienng losowq liczaca wierzchotki znajdujace sie w sktadowych o co najwy-
zej k_ wierzchotkach. Postepujac analogicznie jak w koncowej fazie dowodu
twierdzenia 10.2(ii) mozna udowodnié, ze z lematu 10.2, ograniczeni proce-
sami galazkowymi, EY ~ np(c) i VarY ~ (EY)?, oraz z metody drugiego
momentu (lemat 3.5) wynika teza twierdzenia. O



11. Whnioski i problemy otwarte

W rozprawie badane byty asymptotyczne wtasnosci losowych graféw prze-
cie¢ z punktu widzenia analizowania sieci rzeczywistych. Rozwazania skupia-
ly si¢ na dwéch rodzajach sieci rzeczywistych, dla ktérych G(V,m, Pp)) jest
naturalnym modelem.

Po pierwsze wyznaczony zostal rozklad P, dla ktérego G(V,m, P(n))
dobrze modeluje sieci ztozone. Pokazane zostalto, ze dla odpowiednio do-
branych parametréow, graf G(V,m,P,)) ma rozklad stopni wierzchotkow
spetiajacy prawo potegowe oraz asymptotycznie staty wspotezynnik skupie-
nia. Dla tego rozktadu P, pozostaja otwarte pytania dotyczace Srednicy,
najwickszej sktadowej i przejscia fazowego w G(V, m, Py)). W rozdziale 8
wspomniane zostato, ze doktadna odpowiedZ na pierwsze pytanie moze by¢
trudnym zadaniem. 7 drugiej strony wydaje sie, ze metoda przyblizania pro-
cesem gatazkowym zaprezentowana w rozdziale 8 w polaczeniu z metoda
zastosowang w pracach Bloznelisa [9, 10], bez wigkszych probleméw pozwoli
udowodni¢ wyniki dotyczace Sredniej odlegtosci miedzy wierzchotkami i przej-
Scia fazowego w rozpatrywanym w rozprawie losowym grafie przecie¢ przy
n =< m. Z punktu widzenia modelowania sieci ztozonych interesujace moga
by¢ takze problemy zwigzane ze znalezieniem innych rozktadow P, dla
ktorych G(V, m, Piny) ma dobre wlasnosci. Dla wszystkich tych rozktadow
mozna sie zapytac¢ o globalny wspoétczynnik skupienia i sprobowac¢ udowodnié¢
analogiczne wyniki do tych zawartych w rozdziale 7.

Bardzo interesujace moze by¢ takze zagadnienie zastosowania losowych
graféw przecie¢ do skierowych sieci ztozonych. Przyktadem sieci ztozonej, dla
ktoérej naturalnym modelem moze by¢ graf skierowany jest sie¢ hiperlinkéw
stron WWW. Wyniki zawarte w tej rozprawie dotycza grafu podlegtego grafu
skierowanego modelujacego ta sie¢. Ciekawe moze by¢ pytanie, czy mozna
zdefiniowa¢, bazujacy na losowym grafie przecie¢, model grafu skierowanego
dobrze modelujacy skierowane sieci ztozone takie jak sie¢ hiperlinkoéw stron
WWW.

W rozprawie znajduje si¢ takze ostateczne rozwiazanie zagadnienia zwia-
zanego ze spéjnoscig grafu G7¢4(V, m, d), ktéry jest teoretycznym modelem
sieci sensorowej z losowg predystrybucjg kluczy. W dodatku okreslona zo-
stata dtugo$¢ érednicy w tym grafie, co jest réwnowazne znalezieniu odle-
glosci, jaka musi pokonaé informacja, aby dotrze¢ do wszystkich sensorow
potaczonych w sieci. Pozostaje jednak nadal kilka interesujacych probleméw
otwartych. W rozprawie przedstawione zostaly wyniki dotyczace wielkosci
najwiekszej sktadowej w grafie G/¢4(V, m, d) przy dodatkowych zatozeniach
o mocy zbioru W. Dla s = ¢ graf ten jest teoretycznym modelem dla ¢—kom-
pozytowego modelu sieci sensorowej z losowa predystrybucja kluczy. Otwarte
jednak nadal sg zagadnienia dotyczace spojnosci i przejscia fazowego grafu
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G/¢(V, m,d) dla dowolnego doboru parametréw. W zwiazku z wiekszymi za-
lezno$ciami miedzy istniejacymi krawedziami w tym grafie nie mozna w tym
wypadku zastosowac technik przedstawionych w rozdziale 8. Istniejace wyniki
sugeruja, ze funkcja d = cZ(n) jest funkcja progows przejscia fazowego, jesli

d* = m®s!/n.

o ile d> Apmin(s), gdzie dpin(s) jest pewna funkcja zalezna od s. Natomiast
d jest funkcja progowa spojnosci, jesli

d* =< m®s!'lnn/n

dla d > dpin(s).

Kolejnym ciekawym kierunkiem dalszych prac nad sieciami sensorowymi
jest badanie asymptotycznych wtasnosci modelu grafu, ktéry jest potaczenie-
niem losowego grafu przecie¢ z losowym grafem geometrycznym. W przypad-
ku, gdy do modelowania sieci sensorowej wykorzystuje sie graf G7¢4(V, m, d),
zaktada sie, ze sensory komunikuja sie wtedy i tylko wtedy, gdy maja wspolne
klucze. Nie uwzglednia sie zatem fizycznych ograniczen komunikacji takich
jak moc nadajnikéw. Alternatywa jest rozpatrywanie sieci bezprzewodowej
z ograniczong mocg nadajnikow. Dobrym jej modelem jest losowy graf geo-
metryczny, w ktorym wierzchotki sa potaczone wtedy i tylko wtedy, gdy leza
na plaszczyznie w odleglosci co najwyzej r (r jest z gory ustalonym parame-
trem grafu). Z definicji tego modelu wynika, ze rezultaty dla niego uzyskane
nie moga by¢ stosowane do sieci sensorowych z losowa predystrybucja kluczy.
7 punktu widzenia modelowania sieci sensorowych interesujace bytyby zatem
uzyskanie wynikow o spojnosci i przejsciu fazowym modelu grafu losowego,
w ktorym krawedzie powstaja wtedy i tylko wtedy gdy istnieja one w loso-
wym grafie przecie¢ i w losowym grafie geometrycznym zdefiniowanych na
tym samym zbiorze wierzchotkow. Dotychczas znane sa jedynie wyniki eks-
perymentalne dotyczace takiego modelu. Jedyne znane wyniki analityczne
dotyczag modelu, w ktérym przyjete jest dodatkowe zatozenie o roztozeniu
wierzchotkéw oraz dostosowanym do niego protokole przydzielania kluczy
(patrz [36]).



Notacja

Notacja asymptotyczna
a, = O(by),
a, = Q(by),
a, = o(by), patrz podrozdzial 1.1
Ap ~ bna

a, < b,

Rozktady prawdopodobienstwa i zmienne losowe

Bin(n, p) rozkltad dwumianowy o parametrach n i p
Po(\) rozktad Poissona o wartosci oczekiwanej A
X=<Y zmienna losowa X jest stochastycznie zdominowana przez

zmienng losowa Y

P <P rozktad prawdopodobienstwa P jest stochastycznie zdo-
minowana przez rozklad prawdopodobienstwa P’

Modele grafow losowych

G(n,p), G(n, M) klasyczne grafy losowe (patrz przyktad 1.1)

Gs(V,m, Pm)) losowy graf przecieé¢ (definicja 1.3)

GBn (Y m, p) dwumianowy losowy graf przecie¢ (definicja 1.4)
GI(V,m,d) jednostajny losowy graf przecieé¢ (definicja 1.5)
GP(V, m, W) warunkowy dwumianowy losowy graf przecieé,

W — zmienna losowa (definicja 1.6)

V zbior wierzchotkow losowego grafu przecied

w pomocniczy zbiér wlasnosci wtasnosci losowego grafu
przeciec

n liczba wierzchotkéw losowego grafu przecie¢ (moc zbio-
ru V)

m(n) liczba wlasnosci losowego grafu przecie¢ (moc zbioru W)

D(v) zbiér wlasnosci wierzchotka v € V

Zn = |D(v)] moc zbioru wlasnosci wierzchotka v € V

Py = (Po, ..., Py) rozklad prawdopodbienstwa decydujacy o mocach zbio-
row wlasnosci wierzchotkéw w grafie G5(V, m, Pn)
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