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Streszczenie

Zmienne Kustaanheimo-Stiefela(KKS) stosowane sa w trojwymiarowym zagadnieniu
keplerowskim. Transformacja KS regularyzuje i linearyzuje to zagadnienie prze-
ksztalcajac je w czterowymiarowy oscylator harmoniczny. Celem tej pracy jest roz-
winiecie formalizmu transformacji KS oraz zastosowanie jej do zagadnien zwigzanych
z dynamika sztucznych satelitow Ziemi, stosujac zaréwno metody numeryczne jak i
analityczne.

Pierwszy rozdzial pracy zawiera przedstawienie transformacji KS oraz jej dwu-
wymiarowego odpowiednika — transformacji Leviego-Civity — zaréwno w ujeciu kla-
sycznym, jak i z wykorzystaniem formalizmu kanonicznego. Przy opisie wykorzy-
stany zostal formalizm kwaternionowy, ktory jest wygodnym narzedziem do opisu
transformacji KS. Przedstawiona jest takze interpretacja geometryczna tej transfor-
macji oraz jej zwiazek z obrotami w trzech wymiarach. Sama transformacja zostaje
uog6lniona przez wprowadzenie tak zwanego wektora definiujgcego, ktory unieza-
leznia opis od wyboru uktadu wspolrzednych. Dzieki tej swobodzie, odpowiedni
wybor wektora definiujagcego moze pozwoli¢ na prostsze wyrazenie sit perturbuja-
cych ruch keplerowski, zwtaszcza gdy posiadaja one pewna 0§ symetrii. Jako przy-
ktad przedstawiono rozwiazanie réwnan ruchu keplerowskiego w obracajacym sie
uktadzie wspoltrzednych i pokazano, ze odpowiedni wybor wektora definiujgcego po-
zwala uproéci¢ rozwiazanie i ograniczy¢ obrot w przestrzeni KS do dwdch stopni
swobody.

W drugim rozdziale przedstawione zostaly sity zaburzajace ruch sztucznego sa-
telity: geopotencjal, oddzialywanie grawitacyjne cial trzecich (na przyktad Stonca
lub Ksiezyca) oraz cisnienie promieniowania stonecznego. Potencjal tych zaburzen
zostal wyrazony jawnie w zmiennych KS. W przypadku geopotencjatu, stosowane
zazwycza] harmoniki sferyczne zastapione zostaly w przestrzeni KS swoim cztero-
wymiarowym odpowiednikiem — funkcjami Wignera. Funkcje te najczesciej sa wyko-
rzystywane do opisu obrotu i moga by¢ przedstawione jako funkcje katow Eulera lub
kwaternionu opisujacego dany obrot. Wykorzystujac zwigzek transformacji KS z ob-
rotem, geopotencjal zostal wyrazony poprzez funkcje Wignera, ktorych argumentem
sa zmienne KS. Przedstawione zostaly wtasnosci tych funkcji oraz ich pochodne do-
wolnego rzedu a takze wzory rekurencyjne pozwalajace w dogodny sposob wyliczac
funkcje kolejnych rzedow.

Oddzialywanie trzeciego ciala (grawitacyjne oraz wynikajace z ci$nienia pro-
mieniowania) do zastosowan analitycznych zostato rozwiniete w szereg wielomianow
Legendre’a, a nastepnie wyrazone przez funkcje Wignera zmiennych KS, otrzymujac
posta¢ analogiczna z geopotencjalem. Jednak do zastosowan numerycznych stoso-
wane jest proste podstawienie rownan transformacji KS do potencjalu w zmiennych
kartezjanskich.

W trzecim rozdziale przedstawiono zastosowanie transformacji KS w oblicze-
niach numerycznych. W tym celu wykorzystano samodzielnie stworzony integrator
numeryczny wykorzystujacy symplektyczna metode catkowania Laskara-Robutela.
Opisana zostata zasada jego dzialania oraz zbadany zostal wptyw mimosrodu or-
bity na doktadno$¢ obliczen, a integrator zostal uzyty do zbadania dlugookresowe;j
ewolucji orbit geosynchronicznych. Rownolegle z réwnaniami ruchu catkowane byty
rOwnania wariacyjne umozliwiajac zbadanie stabilnosci orbit z uzyciem wskaznika
MEGNO (pokrewnego z wyktadnikiem Lapunowa).
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Czwarty rozdziat skupia sie na metodach analitycznych. Wprowadzony zostaje
nowy rodzaj zmiennych typu kat-dziatanie: zmienne Lissajous-Kustaanheimo-Stiefela
(LKS). Zmienne te powstaja przez polaczenie transformacji KS oraz dwoch trans-
formacji Lissajous. Kazda z transformacji Lissajous obejmuje dwa z czterech stopni
swobody. Sama transformacje Lissajous uogo6lniono, umozliwiajac jej stosowanie w
rozszerzonej przestrzeni fazowej, co pozwala na bezproblemowe stosowanie catego
formalizmu do zagadnieri z jawna zaleznoscia od czasu. Zaproponowane zmienne
LKS posiadaja uzyteczng wlasciwos¢ — sa nieosobliwe dla orbit prostoliniowych.
Jako przyklad zastosowania transformacji LKS przeanalizowane zostalo klasyczne
zagadnienie rezonansu Lidowa-Kozai. Uzycie tego zestawu zmiennych umozliwito
tatwiejsza analize orbit o mimosrodzie zblizonym do jednosci oraz orbit prostolinio-
wych.



Abstract

Kustaanheimo-Stiefel (K{S) variables are used in three-dimensional Keplerian prob-
lem. They serve to regularize and linearize the problem, and to transform it into a
four-dimensional harmonic oscillator. The main goal of this thesis is to improve the
formalism of the KS transformation and to apply it in artificial satellite dynamics,
using both numerical and analytical treatment.

In the first chapter, the KS transformation and its two-dimensional equivalent,
the Levi-Civita transformation, are introduced using classical and canonical formula-
tions. The KS transformation is described in the convenient language of quaternions.
Connection between the KS transformation and rotation in three dimensions is also
shown. The KS variables are generalized by introduction of the so called defining
vector, which allows to formulate the transformation without specifying the reference
frame, and creates a family of KS transforms. A proper choice of the defining vector
can simplify perturbing potentials, especially if given problem contains a symmetry
axis and the defining vector is parallel to this axis. As an example, the unperturbed
Keplerian problem is solved in a rotating reference frame. If the defining vector has
the same direction as the rotation axis, the rotation in KS space can be restricted
to two degrees of freedom only.

In the second chapter, the main perturbing forces in the satellite problem are
described using the KS variables. They are: the geopotential, a third body grav-
itational force and the Solar radiation pressure. The geopotential is traditionally
expressed by spherical harmonics. In the KS space, the harmonics are replaced by
their four dimensional equivalent, Wigner D functions. The Wigner functions are
commonly used to describe rotation of spherical harmonics and can be expressed
by the Euler angles or the quaternions of rotation. The connection between the
KS variables and rotation is used to express the geopotential in terms of the KS
variables by means of the Wigner functions. Some properties of these functions,
their derivatives with respect to the KS variables, and recurrence formulas are also
described.

Third body perturbations (both gravitational and the radiation pressure) can be
expanded into Taylor series using the Legendre polynomials. Then, the Legendre
functions can be replaced by spherical harmonics and later by the Wigner functions
of KS variables. In effect, the geopotential and the third body perturbations can be
derived with a similar formulation. However, for numerical applications the third
body potential can also by handled by a simple substitution of the KS variables into
the Cartesian variables.

The third chapter is focused on the numerical application of the KS transfor-
mation. A numerical integrator, using the Laskar-Robutel symplectic method and
the KS variables, has been designed and programmed. The influence of high eccen-
tricity on the integration precision has been investigated, and the software has been
applied to study geosynchronous orbits. The variational equations have been inte-
grated alongside with the equations of motion to provide the stability maps using
the MEGNO indicator (related to the Lyapunov exponent).

The fourth chapter is focused on analytical methods. A new set of the action-
angle variables for regularized Keplerian problem is introduced, named the Lissajous-
Kustaanheimo-Stiefel variables (LKS). They are created by combining the Lissajous
transformation of a two-dimensional harmonic oscillator with the KS transformation.



Two Lissajous transforms are constructed — one for each pair of degrees of freedom
in the four degrees of freedom KS space. An extension of the Lissajous transform is
proposed to allow the use this formalism in explicitly time-dependent problems. The
new set of variables is nonsingular for radial orbits and can be effectively applied
to high eccentricity orbits. As an example, the classical Lidov-Kozai resonance is
described in terms of the LKS variables.



Wstep

Wzgledne zagadnienie dwoch cial (nazywane tez dalej zagadnieniem keplerowskim)
opisuje ruch jednego punktu materialnego wokot drugiego, znajdujacego sie w srodku
uktadu wspotrzednych, pod wplywem sily wzajemnej grawitacji. W zagadnieniu
tym wystepuje osobliwosé: gdy punkt materialny zbliza sie do $rodka uktadu wspot-
rzednych, wtedy odlegtoé¢ miedzy punktami dazy do zera, a wartosc¢ sity grawitacji
dazy do nieskoriczonosci. Z tego powodu z analizy trzeba wylaczyé trajektorie ktore
maja swoj poczatek w Srodku uktadu wspotrzednych, a na trajektoriach, ktore przez
niego przechodza w skonczonym czasie, predkos¢ osiaga nieskonczona wartos¢. We-
dtug Cordaniego [13] przez regularyzacje, w ogblnym tego stowa znaczeniu, nalezy
rozumie¢ dodanie do przestrzeni fazowej tych brakujacych trajektorii. W przypadku
zagadnienia wzglednego dwoch cial taka regularyzacja jest transformacja Sundmana,
ktora polega na zastapieniu fizycznego czasu nowa zmienna, na przyktad anomalig
mimosrodowa. Umozliwia ona sparametryzowanie dowolnych trajektorii, w tym
rowniez tych przechodzacych przez poczatek ukladu wspoétrzednych. Oczywiscie,
osobliwos¢ nie jest jedynie matematyczna, ale odpowiada ona fizycznemu zderzeniu
sie obu cial. O ile wiec trajektorie kolizyjne nie sa na og6l interesujace, to regula-
ryzacja usprawnia analize orbit w otoczeniu tych trajektorii, a wiec orbit o duzych
mimosrodach (rozumianych jako mimosrody orbit eliptycznych zblizone do wartosci
1 — orbity paraboliczne i hiperboliczne nie sg brane w pod uwage w tej pracy).

Cordani wymienia trzy sposoby regularyzacji: metode Mosera, Souriau oraz
Kustaanheimo-Stiefela (KS) i ta ostatnia jest tematem tej rozprawy. Nowszym
podejsciem do regularyzacji jest sformutowanie DROMO [38]|. Podejscie to posiada
pewna wade: transformacja wykorzystuje wektor momentu pedu. Wektor ten jest
wektorem zerowym dla orbit prostoliniowych, przez co cala transformacja jest oso-
bliwa dla takich orbit nawet poza punktem kolizji, co jest sprzeczne z podstawowym
powodem stosowania regularyzacji. Mimo to, ma ona pewne praktyczne zastosowa-
nia [39] i moze by¢ uzyta na przyktad do planowania misji kosmicznych. Jest to
jednak regularyzacja w sensie stabszym, czyli zniwelowanie wplywu drugiego prawa
Keplera i zapewnienie jednostajnego ruchu po orbicie.

Transformacja KS zostata wynaleziona przez Paula Kustaanheimo [29] i rozpro-
pagowana przez Kustaanheimo i Stiefela [30], a rozwinieta przez Stiefela i Scheifele
[43]. Istotng zaleta tej transformacji jest to, ze poza regularyzacja, dodatkowo li-
nearyzuje trojwymiarowe zagadnienie Keplerowskie przeksztalcajac je w czterowy-
miarowy oscylator harmoniczny. Transformacja KS wymaga wprowadzenia dodat-
kowego stopnia swobody, przez co nie jest ona wzajemnie jednoznaczna — jednemu
punktowi w przestrzeni kartezjanskiej odpowiada caly zbiér punktow w przestrzeni
KS, zwany wloknem. Zaleta transformacji KS jest mozliwos¢ uzycia formalizmu
kanonicznego.

Celem tej pracy jest rozwiniecie formalizmu transformacji KS w kontekscie za-



stosowania do badania dynamiki sztucznych satelitow, a nastepnie zastosowanie go
zarOwno w obliczeniach numerycznych jak i analitycznych. Transformacja KS moze
by¢ zastosowana do zagadnien zwigzanych z dynamika sztucznego satelity, przede
wszystkim dla satelitéw o duzym mimosrodzie. Dla obiektéw na orbitach geocen-
trycznych istnieje fizyczne ograniczenie maksymalnego mimosrodu jaki moga osig-
gnaé, a gdy jest ono przekroczone satelita wchodzi w geste partie atmosfery albo do-
chodzi do kolizji z powierzchnig Ziemi. Satelity na niskich orbitach musza wiec mie¢
orbity prawie kotowe, dlatego stosowanie dla nich regularyzacji nie ma wiekszego
sensu. W przypadku wysokich orbit mimosréod moze byé¢ wiekszy i regularyzacja
powinna usprawnié¢ obliczenia. Dla wysokich orbit opér atmosfery jest pomijalny,
co umozliwia stosowanie formalizmu kanonicznego i wykorzystanie jego zalet.

Analize transformacji KS warto zacza¢ od zbadania jej szczegélnych geometrycz-
nych wtasnosci. Juz od czasow Stiefela i Scheifele znane jest powigzanie zmiennych
KS z kwaternionami. Algebra kwaternionéw okazala sie by¢ wygodnym narzedziem,
dzieki ktéremu mozna w prostszy i bardziej czytelny sposéb wyprowadzi¢ i pokazaé
wlasnosci transformacji KS, co jest gtownym celem rozdziatu pierwszego. Wtasnosci
te moga by¢ pdzniej wykorzystane do sformutowania w zmiennych KS zagadnienia
ruchu sztucznego satelity pod wplywem okreslonych sit perturbujacych.

Wyrazenie w sposob praktyczny potencjatu zaburzajacego oraz jego pochodnych
przez te zmienne jest wiec glownym celem rozdziatlu drugiego niniejszej rozprawy.
Glowne sity zaburzajace ruch sztucznego satelity to sita pochodzaca od geopoten-
cjatu oraz oddzialywanie Storica i Ksiezyca (lunisolarne). Najprostsze podejscie do
wyliczania potencjatu i jego pochodnych polega na prostym podstawieniu rownan
transformacji do wyrazenia potencjatlu przez zmienne kartezjanskie, a w przypadku
pochodnych — na wykorzystaniu macierzy Jacobiego. Znalezienie sposobu na wy-
razenie potencjatu i jego pochodnych wprost poprzez zmienne KS, bez potrzeby
przechodzenia przez wspolrzedne, moze by¢ jednak wydajniejszg metoda. Dlatego
w drugim rozdziale wyprowadzone zostang praktyczne wzory na wyrazenie poten-
cjatu zaburzajacego przez zmienne KS (dla geopotencjatu i zaburzen lunisolarnych)
oraz jego pochodnych dowolnego rzedu w postaci wygodnej do zastosowania w ob-
liczeniach numerycznych albo dalszego przeksztalcenia w podej$ciu analitycznym.

Majac odpowiednio sformutowane zagadnienie, mozna przejs¢ do wtasciwych ob-
liczenn. W tym celu wykorzystano integrator symplektyczny wykorzystujacy trans-
formacje KS i zastosowano go do catkowania orbit sztucznych satelitéw, co poka-
zane jest w rozdziale trzecim. Metody symplektyczne sa stabilne na dtugim odcinku
czasu 1 zachowuja funkcje Hamiltona, to znaczy podczas catkowania btad w funkcji
Hamiltona nie posiada trendu wiekowego (poza bledem zaokraglenia). Umozliwia
to badanie dtugookresowej dynamiki satelitow. Metody symplektyczne wymagaja
jednak statego kroku catkowania, co sprawia ze stosowanie ich do orbit o duzym
mimosrodzie jest niewydajne. Zastosowanie regularyzacji pozwala obej$¢ te nie-
dogodnosé, zastepujac staly krok czasu statym krokiem nowej zmiennej niezaleznej.
Dzieki temu mozliwe jest zastosowanie integratora symplektycznego do badania diu-
gookresowych zmian mimosrodu dla wysokich orbit.

Rozdzial czwarty skupia sie na podejsciu analitycznym, a jego glownym celem
jest wprowadzenie nowych zmiennych typu kat-dziatanie. Rozwazania analityczne z
uzyciem formalizmu transformacji KS byly juz proponowane przez Stiefela i Sche-
ifele [43], ale uzmiennili oni amplitudy oscylatora, co nie byto zbyt wygodne, ani nie
uwzgledniato degeneracji uktadu. Pozniejsze podejscia (np. Zhao [49]) byly lepsze,
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ale proponowane zmienne byty osobliwe dla orbit prostoliniowych, a ich stosowa-
nie stawalo sie klopotliwe gdy perturbacje zaleza jawnie od czasu. Dlatego tez w
czwartym rozdziale zostaly zaproponowane nowe zmienne typu kat-dziatanie, oparte
na transformacji Lissajous i zmiennych KS, ktore sa nieosobliwe dla orbit prostoli-
niowych, a cate przeksztalcenie jest w peini kanoniczne i moze by¢ stosowane dla
perturbacji jawnie zaleznych od czasu.
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Rozdzial 1

Zmienne KS

1.1 Ruch keplerowski

Ruch punktu materialnego o masie m wokot punktu o masie mg pod wplywem sity
wzajemnej grawitacji jest opisany przy pomocy kartezjanskiego wektora polozenia
x = (1,79, 23)T, przez réwnania

% + %x ~0, (1.1)
gdzie u = k*(m + mg) to parametr grawitacyjny rowny iloczynowi kwadratu stale;
Gaussa k 1 sumy mas obu cial, a r = ||x||. To samo réwnanie (1.1) opisuje takze
ruch masy m wokot barycentrum uktadu; wtedy jednak parametr grawitacyjny jest
zdefiniowany jako p = k*m3(m + mg) 2. Zagadnienie dwoch cial moze zostac takze
opisane za pomocg kanonicznych rownan Hamiltona. Maja one posta¢

OH . OH
Li = 7o Xi=——, (1=1.3), 1.2
= 5% 9z U ) (1.2)
gdzie X to wektor pedéw kanonicznie sprzezonych z x, a
X-X pu
= — — = 1.3
=-£ (13)

to funkcja Hamiltona. W postaci jawnej rownania (1.2) przyjmuja postaé
i = X; X, =—-Lm, (i=1,2,3). (1.4)

Powyzsze réwnania ruchu sa silnie nieliniowe oraz posiadaja osobliwos¢ dla » = 0,
a wiec w srodku uktadu wspoétrzednych. Odpowiada ona kolizji obu cial zaré6wno w
przypadku wzglednym jak i barycentrycznym.

1.2 Przeksztalcenie Sundmana

Aby wyeliminowa¢ osobliwo$é kolizyjna, zagadnienie dwéch cial mozna zregularyzo-
waé. Regularyzacja odbywa sie poprzez wprowadzenie nowej zmiennej niezaleznej,
czasu Sundmana 7 — fikcyjnego czasu zdefiniowanego poprzez zaleznosé

dt

ar _8 (1.5)
dat r
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gdzie [ jest dowolng staly. Przeksztalcenie to zostalo zaproponowane przez Sund-
mana [44], ktory jednak uzywal bezwymiarowego § = 1. Lepszym wyborem jest
parametr, ktéry ma wymiar dtugosci, dzieki czemu nowa zmienna 7 ma wymiar
czasu. Mozna tez przyja¢ S = na, gdzie n to ruch $redni, zas a to potos wielka
orbity eliptycznej, ktoére powiazane sa ze sobg trzecim prawem Keplera p = n2a?;
wtedy nowa zmienna jest rowna anomalii mimosrodowej £/ w ruchu keplerowskim,
zdefiniowanej réwnaniem rézniczkowym
dE_ na (1.6)
dt r
Oznaczajac przez ' pochodng wzgledem 7, pochodne wzgledem czasu dowolnej

funkcji f mozna wyrazi¢ jako

;B
r 52 " 62 ! gl
Rownanie (1.1) po zamianie zmiennej niezaleznej i pomnozeniu przez r® zostaje
przeksztalcone w
Brx" — B*r'x' + ux = 0. (1.9)

Dzieki regularyzacji nowe roéwnanie nie jest osobliwe dla » = 0. Osobliwo$¢ ta
ma jednak charakter fizyczny (zderzenie obu mas), wiec nie znika bez §ladu: czas
rzeczywisty ¢ w momencie zderzenia ma pochodng ¢ = 0, a réwnanie definiujgce
czas Sundmana (1.5) jest w tym punkcie osobliwe.

Rownanie (1.9) mozna rozwiazac¢ wykorzystujac catki pierwsze zagadnienia dwoch
cial — catke Laplace’a

(e 1% N / /52 H 62 AN
pe = <X-X—;>X— (x-x)x = (X -Xﬁ—;)x—r—Q(x-x)x, (1.10)
oraz caltke energii
x-x pu xX-xX'pB u
p XX p_X XD 111
2 r 2r2 r (L11)
Z (1.10) wynika, ze
I ! 32
Br'x = —pre — ux + #X, (1.12)
co po wstawieniu do (1.9) daje
1.~ R2
Brx" 4 pre — (XQ—Xﬂ — u)2x = 0. (1.13)
r
Wykorzystujac (1.11) otrzymujemy
2hx e
"o

Jest to liniowe réwnanie oscylatora harmonicznego z czestoscia

_ ,/—2—3, (1.15)

12



/Le

i stalym wymuszeniem —
Charakter ruchu zalezy od wartosci h. Gdy h < 0, wtedy w jest liczba rzeczywista
1 rozwiazanie ma postac

/
x(7) = (x(79) + ae) cosw(T — 79) + x (7o) sinw(T — 1) — ae, (1.16)
w
gdzie a to potos wielka orbity, ktéra wynosi a = —£-. Dla h > 0, czesto$¢ w jest

liczba urojong, wiec funkcje trygonometryczne sg zastapione hiperbolicznymi

x'(79)

x(7) = (x(19) — ae) coshw(r — 19) + sinhw(7 — 79) + ae, (1.17)

w

gdzie a = 4 oznacza potos rzeczywista hiperboli. W skrajnym przypadku, gdy

h = w = 0, rozwiazaniem jest parabola

e
x(7) = _2_52<T —70) + X (10) (T — 7o) + x(70). (1.18)

Transformacja Sundmana regularyzuje zagadnienie dwoch cial, a z wykorzysta-
niu catek ruchu mozliwa jest linearyzacja i sprowadzenie do postaci oscylatora har-

monicznego ze stalym przesunieciem zaleznym od wektora Laplace’a.

1.3 Kanoniczne przeksztalcenie Sundmana

Zmiana zmiennej niezaleznej jest takze mozliwa w przypadku réwnan kanonicznych.
Niech H(x,X,t) bedzie dowolna funkcja Hamiltona, a x i X beda odpowiednio
wektorami potozen i kanonicznie sprzezonych pedow. Transformacja Sundmana wy-
maga rozszerzenia przestrzeni fazowej poprzez wprowadzenie nowego hamiltonianu
M(x, X, v*, V*) z nowa parg zmiennych: potozenia v* i pedu V*, ktorego wartosé
jest taka, ze

M =H(x,X,v*)+V*=0. (1.19)
Nowa zmienna v* zastepuje w hamiltonianie fizyczny czas t, gdyz
oM
= =1 1.20
Yo T (1.20)

a wiec v* =t + A, gdzie A = const. Nastepnie wprowadzamy nowy hamiltonian
dt
K=—MH+V")=0. 1.21
SH V) (1.21)

Nawias Poissona dowolnej funkeji f(x, X, v*) z tym hamiltonianem wynosi

dt df

T =7 (1.22)

{/,K} = —{f H+V'} =

a zatem nawias Poissona dowolnej funkcji z hamiltonianem K jest pochodna tej

funkcji wzgledem czasu Sundmana 7. Nalezy pamietaé, ze powyzsza rownosé jest

prawdziwa tylko gdy H+ V* = 0. W szczego6lnosci, dla dowolnego potozenia x; oraz
pedu X;

oK oK

7 aX’L7 v _axi (123)
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oraz

oK dt oK
*\/ __ _ *\/ — _
= Ve
Jesli zastosujemy te transformacje do zagadnienia dwoch ciat z hamiltonianem
(1.3), to

(1.24)

XQ'BXr + V;r - % (1.25)

Sktadnik —% jest staly i nie wplywa na réwnania ruchu, ale nie powinien on by¢
pomijany, gdyz bez niego nie bytby spetniony warunek K = 0. Rownania ruchu
(1.23) maja postacé

K=

Xr x (X-X
= — X =——(——+V*"). 1.26
v= X (55w (1.26)
Roéwnanie dla pedéw mozna uprosci¢ do postaci
X 1 X [
X' =-= — )l =—-—==. 1.2
= (IC+ 6) 25 (1.27)

Otrzymane réwnania nie sg liniowe, a rownanie dla pedéw nadal posiada osobliwos¢
dla r = 0. Jesli z rownan kanonicznych (1.26) wyprowadzimy réwnanie drugiego
rzedu
1 1 X [
x"'= - (X'r+r'X)=- (r’X - ——) ) 1.28

to podstawiajac X = @ = éx’ otrzymamy zregularyzowane réwnanie (1.9), ktore

mozna zlinearyzowa¢ wykorzystujac catki pierwsze, tak jak pokazano wczesniej. Je-
sli jednak chcemy pozostaé przy rownaniach kanonicznych pierwszego rzedu, to do
linearyzacji i regularyzacji zagadnienia konieczna jest dodatkowa transformacja po-
tozen i pedow.

1.4 Transformacja LC

Ruch w zagadnieniu keplerowskim odbywa sie po krzywej ptaskiej lub wzdtuz pro-
stej, a wiec moze by¢ opisany jako ruch w dwuwymiarowej przestrzeni konfigura-
cyjnej z wektorem polozenia x = (x1,25)T. Levi-Civita zaproponowal linearyzacje
dwuwymiarowego zagadnienia dwoch cial [33] poprzez transformacje przy uzyciu
zmiennych zespolonych x = xy + ixs, oraz v = v; + ivy, dang réwnaniem

ar = v?, (1.29)

co jest rownoznaczne z przeksztalceniem zmiennych rzeczywistych

azy = v? —v3, (1.30)
axy = 20109, (1.31)

gdzie a jest dowolnym staltym parametrem wiekszym od zera. Podobnie jak w przy-
padku przeksztatcenia Sundmana, zazwyczaj przyjmuje sie bezwymiarowe o = 1,
ale lepiej jest, tak jak Deprit i Williams [16], wprowadzi¢ dowolne « i gdy parametr
ma wymiar dlugosci, wtedy v takze ma wymiar dlugosci. Przeksztalcenie to nosi
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nazwe przeksztatcenia Leviego-Civity (LC) i jest ono przeksztalceniem konforem-
nym przestrzeni zespolonej, ktére nie jest jednoznaczne, to znaczy prawie kazdemu
punktowi x (poza x = 0) przyporzadkowane sa dwa punkty: v i —v.

Liczby zespolone mozna przedstawi¢ jako macierze

a+ib= <Z _b> , (1.32)

a

przy czym dodawanie i mnozenie zespolone zostaje zastgpione dodawaniem i mno-
zeniem macierzy. Zapisujac w ten sposob przeksztalcenie LC

ey e [ TR
To X1 Uy U1 V2 U1

a nastepnie biorac pod uwage tylko pierwsze kolumny macierzy

) (Z) B (Z; jf) (2) ) (1.34)

otrzymujemy transformacje w postaci wektorowej, zaproponowanej przez Stiefela i
Scheifele [43], z macierza przeksztalcenia

L(v) = (“l _”2> : (1.35)

V2 U1

ktora jest macierzowym zapisem liczb zespolonej v.
Geometryczne znaczenie tego przeksztalcenia mozna poznaé¢ wykorzystujac po-
sta¢ wyktadnicza liczby zespolone;]

T =rexpio, v =tVra expig. (1.36)

Argument liczby zespolonej zmniejszyl sie o potowe, a modul |v| jest pierwiastkiem
modutu oz, co oznacza ze odlegtosé

[v?
o] = 2 (1.37
Mozna to zobrazowaé¢ obserwujac jak transformuje sie elipsa keplerowska. W zmien-
nych kartezjanskich, eliptyczny ruch keplerowski wyraza sie za pomoca anomalii
mimo$rodowej wzorami

x1 = a(cos E — e), To =aV1—e?sinE. (1.38)

Powyzsze rownania sa parametrycznymi rownaniami opisujacymi elipse o poétosi
wielkiej a, mimosrodzie e i potosi matej av/1 — e? ze $rodkiem przesunietym wzdtuz
osi 1 o odlegto$é ogniskowa ae. Punkt najblizszy srodkowi uktadu wspotrzednych
(perycentrum orbity) ma E = 0, a najdalszy (apocentrum) E = 7 i znajduja sie
one na koricach obu poétosi wielkich. Gdy zastosujemy transformacje LC do elipsy
(1.38) i przyjmiemy « = a, rownania przyjmuja postac

E E
01 :ia\/(l—e)cosg, vgzia\/(l—i—e)sing. (1.39)
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Rysunek 1.1: Polowa elipsy keplerowskiej we wspotrzednych (zq,z5) przeksztalca
sie w dwie ¢wiartki elipsy na ptaszczyZznie (vq, vo)

Kat E zostal podzielony przez 2, co oznacza, ze polowa elipsy na plaszczyznie
(21, 22) odpowiada dwom przeciwleglym éwiartkom elipsy na plaszezyznie (vq,vg)
(rys. 1.1). Srodek elipsy na ptaszczyznie (vi,vs) jest przesuniety do érodka ukltadu
wspotrzednych. Perycentrum zostalo odwzorowane na dwa punkty znajdujace sie
na koticach obu potosi matych, a apocentrum na punkty na konicach polosi wielkich
nowej elipsy. Odlegloéé¢ tych punktéw od $rodka uktadu wspotrzednych jest §rednia
geometryczng odpowiednio odleglosci perycentrum lub apocentrum i potosi wielkiej
a (w ogolnosei parametru «).
Gdy zrozniczkujemy (1.38) wzgledem czasu, otrzymamy predkosci

nasin £

i = —asin BE = —————— 1.40
n s 1—ecosE’ (1.40)
. VI—cosE
s =aV1— Fcos EE = V2" €082 (1.41)

1—ecosE

Roéwnania te sa rownaniami parametrycznymi opisujacymi pewna krzywa zwang

hodografem i w tym przypadku opisuja okrag o srodku w punkcie (0, %) i

promieniu —— (rys. 1.2a). Jeli obliczymy predkosci wzgledem czasu Sundmana

(w tym przypadku anomalii mimosrodowej), wtedy otrzymamy réwnania

i = —asinE, (1.42)
ry =av1—e’cosF, (1.43)
ktore opisuja elipse o srodku w poczatku uktadu wspoétrzednych, potosi wielkiej a i

potosi matej b = av/1 —e? (rys. 1.2b). Zrozniczkowanie rownaii w zmiennych LC
(1.39) daje rownania



ktore opisuja dwie potowy elipsy o potosiach %a\/(l +e)i %a\/(l —e) (rys. 1.2b).
Potosie te maja dtugosci bedace $rednimi geometrycznymi potosi wielkiej orbity
oraz odpowiednio odlegltodci apocentrum i perycentrum. Predkosci liczone wzgledem
czasu fizycznego wynosza

Dl:i_na\/(l—e)sing _ nay/(1+e)cos L

=4 1.45
2(1—ecosE) ’ v 2(1 —ecosE) (1.45)

i opisuja nieco bardziej skomplikowana krzywg zamknieta (rys. 1.2a).

2.0 20

I )
05 1.0 15

Y,

-15L -15L

(a) Hodograf dla predkosci # i © (b) Hodograf dla predkosci 2’ i v/

Rysunek 1.2: Hodografy dla e =0.5in =1, a = 1 dla réznych predkosci kartezjan-
skich (pomaranczowe) i LC (niebieskie) liczonych jako pochodne wzgledem czasu
fizycznego (lewy wykres) lub anomalii mimosrodowej (prawy wykres)

1.5 Rozszerzenie kanoniczne transformacji LC

Transformacja (1.34) jest transformacja punktowa, a wiec nowy wektor pedow V
sprzezonych z v mozna otrzymac stosujac rozszerzenie kanoniczne. Mozna tu zasto-
sowa¢ transformacje Mathieu, w ktorej zachowana jest forma rézniczkowa

X-dx =V -dv. (1.46)

Wprowadzajac wielkosci zespolone X = X; +iXo, V = V) + iV, x = x1 + ixg,
v = w1 + vy 1 oznaczajac sprzezenie zespolone dowolnej liczy a jako a, mozemy
zapisa¢ (1.46) w postaci

1 - 1 _
5 (Xdz + Xdx) = 3 (Vdo + Vdv). (1.47)
Rozniczkujae (1.29) otrzymujemy
2
dz = = dv, (1.48)
a
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co po wstawieniu do (1.47) daje

~ (Xodo + Xvdv) = 3 (Vo + Vo). (1.49)

Porownujac wspotezynniki przy dv lub dv otrzymujemy transformacje pedow

2 1
V =—-vX, X =—vV, (1.50)
o' 2r
ktora w zapisie rzeczywistym ma postac
2
V1 :a (U1X1 + UQXQ) 3 (151)
2
Va = (=0 X1 + 01 Xy),
oraz
1
X1 :g <U1‘/1 - Ug‘/g) s (152)
1
X2 :E ('UQ‘/l + ’01‘/2) . (153)

W przeciwienstwie do przeksztalcenia polozen, transformacja ta dla wybranej war-
tosci v jest wzajemnie jednoznaczna.
Funkcja Hamiltona w nowych zmiennych ma postac

poa
7“_8|v|2

QL
V2 - — 1.54
V- o (1.54)

_ Y
H_8r|v|

Hamiltonian ten posiada osobliwos¢ dla » = 0, ale mozna go zapisaé jako H =
a (V2 _ 4p
4r 2 o

Kolejnym krokiem na drodze do linearyzacji zagadnienia jest zastosowanie ka-
nonicznego przeksztalcenia Sundmana dla czasu. Wprowadzamy rozszerzona prze-
strzen fazowa oraz czas Sundmana zdefiniowany réwnaniem (1.5). Wybierajac

) i w tej postaci czynnik w nawiasie nie posiada osobliwo$ci.

a
= — 1.
B=1. (1.55)
oraz korzystajac z (1.21) otrzymujemy nowy hamiltonian
1 2 4 * 2 K
£ = SIVIE+ Vv - £ <o, (150
z roGwnaniami ruchu
oK oK 8V
/ !
vy oV i, Vi oo, el (1.57)
oK oK 8V
=5y, = Vo= g, T T (1.58)
oK  4r oK
*\/ = = — V* ! = — — O 159

Rownania (1.57) i (1.58) sa liniowe i sa réwnaniami dwuwymiarowego izotropowego
oscylatora harmonicznego ze stala czestoscia

1%

a?’

(1.60)

w =
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Wyraz staty —4~ w funkcji Hamiltona K nie ma wpltywu na réwnania ruchu, ale
jego obecno$¢ ma znaczenie dla wartosci V* wynikajacej z koniecznosci przyjecia
V*+H = 0. Od wartosci V* zalezy charakter ruchu. Gdy V* > 0, wtedy czestos¢
w jest liczba rzeczywista i ruch w zmiennych v odbywa sie po krzywej zamknietej —
elipsie. Gdy V* < 0, czestos¢ jest liczba urojona i ruch odbywa sie po hiperboli, a
w szczegOlnym przypadku gdy V* = 0 torem ruchu jest linia prosta. Po przejsciu
do zmiennych kartezjaniskich tor eliptyczny w zmiennych v nadal ma ksztatt elipsy,
a hiperboliczny nadal ma ksztalt hiperboli (cho¢ ich ksztalt sie zmienia i nalezy
pamietac¢ ze jednemu punktowi x odpowiadaja dwa punkty vy i ve, patrz rysunek
(1.1)), ale prosta na ptaszczyznie v staje sie parabola na plaszczyZnie kartezjanskiej

(21, T2).

1.6 Transformacja KS

Odpowiednikiem transformacji LC dla trojwymiarowego zagadnienia dwoch cial jest
transformacja Kustaanheimo-Stiefela (KS), zaproponowana przez Paula Kustaan-
heimo [29] i rozwinieta przez Kustaanheimo i Stiefela [30]. Pierwszym podejsciem
do regularyzacji trojwymiarowego zagadnienia Keplerowskiego byto wykorzystanie
spinoréw, zaproponowane przez Kustaanheimo [29]. Oznaczmy przez o; macierze
spinowe Pauliego

o (50) e (V) (% 0) e

Powyzsza definicja przyjeta przez Kustaanheimo [29] rozni sie kolejnoscia oznaczen
01,049,035 od zwyczajowo przyjmowanej (zazwyczaj o, = 03, 0, = 01, 0, = 03).
Niech s = (57, S2) bedzie dwuwymiarowym wektorem zespolonym, a x = (x1, T2, x3).

Zdefiniujmy macierz
o (S1S1 515,
S=2 (5152 SQSQ) , (1.62)

a wektorowi x przypiszmy macierz

(1.63)

01

- 1 0 . T+ 2 $2+1I3
X—T( )+$101+$202+$3O’3—<x2_i$3 r— 2 .

Transformacja Kustaanheimo jest zdefiniowana poprzez przyréwnanie tych macierzy
X==. (1.64)

Z przeksztalcenia macierzowego mozna tatwo wyprowadzi¢ przeksztalcenie dla po-
szczegbdlnych zmiennych

T = 5151 - 5252,
To = Slgg + 5152, (165)
x5 = i(5152 — S1.92),

a takze
= Slgl + SQSQ = |S|2 (166)

<
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W ten sposob przeksztatcamy trojwymiarowy wektor kartezjanski x w dwie liczby
zespolone, co oznacza dodanie dodatkowego stopnia swobody. Podobnie jak w przy-
padku transformacji LC, drugim krokiem jest regularyzacja poprzez wprowadzenie
nowej zmiennej niezaleznej. Kustaanheimo uzy! uogolnionej transformacji Sund-

mana d ﬁ
T

gdzie 8 to dowolna stata a K to dowolna rzeczywista funkcja ¢,x i x. Zazwyczaj
jednak przyjmuje sie K = 0 i wtedy otrzymujemy zwyklg transformacje Sundmana
(1.5).

Dzieki transformacji Kustaanheimo problem keplerowski zostaje przeksztatcony
w zagadnienie oscylatora harmonicznego z rownaniami ruchu

h
s" = 55 (1.68)

gdzie h jest stala energii. Uzyskanie takiej postaci wymaga przyjecia dodatkowego
zalozenia
S18] — S18) + 5585 — 8555 = 0. (1.69)

Takie zatozenie jest mozliwe, gdyz jak zauwazyl Kustaanheimo, zdefiniowana w
(1.69) forma dwuliniowa nie zmienia swojej wartosci pod wpltywem perturbacji be-
dacych funkcjami potozen i predkosci kartezjanskich oraz czasu.

Transformacje Kustaanheimo mozna w prosty sposob zredukowaé do transfor-
macji Leviego-Civity, wystarczy na przyktad przyja¢, ze Sy i So sg liczbami rzeczy-
wistymi, wtedy

T = Sf - 522,
Tg = 2515, (1.70)
T3 = 0.

Ruch zostal ograniczony do ptaszczyzny zs3 = 0 i otrzymaliSmy w ten sposéb prze-
ksztalcenie dwuwymiarowego wektora (x1,z2) w wektor (51, S3), ktore jest rowno-
znaczne z transformacja LC (1.31). Alternatywnie mozna tez przyjac, ze Sy i Sy sa
liczbami czysto urojonymi, co da nam podobny wynik, tylko w tym wypadku ruch
ograniczy sie do plaszczyzny zo = 0.

Przeksztalcenie zaproponowane przez Kustaanheimo zostato pdzniej rozwiniete
przez Kustaanheimo i Stiefela [30] oraz Stiefela i Scheifele [43]. Porzucony zostal
przez nich pomyst wykorzystania spinoréw i liczb zespolonych, a zastosowany zo-
stal formalizm macierzowo-wektorowy i liczby rzeczywiste. Jesli do rownan (1.65)
wstawimy S7 = vy + ivy oraz Sy = vy + ivs, to otrzymamy transformacje w postaci
rzeczywistej, w formie przedstawionej przez Kustaanheimo i Stiefela [30]

1 :vf—vg—vg—i-vi,
To = 2(v1vs + V30y), (1.71)
x3 = 2(v1v3 — Vay),

ktore zostalo takze przedstawione przy pomocy macierzy

V1 —V2 —V3 U4
Vg V1 —Ug —U3

L(v) = , (1.72)

V3 V4 U1 V2
Vg —V3z V2 —U
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w postaci wektorowo-macierzowej jako
x = L(v)v. (1.73)

W powyzszym rownaniu czwarta sktadowa wektora x zawsze wynosi zero. Przy
takiej notacji niezmiennik (1.69) ma postacé

ViU — V4U] + Vavy — v3Uy = 0. (1.74)

Transformacja KS wyréznia w pewien sposob pierwsza o$ uktadu wspotrzednych.
Wspoétrzedna x; wyraza sie przez kombinacje liniowg kwadratow zmiennych K8,
podczas gdy dwie pozostate wspolrzedne maja posta¢ sumy badz roznicy iloczynéw
dwoch roznych zmiennych.

Drzieki pracom Kustaanheimo i Stiefela [30] oraz Stiefela i Scheifele [43] postac¢
macierzowa transformacji byta powszechnie stosowana, w przeciwienstwie do nieco
zapomnianego pierwotnego sformutowania tego przeksztalcenia przy pomocy liczb
zespolonych i spinoréow. Oba te sposoby przedstawienia transformacji KS, zar6wno
reprezentacja spinorowa jak i macierzowa, ukazuja pewien zwigzek tej transformacji
z algebra kwaternionow [8]. Macierz L wykazuje pewne podobienstwo do reprezenta-
cji kwaternionu jako rzeczywistej macierzy o wymiarach 4 x 4, co zostalo zauwazone
przez Stiefela i Scheifele [43], ale uznane za malo istotna ciekawostke. Algebra spino-
réw w trzech wymiarach jest izomorficzna do algebry kwaternionéw!. Ten zwiazek
7z kwaternionami zostal jednak wykorzystany dopiero przez Vivarelli [48|, a pdzniej
zostal rozwiniety przez Deprit, Elipe i Ferrera [15].

1.7 Opis kwaternionowy transformacji KS
Aby opisa¢ przeksztalcenie KS za pomoca kwaternionow, zdefiniujmy x = (zg,x) =

(x0, 21,9, x3) oraz v = (vo,v) = (vg,v1,v2,0v3), a takze przyjmijmy kwaterniony
jednostkowe

1,0,0,0),
0,1,0,0), (1.75)
)
)

0,0,1,0
0,0,0,1).

Y

€o
€1
€2
€3

(
(
(
(

Korzystajac z tych oznaczen, transformacja KS w postaci kwaternionowej przedsta-
wionej przez Deprit, Elipe i Ferrera [15], moze zosta¢ opisana jako

1
X = avelv. (1.76)

Ta definicja rézni sie od poprzednich. Wprowadzony zostal dodatkowo staty czynnik
a, ktory ma wymiar dtugosci i pelni taka samg role jak w przypadku transformacji
Leviego-Civity, a wiec sprawia, ze v ma takze wymiar dlugosci. Dodatkowo, za-
miast vy wystepuje tutaj vg jako skalarna czes¢ kwaternionu. Transformacja dla

!Podstawowe informacje o algebrze kwaternionéw znajduja sie w dodatku A.
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poszczegblnych sktadowych ma postaé

ATy = O,
2,2 .2 2
ary = vy +v] — vy — U3,
axe = 2(v1v9 — v30), (1.77)

axs = 2(v1vs + va1y),

ktora da sie sprowadzi¢ do postaci (1.71) podstawiajac a = 1 oraz vg = —y.
W praktyce kwaterniony czesto wykorzystywane sa do opisu obrotu wektora w
trzech wymiarach. Kwaternion jednostkowy

0 0
q = (cos i,ﬁsin 5), (1.78)

pozwala pisa¢ obrot dowolnego wektora y wokot osi n o kat 6, w rezultacie ktorego
otrzymujemy wektor z jako

(0,z) = q(0,y)a. (1.79)

Powyzsze réwnanie przypomina definicje transformacji KS (1.76) — jesli zastapimy
kwaternion jednostkowy q kwaternionem zmiennych KS v, wektor z wektorem ax, a
wektor y zastapimy wersorem e;, to otrzymamy doktadnie réwnanie transformacji
KS. Oznacza to ze znormalizowany kwaternion zmiennych KS ﬁ opisuje
obrot wektora e; na kierunek wektora polozenia x. Oczywiscie, kazdy obrot
w trzech wymiarach mozna opisa¢ przy pomocy macierzy obrotu. Taka macierz R(q)
mozna wyrazi¢ poprzez sktadowe kwaternionu q, nazywane parametrami Eulera-
Rodriguesa, jako

B+E—G—6G 209 — 29093 20143 + 2qoqe
R(q) = > 20102 + 2300 @+ B — a3 —ai 24203 — 2qom . (1.80)
20193 — 2qoq2 2¢2q3 + 2q0q1 @+a—a—a

Dzieki powiazaniu zmiennych KS z obrotem, mozemy zapisa¢ transformacje KS przy
pomocy macierzy jako
ax = R(v)e. (1.81)

Powigzanie transformacji KS z obrotem zostato zauwazone przez Stiefela i Sche-
ifele [43], ale nie zbadali oni tego dokladniej. Pézniej to powigzanie rozwazala takze
Vivarelli [48|, a nastepnie Saha [41].

Juz od pierwszego sformutowania transformacji przez Kustaanheimo, we wzo-
rach ja opisujacych, widaé, ze w pewien sposdb wyrdzniona jest pierwsza o$ uktadu
wspohrzednych. Jest to szczegblnie widoczne w formalizmie kwaternionowym [15],
gdzie we wzorze opisujacym transformacje wystepuje kwaternion e;. Tymczasem w
wielu zagadnieniach tradycyjnie wyr6zniong osig jest trzecia o$ uktadu wspotrzed-
nych. Wybor pierwszej osi moze wynika¢ z faktu, ze Kustaanheimo, przed opubli-
kowaniem pracy poswieconej regularyzacji zagadnienia keplerowskiego za pomoca
spinorow, uzywat formalizmu spinorowego w szczegélnej teorii wzglednosci, gdzie
tradycyjnie w przeksztatceniu Lorentza predkosé skierowana jest wzdiuz pierwszej
osi. Inng definicje zastosowali Cordani [13] i Saha |41| wyrézniajac trzecia o$ uktadu,
ale ten fakt nie zostal wykorzystany w zaden istotny sposéb. Okazuje sie jednak, ze
jak pokazemy dalej, wybor odpowiedniej definicji transformacji KS moze prowadzié
do uproszczenia niektorych wyrazen i w rezultacie uproszczenia obliczen.
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1.8 Transformacja KS z dowolnym wektorem defi-
niujacym

Do zdefiniowania innych wariantow transformacji KS uzyjemy transformacji w po-
staci Deprit, Elipe i Ferrera, ale kwaternion e; zastapimy dowolnym kwaternionem
jednostkowym ¢ = (0, ¢), otrzymujac

Ly (1.82)

X = —VCV. .

«
Oczywiscie mozliwa jest jeszcze ogolniejsza definicja, w ktorej ¢ = (co, c), ale dla
takiej transformacji dodatkowa sktadowa wektora kartezjanskiego nie wynosi zero i
ma wartosé ‘

To = Eo(vg +v] 4+ V3 4 v3) = cor. (1.83)

Z tego powodu przyjmujemy wiec ¢g = 0. Transformacje (1.82) mozemy zapisa¢
przy pomocy macierzy R (1.80) jako

ax = R(v)c. (1.84)
Alternatywnie mozna wykorzystaé¢ zapis wektorowy
ax = (vj —v-v)c+2(cv)v+2uv X c (1.85)

Podobnie jak wezesniej, transformacja KS moze by¢ interpretowana jako ztozenie
obrotu wektora ¢ na wektor x i jego skalowania. Obrot wektora w trzech wymiarach
opisywany jest przez kwaternion jednostkowy q = I\\j_\’ a czynnikiem skalujacym jest
r=|x =M.

PLatwo zauwazy¢, ze transformacja ma najprostsza posta¢ w trzech przypadkach:
gdy ¢ = (1,0,0) (klasyczna transformacja KS), ¢ = (0,1,0) lub gdy ¢ = (0,0,1)
(wariant transformacji stosowany np. przez Cordaniego [13]), a wiec gdy wektor c
jest skierowany wzdtuz jednej z osi przyjetego uktadu wspotrzednych. Nazwijmy
te transformacje odpowiednio KS1, KS2 i KS3. W pozostatych przypadkach prawe
strony rownan transformacji beda kombinacjami liniowymi prawych stron réwnan

dla tych trzech podstawowych wariantéw transformacji KS.

1.9 Transformacja odwrotna

Istotng cecha transformacji KS, znana juz od pierwszej publikacji Kustaanheimo,
jest to, ze nie jest ona wzajemnie jednoznaczna. Jeden kwaternion w przestrzeni KS
v odpowiada jednemu wektorowi w przestrzeni kartezjanskiej x, ale temu samemu
wektorowi x mozna przypisac¢ rézne kwaterniony zmiennych KS. W przypadku trans-
formacji z wektorem definiujagcym c, jesli v odpowiada wektorowi x, to dla dowolnego
kata ¢ kwaternion

w = v(cos ¢, csin ¢), (1.86)

bedzie generowal ten sam wektor x. Udowodnié¢ to mozna wstawiajac powyzsze do
definicji (1.82) i zauwazajac, ze

(cos ¢, csin ¢)c(cos ¢, —csin ¢) = c. (1.87)
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Zbioér wszystkich kwaternionéw odpowiadajacych danemu wektorowi kartezjanskiemu
nazywany jest witoknem (ang. fiber, patrz [40]), albo wioknem Hopfa (ktory jako
pierwszy, na dlugo przed pracg Kustaanheimo opisat przeksztatcenie trojwymiaro-
wej sfery na sfere dwuwymiarowa, ale bez powiazania tego z dynamika [25]). Ze
wzgledu na te niejednoznaczno$é, transformacje odwrotna mozna zdefiniowaé¢ na
wiele sposobow. Jesli wezmiemy pod uwage interpretacje transformacji KS jako ob-
rotu wektora definiujacego ¢ na wektor x, to najbardziej oczywistym takim obrotem
jest obrdt o kat # miedzy tymi wektorami wokot osi prostopadtej do obydwu z nich
(czyli wokol wektora n = ¢ x x). Jesli wezmiemy

c X c-X . CXX CXX
cosf = = , nsinf = = 7
lc||x| r c||x| r
to
0 r4+c-x .0 C XX
CoS — =4/ ———, nsin — =

2 ol ren)

Nastepnie, korzystajac z definicji kwaternionu q reprezentujacego obrot (1.78) i z
faktu, ze v = |v|q = /arqg, otrzymujemy

v = \/; (m m) : (1.88)

Ta transformacja moze by¢ stosowana jedynie gdy c-2 > —1. Gdy c¢-2 = —1,
powyzsze réwnanie posiada osobliwos¢. Wynika to z faktu, ze wektory ¢ i x s3
wtedy antyréwnolegte i wektor n prostopadty do nich nie moze by¢ wyznaczony za
pomoca iloczynu wektorowego. W tej sytuacji musimy przyjacé definicje

v =ar(0,7), (1.89)

gdzie n to dowolny wektor prostopadly do c i x, czyli taki, ze ¢c-n = x-n = 0.
Kwaternion (0,7) odpowiada obrotowi o 180° woko6t n. Inny wariant transformacji
odwrotnej podal Saha [41], przyjmujac ze czesS¢ skalarna v wynosi zero. Mozna to
uzyska¢ mnozac prawa strone poprzedniej definicji (1.88) prawostronnie przez przez
(0, ¢), co na mocy (1.86) powoduje jedynie zmiane potozenia na wtoknie, a wiec takie
zmienne odpowiadaja temu samemu wektorowi x. Tego typu zmienne nazwiemy
wektorem Sahy i bedziemy oznaczaé jako vg. Otrzymany wynik ma prosta posta¢

a
=+, /——= (0 dl x> —1. 1.90
Vs 2r<1+c.§(>(,x+rc), a c-X (1.90)

Gdy c - & = —1 stosujemy definicje taka samg jak poprzednio (1.89). Jesli zinter-
pretujemy zmienne KS jako obrot, to kwaternion vg/|vs| odpowiada obrotowi wokot
osi znajdujacej sie miedzy wektorami ¢ i x o kat 180°. Mozliwe jest takze przyje-
cie innych wariantoéw transformacji odwrotnej, dostajac inne wartosci v nalezace do
tego samego wlokna odpowiadajacego wektorowi x. Dla dowolnego kwaternion v z
vg # 0 mozna wyliczy¢ vg na tym samym wtoknie korzystajac z formuly

vs = tvqg, (1.91)

24



Rysunek 1.3: Rzut wlokna na przestrzen trojwymiarows [7].

gdzie
(v-c,v0c)

) 1.92
v+ (v-c)? (1.92)

qs =

Dzieki takiej redukcji mozliwe jest przedstawienie ewolucji zmiennych KS w trzech
wymiarach, jako wykres v(t).

Na rysunku (1.3) przedstawiono geometryczna interpretacje wlokna. Naryso-
wane zostata czes¢ wektorowa wszystkich kwaternion6w nalezacych do jednego wtékna
odpowiadajacego wektorowi potozenia x. Konce wektoréow tworza elipse znajdujaca
sie na plaszczyznie zawierajacej wektor ¢ + = i prostopadlej do plaszczyzny zawie-
rajacej wektory c i x. Polo$ wielka tej elipsy skierowana jest wzdluz wektora Sahy,
a kat [ opisuje pozycje na tym wltoknie. Mimosrod elipsy zalezy od kata pomiedzy
wektorami ¢ i x. Gdy sa one antyréwnolegle, elipsa staje sie okregiem, a gdy sa
rownolegle elipsa degeneruje sie do postaci odcinka skierowanego wzdluz wektora
c. Czes¢ skalarna vy ma taka wartosé, aby wlokno w przestrzeni czterowymiarowej
byto okregiem, czyli taka, ze v3 + |v|? = |v4|[%. Oznacza to, ze czesé skalarna jest
najwieksza gdy kat 5 wynosi 90° lub 270°, czyli gdy wektor v jest skierowany wzdtuz
potosi matej elipsy i jest prostopadty do v;.

1.10 Rozszerzenie kanoniczne transformacji KS

Gdy chcemy korzysta¢ z formalizmu Hamiltona konieczne jest znalezienie pedow
V sprzezonych kanonicznie ze zmiennymi v. Transformacja KS (1.82) jest trans-
formacja punktowa, wiec jej rozszerzenie kanoniczne mozemy znalez¢ przy pomocy
trasformacji Mathieu, badajac zachowanie formy rozniczkowe]

X-dx=V-dy, (1.93)
gdzie X to pedy kanonicznie sprzezone z x. Przyjmujemy przy tym ze Xy = 0.

Procedura znalezienia pedéw nie rézni sie od tej, ktora przedstawili Deprit i in. [15]
lub Kurcheeyeva [28| dla klasycznej transformacji z wektorem e;. Zastepujac go
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dowolnym c, otrzymujemy

Vcv
X=—. 1.94
2r ( )
Czes¢ wektorowa ma postaé
1
X = V)V+(wVo —v- Vie+ (Vv +uV) x e+ (e V)v].  (1.95)
r

Czes¢ skalarna X, ktora zgodnie z wczesniejszym zatozeniem powinna wynosi¢
zero, mozna przedstawi¢ jako

J-c

2r

gdzie wektor J mozna przedstawi¢ przy pomocy iloczynu wektorowego kwaternionéw

Xo = (1.96)

J=[GAV]" = —0pV +Vov+v x V. (1.97)

Jesli hamiltonian H jest funkcja potozen i pedow kartezjanskich (to znaczy zalezy
jednie od wektorow x i X) oraz czasu, to Xy = const. Najprostszym uzasadnieniem
tej wlasnosci moze by¢ proste spostrzezenie: X, = % = 0. Jednakze ze wzgledu na
specyficzny charakter zmiennej xg, lepszym uzasadnieniem jest zbadanie nawiaséw
Poissona { Xy, z;} oraz { Xo, X;}, ktore (jak stwierdzili Deprit iin. [15]) maja wartos¢
zero. Poczatkowo przyjeta wartos¢ Xy = 0 nie ulegnie zmianie. Wyrazenie J - ¢
odpowiada niezmiennikowi (1.69) w sformutowaniu Kustaanheimo.

Mimo znalezienia kanonicznego rozszerzenia transformacji KS nalezy pamietad,
ze nie jest to w pelni transformacja kanoniczna, gdyz ze wzgledu na zwickszenie
liczby stopni swobody z trzech (wektor kartezjanski) do czterech (kwaternion KS)
nie jest ona wzajemnie jednoznaczna, ale zachowuje ona réwnania Hamiltona.

Transformacja odwrotna pedéw ma postac

IXVE
v = 22V (1.98)
(8}

Ta postac¢ jest jednoznaczna, ale wartos¢ V zalezy od v. Poniewaz jednemu ustalo-
nemu X odpowiada zbior réznych v, jednej parze x i X odpowiada zbior par kwa-
ternionéw v i V.

1.11 Ruch keplerowski w zmiennych KS

Funkcja Hamiltona zagadnienia keplerowskiego (1.1) zalezy jedynie od dtugosci wek-
torow potozenia i pedu oraz od stalego parametru p. Jesli obliczymy normy kwa-
ternionow w réwnaniach (1.82) oraz (1.94), to otrzymamy dtugosci wektorow pedu
i polozenia wyrazone przez zmienne KS

1 2
— =, 1.99
= r ==} (1.99)
a V|
IX| ==—.
2 |v|
Poniewaz xy = 0, to |x| = |v|. W przypadku transformacji pedow takze X, = 0,

ale X jest funkcja zmiennych KS i moze mieé niezerowe pochodne czastkowe, wiec
formalnie

1
IX|? = |X]? - X2 = 2_\v|2 — X;. (1.100)
T
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Zmienna X, wystepuje w kwadracie, co oznacza, ze jej pierwsze pochodne czastkowe
takze wynosza zero, wiec moze ona zosta¢ w praktyce pominieta. W sytuacji gdy
istotne sa drugie i dalsze pochodne (np. w réwnaniach wariacyjnych) czton X2 bedzie
wplywal na otrzymany wynik. Roéwnosci (1.99) nie zaleza od przyjetego wektora
definiujacego c, co oznacza, ze zaréwno odlegtosé od srodka uktadu wspolrzednych
r jak i kwadrat dlugosci wektora pedow |X|? maja identyczng posta¢ dla kazdego
wariantu zmiennych KS, a funkcja Hamiltona dla zagadnienia keplerowskiego w
zmiennych KS ma postaé

a VP p
T4 2

Nastepnym krokiem jest zastosowanie kanonicznej transformacji Sundmana. Po-
przez rozszerzenie przestrzeni fazowej o zmienna v* oraz stowarzyszony z nia ped
V*, wprowadzamy nowa funkcje Hamiltona

Ho (1.101)

Mo =Ho+ V* =0, (1.102)

a nastepnie definiujemy nowa zmienng niezalezng okreslong rownaniem rozniczko-

wym
dr «
— = — 1.103
dt  4r’ ( )
i nowa funkcje Hamiltona
dt
Ko = —M. 1.104
o= 2 M (1.104)
Hamiltonian keplerowski po takiej transformacji ma postaé
\V/ 2 |V/* 2
PO LA L (1.105)

2 a? 2 4o

Dzieki regularyzacji, z czesci keplerowskiej znikneta osobliwosé dla » = 0. Co wiecej,
rOwnania ruchu

,_ 0Ky o OKo )

v; oy, Vi LT e T —w;, 1=0.3, (1.106)
gdzie
w? = 8;;. (1.107)
Mozna to zapisa¢ za pomoca kwaternionéw jako
vV =V, V' = —wv. (1.108)

Roéwnania te trzeba uzupelni¢ réwnaniami dla zmiennych v* oraz V*, ktére maja
postaé

Y=g =T,

ov*: «

Rownania ruchu keplerowskiego staly sie w ten sposob réwnaniami czterowymia-
rowego izotropowego oscylatora harmonicznego o statej czestosci w, zalezacej tylko
od wartosci V*, ktora jest stala i rowna —Hy (w ogolnosci, w zagadnieniu zabu-
rzonym V* = —H, czyli ma warto$¢ rowng catemu hamiltonianowi z zaburzeniem i

(V*) = 0. (1.109)
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niekoniecznie jest state). Od znaku V* zalezy charakter ruchu. Gdy V* > 0, wtedy
w? > 0 i ruch jest ograniczony, a rozwigzanie ma postaé

v(T) = ucoswTt + — sinwr, V(7) = Ucoswr — uwsinwr, (1.110)
w

gdzie u = v(0), U = V(0) to wartosci poczatkowe. W przypadku gdy w? < 0, wtedy
funkcje trygonometryczne sa zastgpione hiperbolicznymi, ruch nie jest ograniczony,
a rozwigzanie ma postac

U
v(7) = ucoshwt + — sinhwr V(7) = Ucoshwr + uw sinh wr. (1.111)
w

W przypadku granicznym, gdy w? = 0, ruch w zmiennych KS jest ruchem jedno-
stajnym prostoliniowym

v(t)=u+Ur  V(r)=U. (1.112)

Ruch po elipsie i hiperboli w czterowymiarowej przestrzeni zmiennych KS przektada
sie na ruch eliptyczny lub hiperboliczny w zmiennych kartezjanskich. Z kolei ruch
po prostej odpowiada ruchowi po paraboli w przestrzeni kartezjanskiej.

1.12 Powigzania miedzy calkami ruchu oscylatora i
orbity keplerowskiej

Hamiltonian Ky, jesli nie dodamy do niego zadnych zaburzen, moze zosta¢ podzie-
lony na cztery osobne oscylatory jednowymiarowe

3
Ap
Ky = — 2 N, =0, 1.113
0= +; (1.113)
gdzie
1
N =5 (VE+whe?) = B (1.114)

Kazde N jest calka ruchu tego zagadnienia, ale tylko trzy z nich sa niezalezne, gdyz
s3 one powigzane zaleznoscia Ky = 0. Dla tego ukladu mozemy znalezé¢ wiecej catek.
W tym celu wprowadZzmy czterowymiarowy tensor Fradkina [19]:

vy,

w

Ej = + Wwo;v;. (1115)
Ze wzgledu na symetrie daje to 10 réznych catek, z ktorych nie wszystkie sg nie-
zalezne, przy czym Fy; = 2F;/w. Inny zestaw calek pochodzi z tensora momentu

pedu
Lij = Ui‘/}' - Uj‘/;. (1116)

Tworzy on antysymetryczna macierz, w ktorej znajdujemy 6 calek (takze nie sa
niezalezne). Latwo mozna pokazaé, ze

L}, = FF;; — F}, (1.117)

17"
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Elementy tensora L mozna powiazac z iloczynem wektorowym kwaternionow
(V N V)u = (L()l + ng)el + (ng + L31)€2 + (Log + ng)eg, (1118)

oraz
(\_/ A \7)n = (LIO + L23)61 + (L20 + L31)62 -+ (L30 + L12)eg. (1119)

Biorac pod uwage, ze Xy = (VA V) -c/2r = 0, otrzymujemy pewne ograniczenie dla
momentu pedu oscylatora.

7 jednej strony, uktad opisywany przez K jest czterowymiarowym oscylatorem
harmonicznym, 7 drugiej strony wciaz jest to hamiltonian, ktoéry opisuje ruch ke-
plerowski, a wiec klasyczne calki ruchu zagadnienia keplerowskiego (caltka energii,
momentu pedu oraz wektor Laplace’a) takze musza by¢ catkami ruchu i powinny sie
wyraza¢ poprzez calki oscylatora. Najprostszy jest przypadek catki energii

X-X pu

_— == 1.12
h=m -k (1.120)

ktora jest rowna co do wartosci pierwotnemu hamiltonianowi Hg, przed rozszerze-
niem przestrzeni fazowej i regularyzacjg. Caltka h jest wiec réwna

h= %ICO —v (1.121)
W przypadku catki momentu pedu G, zwanej takze caltksa pol, wyrazonej wzorem
G =xxX, (1.122)
warto zaczaé¢ od zauwazenia, ze
x X X = (x A X)" + Xox. (1.123)

W powyzszym réwnaniu pominiety zostal sktadnik —xgX, ktory pojawitby sie z
prawej strony, gdybySmy rozpatrywali dowolne kwaterniony. W tym przypadku
wykorzystujemy fakt, ze xo = 0. Pomimo ze X takze jest réwne co do wartosci zeru,
nie pomijamy go, gdyz w przeciwienistwie do zg, jest on pewng funkcja zmiennych
KS, ktora ma niezerowe pochodne, co niekiedy moze by¢ istotne. Oczywiscie, czesto
(na przyktad kiedy interesuje nas tylko warto$¢ momentu pedu) sktadnik Xox jest
takze pomijalny. Majac (1.123) mozemy podstawi¢ definicje transformacji KS i
wykorzystujac wlasnosci iloczynu mieszanego (A.13) uzyskaé

(vev) A (Vev)  (ve) A (Vewv) (V) A (V) vAV

/\ X == = —
X 2ar 2ar 2 2 7

(1.124)

CO 0Znacza ze

(VAV)
2

1 : ”
G = + Xox = 3 (V AV + 2VC\_/> . (1.125)

ar
Ten sam wynik pojawil sie w pracy [15], ale zostal uzyskany przy pomocy obliczen
z wykorzystaniem oprogramowania do obliczen symbolicznych. Tymczasem wyko-
rzystanie algebry kwaternionéw pozwolito uzyskaé¢ powyzszy wynik w dos¢ prosty
sposob. Idac dalej uzyskujemy

G = ((L01 + ng)el + (L02 + L31)82 =+ (Log + ng)eg) + X()X. (1126)

N | —
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Wektor definiujacy ¢ nie wystepuje w definicji G, pojawia sie jedynie posrednio
poprzez Xj.

Wektor Laplace’a (zwany czasem wektorem Laplace’a-Rungego-Lenza, albo po
prostu wektorem mimosrodu) wyraza si¢ poprzez zmienne kartezjanskie jako

pe =X x G — ux. (1.127)

Aby opisa¢ go przy pomocy zmiennych KS, warto przeksztatcié podwojny iloczyn
wektorowy X x G = X x (x x X), otrzymujac posta¢ ze wzoru 1.10

pe = <X - X - %) x — (x- X)X. (1.128)

Wyrazenie x - X traktujemy w podobny sposéb jak poprzednio iloczyn wektorowy
x A X, tym razem wykorzystujac whasnosé¢ (A.13)

(vev) - (Vev)  V-cwev vV (1.129)
2ar - 2ar 2 '

XX =

Pozwala to nam zapisa¢ wektor Laplace’a przy pomocy zmiennych KS

1 V-V 2u (J-c)? v-v o) T
= — _ — V : 1.1
He=79, {(( 2 o * 2ar )" 2 < (1.130)

Otrzymane wyrazenie jest do$é¢ ztozone, ale mozna je przeksztalci¢ do postaci

aw alk
pe = —TEC - XoG + 4—Tox. (1.131)

Dwa ostatnie sktadniki wynosza zero, gdyz Xy = 0, a Ky = 0 dla niezaburzonego
zagadnienia keplerowskiego. Macierz E ma postac

En Fiog — Foz  Fiz+ Foo
E= F12 + F03 E22 F23 — F02 s (1132)
Fis — Foo  Faz + Foy FEs3

z elementami na przekatnej

F00+F11—F22—F33 &—l— 4,U,

Ell - — —_— — FQQ - F’gg7 (1133)
2 w ow
Foo— Fin+ Fog — F33 Ko 4p

Ey = = — 4+ ——-F; - F 1.134

22 5 5 + " 11 33, ( )

Foo — Fi1 — F F: 4

Fas — 00 11 22+ I'33 & + S Fii — Fy. (1.135)

2 w ow

Latwo zauwazy¢ podobienistwo macierzy E do macierzy obrotu R obecnej przy trans-
formacji KS (1.80). W przeciwienistwie do momentu pedu G, w sposob jawny wyste-
puje tutaj wektor definiujacy c, a wiec posta¢ wektora mimosgrodu zalezy od wyboru
tego wektora.
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1.13 Wplyw niezmiennika J - ¢ na dynamike

W poprzednim podrozdziale uzyskano definicje catek ruchu wyrazonych przy po-
mocy zmiennych KS. W definicjach tych pojawia sie czynnik X, = % Transfor-
macja KS ograniczona jest do podprzestrzeni Xy = 0, wiec przy obliczaniu wartosci
liczbowych pominiecie lub uwzglednienie tego sktadnika nie zmienia wyniku. Nie-
zmiennik ten ma jednak niezerowe pochodne wzgledem potozen i pedow KS, wiec
jego obecno$¢ w funkcji Hamiltona zmienia réwnania ruchu. Warto wiec zbadaé jego
wplyw na trajektorie badanego uktadu.

Zacznijmy od oczywistej obserwacji, ze nawias Poissona { Xy, X;} = {Xo,z;} =0
dla 7 # 0. Oznacza to ze dowolna funkcja postaci M = J - c®, dodana do funkcji
Hamiltona, nie zmienia trajektorii w przestrzeni kartezjatniskiej. Co wiecej, jesli ory-
ginalny hamiltonian K jest funkcja tylko i wylacznie kartezjariskich potozeri i pedow
(czyli odpowiada jakiemu§ fizycznemu ukladowi, a nie jest dowolna funkcja zmien-
nych KS), to nawias Poissona {K, M} = 0, co oznacza, ze rozwiazanie dla réwnan
ruchu bedzie ztozeniem rozwiazan generowanych przez obie te funkcje osobno. Ko-
rzystajac z formalizmu kwaternionowego, kanoniczne rownania ruchu generowane

przez M mozna zapisaé jako
vV ={v,M}=—-dv, V ={V,M}=-dVc. (1.136)

Rozwigzaniem takiego ukladu roéwnan jest

v=u(cos¢,singc), v =u(cosq,singc), (1.137)
gdzie u i U to state, a ¢ to pewna funkcja spetniajaca ® = —¢’. Mozna to udowodnié¢
w prosty sposob, wykorzystujac (A.27):

vV = u(—sin@,cos ¢c) ¢ = u(cos @, sin ¢é) (0,¢) ¢’ = veg, (1.138)
i podstawiajac ® = —¢’, co prowadzi do wyjsciowego uktadu réwnan.

Jesli porownamy ten wynik z (1.82), to okazuje sie, ze wszystkie punkty na-
lezace do trajektorii wyznaczonej przez to rozwigzanie lezg na jednym wiloknie, co
dodatkowo potwierdza, ze dodanie M do funkcji Hamiltona nie zmienia rozwigzania
dla zmiennych kartezjanskich (x,X), ale wpltywa na trajektorie w zmiennych KS,
generujac dodatkowy ruch na wtoknie.

1.14 Ptlaszczyzna Leviego-Civity

Wyrazenie J-c petni kluczowsa role w transformacji KS. Dla dowolnych kwaternionow
zdefiniujemy forme dwuliniowa

J(u,w)=(UAW) -c=—uyw-c+wou-c+ (ux w)-c. (1.139)

Jesli ruch ogranicza sie do podprzestrzeni rozpietej przez dwa kwaterniony, dla kto-
rych J(u,w) = 0, transformacja KS redukuje si¢ do transformacji LC. Taka pod-
przestrzen zostala nazwana przez Stiefela i Scheifele [43]| ptaszczyzna Leviego-Civity.
Dla dowolnego kwaternionu jednostkowego u, drugi kwaternion bazowy w mozna
uzyskaé dzieki rownaniu

w = u(0, f), (1.140)
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gdzie f to dowolny jednostkowy wektor prostopadly do wektora definiujacego c.
Majac zdefiniowang te ptaszczyzne nalezy spyta¢, w jaki sposob ruch w plaszczyznie
LC przektada sie na ruch w przestrzeni kartezjarniskiej. Niech wektor w przestrzeni
KS bedzie kombinacja liniowa wektoré6w bazowych

v =u+nw = u(y, nf), (1.141)

gdzie 1 i n sa rzeczywiste i maja wymiar dtugoéci. Stosujac transformacje KS
otrzymujemy

ax = u(y, nf)c(y, —nf)u. (1.142)

Wyrazenie posrodku mozna wyliczy¢ wykorzystujac definicje mnozenia kwaternio-
now i rozwijajac podwojny iloczyn wektorowy

(0, mE)c(p, —E) = (0, (% = 1P)e + 20 x ¢+ 27(£ - O)f). (1.143)
Wstawiajac to do wezesniejszego rOwnania, otrzymujemy
ax = (¥* — n*)u(0, c)u + 2¢nu(0,f x c)u + 2n*(f - ¢)u(0, f)u. (1.144)

Gdy zgodnie z przyjetym zaltozeniem wektory f i ¢ sa prostopadte, catosé¢ redukuje
sie do postaci

1 1
X = —(U" =0’ )xa + —2ms, (1.145)

gdzie
x; = u(0, c)u, xo = u(0,f x c)u. (1.146)

Kwaterniony x; i xo maja czes$¢ skalarng wynoszaca zero. Ruch w przestrzeni karte-
zjanskiej odbywa sie wiec w plaszczyznie rozpietej przez dwa wektory x; i xo, bedace
czesciami wektorowymi tych kwaternionéw. Rownanie (1.145) jest tez identyczne z
rownaniem transformacji L.C, a parametry v i n pelnia role zmiennych LC. Oznacza
to, ze ruch keplerowski w plaszczyznie (x1,x3) przeksztalca sie na dwuwymiarowy
oscylator harmoniczny w plaszczyznie Leviego-Civity.

1.15 Obracajacy sie uklad wspolrzednych

W wielu zagadnieniach mechaniki nieba wprowadza sie obracajacy sie uklad od-
niesienia. Czesto pozwala to usunaé¢ jawna zaleznos¢ od czasu z potencjalu. W
zagadnieniu ruchu sztucznych satelitow uktad, ktérego osie obracaja sie wraz z pla-
neta pozwala usunaé¢ jawna zalezno$¢ od czasu z tesseralnej czesci geopotencjatu
(np. Segerman i Coffey [42]). Z kolei w ograniczonym kotowym zagadnieniu trzech
cial jedng z osi uktadu wspotrzednych okresla sie tak, aby przechodzita przez dwa
glowne ciala (np. Szebehely [45] lub Kurcheeva [28]). W zagadnieniu ruchu ko-
met w Obloku Oorta zaburzanego przez ptywy galaktyczne wygodnie jest umiescic
pierwsza o$ uktadu tak aby byta skierowana do centrum Galaktyki, a srodek uktadu
odniesienia znajdowal sie w barycentrum Ukladu Stonecznego (np. Breiter et. al
[4])-

Ze wzgledu na wykorzystanie kwaternionéw do opisu transformacji KS, przejscie
do obracajacego sie uktadu wspoétrzednych wygodnie bedzie opisaé takze za pomoca
tego formalizmu. Jesli x to wektor polozenia w ukladzie nieobracajacym sie, a
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x* = (x7, x5, z%) to ten sam wektor w uktadzie obracajacym sie wokot osi n ze stala
predkoscia katowa €, to korzystajac z definicji kwaternionu opisujacego obrot (1.78),

Ot Qt Qt Qt
(0,x*) = (cos 7,nsin 7) (0,x) (cos > —nsin 7) : (1.147)

Nastepnie mozemy znalez¢ rozszerzenie kanoniczne takiej transformacji badajac
zachowanie formy

—Hdt + X -dx = —H"dt + X* - dx". (1.148)
Jesli
dx* = [q(dx)q + (4xG + gx@) dt]* = [q(dx)g + (qax* +x"aq) dt]", (1.149)
to
X-dx = X"+ q(dx)g = gX*q - dx, (1.150)

a wiec transformacja pedéw polega takze na obrocie
X = gX*q. (1.151)

Transformacja ta jest jawnie zalezna od czasu, wiec do funkcji Hamiltona dodana
zostaje reszta

H="H —X" (95" +x"qq) . (1.152)
Jesli zauwazymy, ze
= 9
49 =qq = (0, n), (1.153)

to zamieniajac cyklicznie zmienne w iloczynie mieszanym (zgodnie z (A.13)) otrzy-
mujemy
* Q VENES YA * * *
H:%—E(O,c)~(Xx—xX):7—[ —Q(0,c) - (x* x X*). (1.154)
Wielkos¢ x* x X* to moment pedu, ktéry oznaczymy jako G. Reszta jest wiec
rzutem wektora momentu pedu na 0§ obrotu pomnozonym przez predko$¢ obrotu
Q2. Obrot nie zmienia dlugosci wektoréw

x| =|x"[=r [X[=]X], (1.155)

wiec hamiltonian zagadnienia Keplerowskiego bedzie miat postac

XX oG (1.156)

H= 2 T

Aby przejs¢ do zmiennych KS wykonujemy standardowa transformacje dla zmien-
nych w nowym uktadzie odniesienia

ax® = vcv, 2rX* = Vcv. (1.157)

oraz regularyzacje przeksztalceniem Sundmana. Moment pedu w zmiennych KS zo-
stal znaleziony wezesniej i wyraza sie przez rownanie (1.126), a jego rzut na o$ obrotu
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nie zmienia si¢ pod wpltywem tego obrotu. Hamiltonian zagadnienia keplerowskiego
w obracajacym sie uktadzie odniesienia w zmiennych KS ma wiec postaé

K:V-V+8V*v-v 4pu 4Qv-v(

VAV + Qx) - (0,n). (1.158)

2 az 2 « o? ar

W tym hamiltonianie pojawia si¢ wyraz zawierajacy czynnik J - c. Zgodnie 7z
podrozdziatem 1.13 mozemy doda¢ do funkcji Hamiltona dowolne wyrazenie zawie-
rajgce ten czynnik, co nie bedzie miato wptywu na ruch w przestrzeni kartezjanskiej.
Dodajmy wiec

= _ar X - (O7 n>’ (1159)

dzieki czemu otrzymamy funkcje Hamiltona
B V-V+8V*v-v dp 2Qv-v

- 2

K’ (vAV)-(0,n). (1.160)

2 a? 2 «Q «

1.16 Ruch keplerowski w obracajacym sie ukladzie
odniesienia

Rozwigzanie réwnan ruchu keplerowskiego w obracajacym si¢ ukladzie wspotrzed-
nych byto takze opisywane jako rozwiazanie tworzace ograniczonego kotowego zagad-
nienia trzech cial w przypadku granicznym, gdy stosunek mas dwoch gtownych mas
dazy do zera. Rozwigzanie tego problemu w zmiennych KS wyprowadzili Ahmad i
Huda [1], ale jak pokazal Hasssan [23], uzyte zostaly niewlasciwe i zbyt szczegolne
wartosci statych calkowania. Przedstawil on swoje rozwiazania w pracach [23] 1 [24].
Niestety, rozwigzania te wyrazone sa przez elementy keplerowskie orbity, przez co
ich zastosowanie wymaga przechodzenia do wspoétrzednych kartezjanskich. Pelne
rozwigzanie wyrazone w calosci przez zmienne KS z wykorzystaniem formalizmu
kanonicznego zostalo wyprowadzone przez Langnera i Bretera [31|. Uzywane byly
jednak klasyczne zmienne KS1. Tymczasem, uzycie transformacji KS z dowolnym
wektorem definiujacym umozliwia znaczne uproszczenie calego rozwiazania.
Hamiltonian (1.160) tworzy rownania ruchu

20 - 20 -
o = Vy + ;’2 Ve .on vV =V_ ;’2V(U0n+nxv), (1.161)
20 - 20 -
V)= P+ = Ven V= v - S N (inbn x V), (1162)
(e} 0]

gdzie czestos¢ w jest funkcja potozen i pedow

8
2 *
Czestos¢ ta jest stala w niezaburzonym zagadnieniu keplerowskim, gdyz zaréwno
moment pedu, jak V* sa catkami ruchu. Oprocz tych réwnan potrzebne sg takze
roOwnania dla zmiennych v* i V*, ktére maja taka sama posta¢ jak w ukladzie nie-

obracajacym sie

(v =——, (1.164)
(V*) =0. (1.165)



Rownania ruchu mozna zapisa¢ w jeszcze bardziej zwartej postaci wykorzystujac
formalizm kwaternionowy

20V - 1
V=V S v — vy 5 () Qnv, (1.166)
(6]
20 - 1
V= — v Y = 5 (o) V. (1.167)
(6%

Rozwiazaniem tego uktadu réownan jest

v(T) = (cos Qt2(T) ,nsin QtéT)) lv(O) coswT + VLO) sinwr |, (1.168)
V(r) = (cos QtT(T), n sin QtT(T)) [V(0) coswr — v(0)wsinwr] , (1.169)

gdzie
t(r) = v*(r) —v*(0). (1.170)

Podobnie jak przy badaniu wplywu niezmiennika J - ¢ na dynamike (podrozdzial
1.13), w znalezieniu rozwiazania pomaga znajomos¢ specyficznych wlasnosci kwa-

ternionu jednostkowego (cos QIST(T),nSin QtT(T)>, ktory oznaczymy jako q(n,7)(patrz
dodatek A). Okazuje sie, ze

d Qt'(r

Eq(n, T) = ( )nq(n,r). (1.171)

Wykorzystanie tej wtasnosci pozwala tatwo sprawdzié przedstawione rozwigzanie
poprzez jego zrozniczkowanie i por6wnanie z rownaniami ruchu. Rozwiazanie to
wymaga jeszcze znajomosci v*(7). Do jego znalezienia wyznaczymy zaleznosé¢ od
czasu Sundmana odleglosci 7(7) = v - v/a. Wielko$¢ ta nie powinna zaleze¢ od
przyjetego obrotu uktadu wspohzednych. Z rozwiazania (1.168) wynika, ze
2 2
i) -vir) YOO L) AO) | VO) VIO + 0 0)

v(0) - V(0)

+ ———=sin 2wr. (1.172)

Rozwiazanie to jest identyczne jak dla ruchu w inercjalnym uktadzie wspotrzednych
i zalezy ono jedynie od poczatkowych wartosci potozen i pedéw oraz czasu 7. Dzieki
temu réwnanie opisujace zalezno$¢ zmiennej v* od czasu mozna uzyskaé poprzez

prosta calke i
o () — v*(0) = — /0 v(s) - v(s)ds, (1.173)

a2

ktora wynosi

v*(r) = v*(0) = o T
+ —V(0)- V(Ogé;;;dQV(o) v(0) sin 2wt + 2V(232(;d\2/(0) (sin WT)Z.

(1.174)

Rozwiazanie dla ruchu w obracajacym sie uktadzie wspotrzednych nie zalezy od
wyboru konkretnej postaci transformacji KS. Okazuje sie jednak, ze jesli wybierzemy
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wektor definiujacy skierowany wzdtuz osi obrotu, to znaczy ¢ = n (alternatywnie
c = —n), wtedy mozliwe jest pewne uproszczenie rozwiazania. Do funkcji Hamiltona
(1.160) mozemy doda¢ wyrazenie

P=— J-c, (1.175)

bedace wielokrotnoscia J - c. Otrzymamy wtedy funkcje Hamiltona

V-V SVEV-v dp 4Qv-
K" = LIy e AV oy e (1.176)

2 az 2 o a?

Dzieki temu otrzymujemy nowe réwnania ruchu

AQ0v - v
vy, = Vo vVi=V-— T CXV, (1.177)
4Qv -
V! = —w?u, V= —wtv - — e x V. (1.178)
a

Wybor wektora definiujacego ¢ = n umozliwit wiec uproszczenie rownan ruchu w
taki sposob, ze obrot nie wplywa na zmiane czedci skalarnej kwaternionow v i V. Co
wiecej, nie wptywa on rowniez na rzuty wektorow v-c i V-c. Obrét w przestrzeni KS
odbywa sie wiec w plaszczyznie prostopadtej do c. Predkosé obrotu (w przestrzeni
KS) jest dwa razy wieksza niz bez stosowania tego uproszczenia.

Alternatywnie, zamiast dodawaé¢ do funkcji Hamiltona wyrazenie P, mozna je
odja¢, co prowadzi do réwnan ruchu

4Qv - 40V -
o=V + 0\4/2 Yy e vV =V_ ;’2 Y voe, (1.179)
4Qv - 4Qv -
V] = —wug + —= V¢ V= —wtv — — Ve, (1.180)
(8% (6%

co z kolei ogranicza obrot do plaszezyzny (e, c).

1.17 Zmienne KS3

Wybor wektora definiujacego skierowanego wzdtuz osi obrotu umozliwit uproszczenie
rownan ruchu tak, aby obrét wplywal tylko na cze$¢ zmiennych. W rozwazaniach
tych nie byt wybrany konkretny uktad wspotrzednych, co daje pewng swobode przy
jego wyborze. Wybor ukladu w ktérym wektor c jest skierowany wzdtuz jednej z
osi tego uktadu prowadzi do najprostszej postaci transformacji KS. Rozpatrzymy
zatem jakie skutki ma taki wybor ukladu wspoétrzednych na ruch keplerowski w
obracajacym sie ukladzie wspolrzednych na przyktadzie ¢ = e; (zmienne KS3).
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Stosujac opisane wcze$niej uproszezenie otrzymujemy roéwnania ruchu

=W
40V - v
vy=Vi+ 52
40v - v
vy = Vp — U
vl = V3, (1.181)
‘/()/ - _W2UO7
4Qy -
‘/1/ = —W2U1 + Y V‘/27
4Qv -
Vi = —wPy — —2 2V,
‘/3/ = —W2U3.

Dla dwoéch stopni swobody otrzymane zostaly réwnania ruchu oscylatora harmo-
nicznego, a obrot wpltywa jedynie na zmienne w plaszczyznie e, e;). Rozwiazaniem
rownan ruchu dla tych par zmiennych jest

Vi (0 Va(0
vi(1) = (01(0) COS WT + 1( ) sin wT) cos Qt + (UQ(O) COS WT + 20<J ) sin aw) sin Qt,
V
vo(T) = (02(0) COS WT + 2(0) sin wT) cos Ot — (vl(O) COS WT + Vlu()o) sin wT) sin Qt,
Vi(7) = (V1(0) coswr — v1(0)w sinwT) cos Qt + (V2(0) cos wr — v2(0)w sin wT) sin O,
Va(7) = (V2(0) cos wr — v9(0)w sin wt) cos Ut — (V1(0) coswT — v1(0)w sin wT) sin §2¢.
(1.182)

Rozwiazanie to jest ztozeniem ruchu harmonicznego w plaszczyznach (vy, Vi) i (ve, V2)
z niejednostajnym (wzgledem czasu 7) obrotem uktadu wspoétrzednych w plaszezy-
znach (v, vy) oraz (V7, V).

Jesli zastosowane zostaloby alternatywne uproszczenie, w ktérym zamiast do-
dawa¢, odjelibysmy od funkcji Hamiltona wyrazenie P, to uzyskaliby$my réwnania
ruchu

4Qv - v
/ —
vy = Vo + 7 Vs
V1 = ‘/17
vy = V3,
4Qv -
V=V — 0\4/2 o (1.183)
4Qv -
‘/b/ = —(UQ'UO + V2 V‘/E;
‘/'1/ — _CUQ'Ul,
Vy = —w’uy,
4Qv -
Vi = —wus — VQ VVo-
a

W tym wypadku rozwigzanie jest analogiczne, ale obr6t ogranicza sie do ptaszczyzny
(eo, e3).
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Przedstawione rozwiazanie rozni sie od przedstawionego w [31] tym, ze obrot zo-
stal ograniczony do dwoch z czterech stopni swobody (ale predko$¢ obrotu zostata
podwojona). Redukcja taka jest mozliwa jedynie przy wybraniu odpowiedniego wa-
riantu transformacji KS, w ktorej wektor definiujacy skierowany jest wzdluz osi
obrotu. Dodatkowym atutem jest mozliwos¢ wyboru jednego z dwoch wariantéw
ptaszczyzn, na ktérych odbywa sie obrot w przestrzeni KS. Warto tez zauwazy¢, ze
zadna z tych plaszczyzn nie jest ptaszczyzna Leviego-Civity zdefiniowana w podroz-
dziale 1.14.
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Rozdzial 2

Potencjal zaburzajacy w zmiennych
KS

Zagadnienie ruchu sztucznego satelity wokot Ziemi mozna przedstawi¢ jako zabu-
rzone zagadnienie dwoch cial z réwnaniami ruchu

X:—ﬁx+R(x,x,t), (2.1)

gdzie R (x, X, t) jest sita zaburzajaca. W przypadku sztucznego satelity jest to sze-
reg réznych oddzialtywan, z ktorych najwazniejszym zazwyczaj jest sita wynikajaca
z niesferycznego rozkladu masy wewnatrz Ziemi. Dla wysokich satelitow istotne
jest takze oddzialywanie grawitacyjne pochodzace od Stonica i Ksiezyca oraz cisnie-
nie promieniowania stonecznego (dalej nazywane oddzialywaniami lunisolarnymi).
Dla niskich wazny jest op6r atmosfery. Zarowno sita zwigzana z niesferycznoscia
Ziemi jak i oddzialywania lunisolarne sa potencjalne, to znaczy istnieje taka funkcja
skalarna P(x,t), ze

R(x,t) = =V, P(x,t), (2.2)

co pozwala to zastosowaé formalizm kanoniczny z funkcja Hamiltona H = Ho(x) +
P(x,t), gdzie Ho(x) to hamiltonian niezaburzonego zagadnienia wzglednego dwoch
cial (w tym przypadku ruchu satelity wokol idealnie punktu materialnego o masie
Ziemi).

Tradycyjnie geopotencjal, czyli potencjal pola grawitacyjnego Ziemi opisywany
jest przy pomocy harmonik sferycznych. Co wiecej, potencjat oddziatywan lunisolar-
nych mozna takze rozwingé¢ w szereg wyrazony przez harmoniki sferyczne. Dlatego
tez w dalszej czesci przedstawione zostang podstawowe wlasnoéci tych funkcji, ktore
nastepnie zostang wykorzystane do wyrazenia ich przez zmienne KS, co pozwoli za-
pisa¢ geopotencjal oraz jego pochodne wzgledem zmiennych KS w dogodnej postaci.

2.1 Harmoniki sferyczne

Harmoniki sferyczne to funkcje zdefiniowane na jednostkowej sferze S?. Najczedciej
wyraza sie je za pomocg dwoch katéow opisujacych polozenie na tej sferze: dtugosci
A € [0;27) i odleglosci biegunowej 0 € [0;w]. Razem z promieniem sfery r, katy te
tworza sferyczny uktad wspotrzednych, ktory powigzany jest z kartezjanskim row-
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naniami

r1 =rsinfcos A,
To = rsinfsin A, (2.3)

T3 = 1Cos .

Harmonika sferyczna (lub funkcja sferyczna) stopnia n € N i rzedu m € {—n, —n +
l...,n+ 1,n} nazywamy funkcje Y, ktora wyraza sie wzorem |2]

YA 0) = (D)™ ( (2”4:(;)317;)7)!) " P (cos 0) expim, (2.4)

gdzie P to stowarzyszona funkcja Legendre’a stopnia n i rzedu m. Mozna ja
wyrazi¢ rownaniem

P(e) = (1 =)™ P (), (2.5

gdzie P,(x) jest wielomianem Legendre’a stopnia n. U réznych autor6w powyzsza
definicja moze r6znié sie czynnikiem (—1)" zwanym faza Condona-Shortleya (czasem
wyrazenie to zawarte jest w definicji funkeji Legendre’a). Moze takze pojawi¢ sie
inny czynnik normalizujacy harmonike sferyczna.

Gdy kat 8 = 0 lub 8 = 7, to kat A jest nieokreslony, ale dla m # 0, funkcja
Legendre’a P"(1) = P*(—1) = 0 i cala funkcja Y*(A\,0) = Y"(\,7) = 0. Gdy
m = 0, wtedy kat mA = 0, a wiec harmoniki sferyczne sa okreslone takze na
biegunach sfery, mimo ze jedna ze wspo6trzednych sferycznych nie jest tam okrelona.

Gdy rzad funkcji sferycznej m wynosi zero, wtedy przyjmuje ona wartosci rze-
czywiste, i wyraza sie ona przez wielomian Legendre’a

2n+1
4

YO\, 0) = ( );PS(COSQ). (2.6)

Zamiast wspolrzednych sferycznych mozna wyrazi¢ harmoniki sferyczne przez wspot-
rzedne kartezjanskie x, podstawiajac

cos ) = E, (2.7)
r
. Ty + 179
r=|x|. (2.9)

Otrzymujemy wtedy

Y (x) = (=1)" (<2"4:(;)frg)'!m)!) R (—LI; f;%> S (210)

W dalszej czesci pracy bedzie stosowana powyzsza definicja harmonik sferycznych
jako funkcji wektora x (w tym wypadku wektor niekoniecznie musiatby by¢ jednost-
kowy, gdyz przy takiej definicji jego norma nie wplywa na wartos¢ funkeji).
Ogolniejsze od harmonik sferycznych sa harmoniki brytowe (ang. solid harmo-
nics), ktore sa funkcjami okreslonymi na calej przestrzeni R?/0. Dzielg sie one na
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harmoniki regularne R"(x) i nieregularne I7"(x), zdefiniowane jako

R (x) = Y " (z), (2.11)

m / am —(n m( 2,

Istotna wlasnoscia tych funkcji jest, to ze sa one rozwigzaniami rézniczkowego row-
nania Laplace’a w trzech wymiarach

62 82 82

2.2 Obroty harmonik sferycznych, macierz Wignera
D

Transformacja wektora x przy obrocie uktadu odniesienia moze by¢ przedstawiona
przy pomocy macierzy obrotu R badZ kwaternionu jednostkowego q (patrz rozdziat
1.7). Otrzymujemy wtedy nowy wektor y

(0,y) =a(0,x)q, (2.14)
lub
y = Rx. (2.15)

Nowe wspotrzedne vy, ¥, y3 sa liniowymi kombinacjami starych x, zs, x3, a wiec
3
Yi = Z R, (2.16)
j=1

gdzie R;; jest funkcja obrotu (wyrazong np. przez katy Eulera, badz wspolczynniki
kwaternionu). W podobny spos6b mozna przetransformowaé harmoniki sferyczne

m

Y (y) = Y (Dia) Y, (2.17)

j=-m

gdzie Dy, sa funkcjami obrotu, zwanymi funkcjami Wignera, ktore tworza macierz
Wignera D™ o wymiarach (2n + 1) X (2n + 1). Zazwyczaj funkcje te wyraza sie
poprzez katy Eulera 3-2-3 (np. [46]) lub 3-1-3. Dla katow typu 3-2-3 («a, f3,7)
funkcja Wignera ma postac

Dy = dig 1 (B) exp (—i(ma + k7)), (2.18)
gdzie dy ,, to
o (B) :(—1)k’m\/(n +m)l(n —m)!(n+k)(n—k)! (2.19)
(COS §>2n7257m7k (sin §)25+k’fm

2 ey (20

S
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Sumowanie przebiega po wszystkich mozliwych catkowitych indeksach s, dla ktorych
argumenty silni w mianowniku sa nieujemne.

Funkcje Wignera zazwyczaj wyrazane sa przez katy Eulera, ale mozna je takze
wyrazi¢ przy pomocy wspotczynnikow kwaternionu q opisujacego dany obrot (taka
posta¢ podaje na przyklad Louck [2])

Dy ,.(q) =v/(n+m)l(n —m)!(n+ k)!(n — k)!

Z (g0 —igs)™ " *(—igi — go)™ "**(~igi + g)*(qo + igs)" ™
slm—m—9s)!(n+k—s)l(m—Fk+s)! '

(2.21)

S

Sumowanie w powyzszym rownaniu takze odbywa sie po wszystkich s, catkowi-
tych dla ktorych argumenty silni sg nieujemne. Powyzsza definicja funkeji Wignera
pozwala takze zdefiniowa¢ funkcje o stopniu poléwkowym, to znaczy o stopniu
n=j+ %, gdzie j jest nieujemna liczba catkowita. Indeksy m i k musza wtedy
takze przyjmowaé warto$ci potéwkowe, dzieki czemu wyktadniki poteg oraz silnie w
mianowniku dalej beda mialy wartosci catkowite. Funkcje stopnia potéwkowego nie
maja zastosowania przy transformacji uktadu wspotrzednych harmonik sferycznych,
ale dalej okaza sie przydatne podczas liczenia pochodnych potencjalu wyrazonego
przez te funkcje. 7 definicji (2.21) wynika, takze ze funkcje te sa wielomianami
jednorodnymi stopnia 2n zmiennych ¢, a wiec funkcje o stopniu potéwkowym beda
wielomianami nieparzystego stopnia.

2.3 Transformacja KS dla funkcji sferycznych

Poza podstawowym zastosowaniem do transformacji uktadu wspoétrzednych, funkcje
Wignera mozemy zastosowaé¢ do wyrazenia harmonik sferycznych poprzez zmienne
KS. W tym celu rozwazmy obrot uktadu wspotrzednych, opisywany przez kwaternion
q taki ze pewien wektor ¢ po obrocie bedzie wskazywal kierunek kartezjanskiego
wektora potozenia x, to znaczy

1 _
[I]]
Powyzsze rownanie mozna zestawi¢ z definicja zmiennych KS z wektorem definiuja-
cym c¢ (1.82), co pozwala stwierdzi¢, ze

\%
q=—. (2.23)
Ivi

Odpowiada to interpretacji zmiennych KS jako kwaternionu opisujacego obrot i
skalowanie wektora ¢ na wektor x.

Harmoniki sferyczne transformuja sie za pomoca funkeji Wignera, a wiec jesli
rozwazymy obrot uktadu wspoélrzednych opisywany przez kwaternion q, to harmo-
niki sferyczne, ktorych argumentami sg wektory x i c, sa powigzane réwnaniem
transformacyjnym

vr@) = 3 i @YEe = 3 Dp (ﬂ) vie.  (221)

Funkcja sferyczna kartezjanskiego wektora x jest wiec rowna pewnej kombinacji
liniowej funkcji Wignera od jednostkowego kwaternionu KS.
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Zgodnie 7z definicja (2.21), funkcja Wignera jest jednorodnym wielomianem wspol-
czynnikéw kwaternionu rzedu 2n, dzieki czemu mozemy norme wektora wyciagnac
przed funkcje

VD) = Y DY) (2.25)

Trzeba przy tym pamietaé¢, ze o ile wczesniej funkcja Wignera opisywalta obrot i
jej argumentem byl kwaternion jednostkowy, tak teraz argumentem tej funkcji jest
kwaternion zmiennych KS, ktory nie musi by¢ jednostkowy, wiec funkcja ta nie opi-
suje juz obrotu. OtrzymaliSmy tym samym wyrazenie harmoniki sferycznej Y,"(x)
przez funkcje Wignera zmiennych KS z wektorem definiujacym ¢ (wymnozone przez
state wspotezynniki Y*(¢)).

W takim podejsciu problematyczne jest to, ze jedna funkcje zastepujemy kom-
binacja liniowa 2n + 1 funkcji, co moze znacznie wydtuzyé¢ dalsze obliczenia. Jesli
jednak przyjmiemy pewien konkretny wektor definiujacy skierowany wzdtuz trzeciej
osi uktadu wspolrzednych (to znaczy ¢ = +é3, dla uproszczenia rozwazymy tylko
wariant ¢ = é3 ), wtedy wszystkie funkcje Y*(é3) = 0, za wyjatkiem funkcji rzedu
zero. Dostajemy wtedy proste wyrazenie

Y7(x) = — D" (W)YO(Es), (2.26)

n ’V‘Qn m,0 n
a po wstawieniu definicji harmonik sferycznych do prawej strony i zauwazeniu, ze
P,(1) = 1, otrzymujemy

vre) = (£) o (2ED) D) .27

ar

Tym samym otrzymaliémy wyrazenie pozwalajace zamieni¢ harmoniki sferyczne,
bedace funkcjami wektora kartezjanskiego na funkcje Wignera w zmiennych KS.
Otrzymana zaleznos¢ przypomina znany zwiazek miedzy harmonikami sferycznymi
a funkcjami Wignera

(2n+1)

ym ) i Dy, ola, 8,7), (2.28)

V) = (1)
gdzie kat v ma dowolng wartosé.
Wyprowadzajac powyzsze rownania, niestandardowo rozszerzyliSmy definicje funk-
cji Wignera, ktora w definicji (2.21) jest funkcjg kwaternionu jednostkowego (a wiec
punktu na trojwymiarowej sferze S*), a w koricowej postaci jest funkcja dowolnego
kwaternionu v. Obie funkcje taczy rownosé

n n n V
n ) = VDD, (ﬂ) | (2.29)

Ta definicja jest analogiczna do wspomnianych wcze$niej harmonik regularnych
(2.11) i na tej samej zasadzie mozemy zdefiniowa¢ odpowiednik nieregularnych har-
monik brylowych (2.12)

mn — n n V
n () = V20 Dn (ﬂ) . (2.30)
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Analogia z harmonikami brytowymi siega glebiej i okazuje sie ze obie wprowadzone
funkcje (D i E) spelniaja rownanie Laplace’a w czterech wymiarach

2 2 2 2
(68_113 + 08_11% + ;—U% + aa_v%) Y(vo, v1,v2,v3) = 0. (2.31)
Wygodnym faktem jest tez wystepowanie w powyzszych wzorach poteg 2n oraz
—2(n + 1), gdyz jesli v jest kwaternionem KS to ar = |v|? i harmoniki regularne i
nieregularne mozna powiazac z funkcjami D i E' (caly czas zakladajac, ze korzystamy
z transformacji z wektorem definiujacym skierowanym wzdtuz trzeciej osi uktadu
wspotrzednych)

Rt (x) =a™"(=1)" Dy (V) (2.32)
IM(x) =a " (=1)™E" o(v). (2.33)

Dzieki tym réwnosciom mozliwe jest w prosty sposob przetransformowanie dowol-
nej funkcji wyrazonej przez harmoniki sferyczne w zmiennych kartezjanskich (x)
i wyrazenie jej przez zmienne KS (v). Ze wzgledu na symetrie wzgledem obrotu
wokot trzeciej osi uktadu wspotrzednych, wystepujacg w definicji harmonik sferycz-
nych, wykorzystujemy przy tym zmienne KS3 z wektorem definiujacym skierowanym
wzdtuz tej osi. Wykorzystanie innego zestawu zmiennych jest mozliwe, ale wtedy
harmonika sferyczna zastepowana bytaby kombinacja liniowa funkcji Wignera.

2.4 Pochodne funkcji Wignera wzgledem zmiennych
KS

Samo wyrazenie potencjalu w zmiennych KS nie wystarcza do opisania dynamiki,
gdyz w réwnaniach ruchu wystepuja pochodne potencjatu wzgledem tych zmiennych.
Potrzebne zatem beda wzory pozwalajace obliczy¢ te pochodne, najlepiej w postaci
wyrazonej przez te same funkcje.

Do wyznaczenia pochodnych dowolnego rzedu zastosowane bedzie podejscie po-
dobne do uzytego w pracy Métris, Xu i Wytrzyszczak [36] dla harmonik sferycznych
— uzyte beda zespolone operatory rézniczkowe, ktore dzialajac na funkcje specjalne
beda zmienialby jej stopien i rzad, a nastepnie poprzez odpowiednie kombinacje
tych operatoréw otrzymamy wzory na dowolne pochodne tych funkcji. W tym celu
zdefiniujmy cztery operatory

o .0

Operatory te dzialajac na funkcje Wignera zmieniaja rzad i stopien funkcji o % W
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nastepujacy sposob (wyprowadzenie tych rownosci znajduje sie w dodatku B)

04D, (v) = VI F IV RDE (V)
05D} (v) = Vi — v/ = KDY ¢ et (2:35)
00Dy lv) = VA F IV = DL E L (V).
Ip D} (V) = Vi —mvn £ k D: f ),
oraz
OuEL (V) = —vVn—m+1Vn—k+1E %%mf%(v),
OpEL,,(v) = —Vntm+IVntk+1E j; o (2.36)
GCE,?M( V) = —vVn—m+ Wn+k+1FE +g’m_%(v),
OpEy,,(v) = —Vn+m+1vVn—k+ 1Ek_§7m+%(v).
W ogoélnoséci mozemy zdefiniowaé operator
Napeay = 0% + 0% + O + 0P, (2.37)

bedacy zlozeniem zdefiniowanych wczeéniej operatorow. Jego dziatanie na funkcje
Wignera zmienia rzad i stopien tej funkcji

n—%(a-ﬁ-b-‘rc-‘rd) (V)
k+1(—at+btc—d)m+i(—atb—ctd) "/’

" n+1 (a+b+ctd)
Naped) B (V) =02(n, k,m,a,b,c, d>Ek+§(fa+b+cfd),m+%(fa+bfc+d) (V). (2.38)

a(avbvcvd)DZ,m<v) =01 (TL, k? mv CL, b7 07 d)D

gdzie wspotczynniki normalizujace wynosza
01 (n7k7 m,a, b7 C, d) =

B (n+m)!l(n—m)!(n+k)(n—k)
V(nd+m—a—c)n-—m—-b—d)!(n+k—a—d)!(n—k—b—c)’

oo(n,k,m,a,b,c,d) =

(2.39)

_jnd+m+b+d)l(n—mta+o)l(n+tk+b+o)l(in—k+a+d)
B (n+m)!(n—m)!(n+k)(n— k) '

Warto w tym momencie zauwazy¢, ze dla dowolnego calkowitego j dzialajac ope-
ratorami O(a+j,p4jc—jd—j) 1 Oap,c,a) Na funkcje Wignera otrzymamy taki sam wynik.
Wynika to ze wspomnianego wczesnie faktu, ze funkcje Wignera spetniaja réwnanie
Laplace’a w czterech wymiarach (2.31), co w szczegdlnosci oznacza ze

0408 D},,, (V) =0cdp Dy, (v), (2.40)
8A83E,Z7m(v) :808DE};m(v). (241)
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Przedstawione rownosci mozna nastepnie wykorzysta¢ w celu uzyskania réwnan

na pierwsze pochodne

0

G Diin(6) (01 -+ 05) Di (v) =

=vn+mvn+ k:D::
5= Din(v) = = i(9c + 0p) Dy (V) =

87)1
1 Y
=—i <\/n +mvn — k:D:Jrf (V) +vVn—mvn+kD,_} erl(v)) :
27 2 27 2

(V) + vn —mvn — D +%(v),

m—

D= |
M\H

D) =0 = 00) DR ) =

:\/n—i—m\/n—kDZ;;m_ (V) —vn—mvn+ DZ

(v), (2.42)

I\J\Hm\»—‘

mth

0 n : n
a_ngk:,m(V) = l(aA - aB>Dk7m(v) =

:—1<M\/n—+kl): (v) +vn —mvn Dk+2 +§(V)>’

NM—‘ m\»—-

1
2

oraz

0
aUOEk m( ) (aA + aB)EZ,m(V) =

nl
V) +Vitm+IVn+k+1E 2 . (v),
27 2

N’\Hw\»-‘

—\/n—m+1\/n—k‘+1E’:

_1
2

0 :
5B (V) = —i(9c + Op) B, (v) =
87)1

W VRt m—1vVn —k+ 1Ek7%7m+%(v)> ,

2M—3

:—1<\/n—m—i—lx/n—i—/’{;—i—1ElH

B 9) (00 — Op) L () =
=vVn—-m+1Ivn+k+ 1E,:;1§ (V) =Vt m A1V —k+ 1EZ:§,m+%(V)’
(2.43
%Eﬁm(v) = —i(04 — OB)E},,(v) =
V) +vVn+m+1vn+k+ 1EZJ:§m+ (V)> '

NI o=

——i(Va—mFWa—k+1E 7}

2
Roézniczkowanie powoduje zwiekszenie lub zmniejszenie rzedu funkeji o % W przy-
padku pochodnych wyzszych rzedéow trzeba ztozy¢ odpowiednie operatory, na przy-

kiad

82
902 rm(V) = (3(2,0,0,0) +20(1,0,0,1) + a(0,0,0,2)) Dy s (2.44)
0

a nastepnie zastosowa¢ rownania (2.38).
Jesli poczatkowo mamy do czynienia z funkcjami sferycznymi, ktorym odpowia-

daja funkcje Wignera z jednym z dolnych indekséw réwnym zero, to ich pierwsze
pochodne wzgledem polozen KS, beda wyrazone funkcjami stopnia poléwkowego.
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Drugie pochodne beda znoéw wyrazaly sie funkcjami stopnia catkowitego (roznia-
cym sie od pierwotnego o £1, w zaleznosci od rodzaju funkcji). Ich dolne indeksy
niekoniecznie jednak beda mialy warto$¢ zero. Oznacza to, ze kolejne pochodne po-
tencjalu wyrazonego przez harmoniki sferyczne wzgledem zmiennych KS nie beda
wyrazone przez kombinacje liniowe harmonik sferycznych, tak jak to jest gdy roz-
niczkujemy te funkcje wzgledem zmiennych kartezjanskich (jak pokazal Métris i in.
[36]). Jest to istotna niedogodnos¢, gdyz zwieksza ona ilos¢ funkeji ktore trzeba

obliczy¢. Jesli potencjal jest kombinacja liniowa funkCJl Dy, ¢, to obliczenie jego

pochodnych bedzie wymagalo obliczenia funkeji D" a drugie pochodne beda

i ek
wymagaly dodatkowo obliczenia Dm 1 Dmil 115 mil o- Dlatego warto zastosowac
pewne wlasnosci i symetrie funkeji ngnera ktore umozhvvlq skrocenie obliczer.

2.5 Wilasnosci funkcji Wignera i rownania rekuren-
cyjne

Funkcje Wignera i harmoniki sferyczne maja zastosowanie takze w fizyce — zwlasz-
cza w kwantowej teorii momentu pedu. Dlatego wiele wtasnosci tych funkcji zostato
dobrze zbadanych i mozna je odnalezé¢ w publikacjach na ten temat. Ogromny zbior
uzytecznych wzoréw mozna znalez¢ u Varshalovicha [46], a te, ktore beda przydatne
w dalszych obliczeniach, zostana przytoczone w tym podrozdziale. Niestety, funkcje
Wignera sa wyrazone tam poprzez katy Fulera, dlatego jesli chcemy jest zastosowac
w przypadku potencjatlu wyrazonego przez zmienne KS, konieczne jest przeksztal-
cenie ich do postaci, w ktorej funkcje wyrazone sa przez elementy kwaternionu oraz
dostosowane do stosowania z wprowadzonymi tutaj funkcjami z kwaternionem nie-
jednostkowym?®. Aby upewnié sie, ze przejécie ze zmiennych katowych bedzie wyko-
nane prawidtowo, por6wnamy najprostsze funkcje stopnia n = 1/2 (latwo popetni¢
btad poniewaz ro6zni autorzy stosuja rézne konwencje oznaczen, dlatego takie po-
rownanie pozwoli stworzy¢ pewnego rodzaju stownik pozwalajacy przejsé z jednego
zestawu zmiennych w drugi i przettumaczyé potrzebne wzory na jezyk kwaternio-
now). U Varshalovicha mamy

1/2 B et
D1?2,1/2(047577)=cos§e 2,
1/2 B at
D—/1/2,_1/2( 5 7) = COS 5@ z
12 . B ey
D1?2,—1/2(a,5w) = — sin Ee 7 (2.45)

1/2 B e
D 1 ol B,7) —Sln§6 T,

'Wiekszos¢ podanych dalej wzoréw ma podobng postaé dla obu funkceji Dy (V) i Ep o (v),
dlatego aby unikna¢ niepotrzebnego dublowania, beda wypisane tylko wzory dla funkcji D. Wzory
dla funkcji ' mozna tatwo uzyska¢ mnozac obie strony rownosci przez odpowiednia potege |v|.
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natomiast korzystajac z definicji (2.21) mamy

1/2 .
D1?2,1/2(Q) =qo — 143,
1/2 :
Df/l/Q 71/2(Q) =qo + 1g3,
1/2 .
Dl?Q,—l/Z(q) = —1q1 t g2, (2.46)
1/2 .
D—/1/2,1/2(CI) = — 141 — g2,
co pozwala stwierdzié, ze
— cos 2 cos & at]
=%y >
. =7
¢1 = —sin = sin ,
2 2
¢s = —sin 5 cos a ; ’y’ (2.47)
. a+ry

3 = COS — sin .
q3 5 5

Dodatkowo trzeba pamieta¢, ze stosujemy niestandardowsa definicje funkcji Wignera,
w ktorej kwaternion nie musi by¢ kwaternionem jednostkowym — wykorzystana zo-
stata do tego wtasnosé, ze funkcje te sa jednorodnymi wielomianami sktadowych
kwaternionu stopnia 2n. Trzeba to uwzglednié¢, przez co w niektérych réwnaniach
konieczne jest przemnozenie niektérych sktadnikow przez norme kwaternionu pod-
niesiona do odpowiedniej potegi.

Jedna z najbardziej uzytecznych wtasnosci jest symetria

(V) = (=1)" (D, )" (v), (2.48)

dzieki ktorej mozemy ograniczy¢ sie do obliczenia funkcji i jej pochodnych z jednym
z indeks6w nieujemnym, a pozostate uzyska¢ poprzez sprzezenie zespolone. Tym
samym zmniejszamy ilo$¢ potrzebnych obliczen niemal o potowe.

W praktyce obliczanie wartosci funkeji specjalnych réznego stopnia i rzedu ko-
rzystajac jedynie z definicji jest nieefektywne. Duzo lepiej jest skorzysta¢ z odpo-
wiednich rownan rekurencyjnych, pozwalajacych wyznaczyé¢ funkcje wyzszego stop-
nia znajac warto$¢ tej funkcji dla nizszego stopnia. W przypadku funkcji Wignera
mamy do czynienia z dwoma rodzajami funkcji: stopnia catkowitego i potowkowego.
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Ponizsze roéwnania pozwalaja powigzac je ze soba

20+ 1){ao +i5) D (a) = o/ + W)+ )DL F ()
++vV(n—k+1)(n—m+ l)DZ:ém_%(q)
(20 +1)(g0 — i6s), Df.p(a) = lal*y/(n = ) —m)D} ¢ (@)

+
= =

n

+vV(+k+1)(n+m+1)D;

+
[MEN]
+
(NI
—~
O
~—

n—

(204 1)(~g2 —i02), D, () = ~la*v/n 4 F)(n —mD} "} (o)
VA D —m DD (@) (2.49)

20+ 1)(a2 — i00). D) = ~laP o =B+ mD

7 tych wzoréw mozna uzyska¢ bardziej praktyczne rownosci

ﬁDﬁ,m(q) = ”:Z(QO + iqg)DZJ:éer%(q)
* :jZ(QQ - i(h)D::;er%(q)» (m #n), (2.50)
D) = \ T =)D, (@
:::L(CJO - i(JB)DZ:;m,é(Q), (m # —n),

ktore pozwalaja obliczy¢ wartosé funkeji znajac jedynie funkcje stopnia nizszego o
1/2.

Jest to uzyteczne, gdyz do obliczenia pochodnej funkcji Wignera uzywana jest
wartos¢ tej funkeji stopnia i rzedu réznego o j:%. Jesli potencjal w zmiennych kar-
tezjanskich byl wyrazony przez harmoniki sferyczne Y, to w zmiennych KS bedzie
on wyrazony przez funkcje Wignera Dy, ;. Jesli znana jest wartos¢ tych funkcji dla
okreslonego stopnia n i wszystkich mozliwych Vlvartoéci m, to korzystajac z tych
n+s
mal L)
liczenia pochodnych zgodnie z rownaniami wyprowadzonymi w podrozdziale 2.4. Co
wiecej, jesli potrzebne sa drugie lub dalsze pochodne, proces ten mozna powtorzyc
otrzymujac potrzebne funkcje z ostatnim indeksem réwnym +1 lub wyzszym.

Poza wzorami pozwalajgcymi zmieni¢ stopnien o potowe, istnieje tez wzor reku-
rencyjny umozliwiajacy pominiecie funkcji stopnia potéwkowego

rownosci mozna wyznaczy¢ wartosci funkeji D ktore to sg potrzebne do wy-

n _ (n)(2n —1) 2 92 9 2y km 2 n—1
C) NG ((qO G — &+ a3) n=1) lal ) Dy (a)
n\/<(n B 1)2 B kQ)((n B 1)2 - m2) |q‘4D272(q), (2.51)

- D (-1 —md) (-1 -k
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ktorego nie mozna stosowa¢ dla m = +n i k = +n. W takich przypadkach trzeba
skorzystac z

D7 @) = 22 D g, i) (igy - e D3 @)
D", (a) = %<QO+1Q3)(_IQ1+Q2)‘q‘ D™ 1y.m(a),
D@ =22 D gy )i+ @D (@), (252)
D ufa) =y 2220 ) (g, i) iy — ) A DR (@)

a gdy oba dolne indeksy przyjmuja wartosci ekstremalne — z réwnan, ktére maja
bardzo prosta postaé

Dy (q) =(qo — igs)*Dy~1,,1(a),
Dzn,—n(q) =(qo + ig3) Dn(1 1), (nfl)(q%

Dy _.(q) =(=ig1 —ig2)* D=} _,_y(a), (2.53)
D™, (q) =(—iq +igy) Dn(s 1),n— 1C)E

Wykorzystujac te rownania mozna stworzy¢ algorytm pozwalajacy rekurencyjnie
oblicza¢ funkcje Wignera. Dla funkcji stopnia catkowitego ogélna procedura moze
wyglada¢ nastepujaco:

e ustawienie Dj, = 1 oraz wyliczenie funkcji stopnia pierwszego (D, ) z odpo-
wiednich rownan rekurencyjnych,

e wyliczenie funkcji kolejnych stopni n, wykorzystujac znane funkcje stopnia
n—1in—2.

Natomiast dla funkcji potéwkowych:

e ustawienie Di/l/Q 172 zgodnie z (2.46) oraz wyliczenie funkcji stopnia 3/2 z

odpowiednich réwnan rekurencyjnych,

e wyliczenie funkcji kolejnych stopni n, wykorzystujac znane funkcje stopnia
n—1in—2.

W zastosowaniu do perturbacji opisywanych harmonikami sferycznymi, potrzebne
beda najczesciej funkcje z drugim dolnym indeksem réwnym zero oraz jej pierwsza
i czasem druga pochodna, wiec niepotrzebne jest wyznaczanie wszystkich mozli-
wych funkcji (ktorych liczba bylaby proporcjonalna do n?). Zamiast tego mozna
ograniczy¢ sie do funkcji catkowitego stopnia z drugim indeksem rownym zero, gdyz
roOwnania rekurencyjne nie wymagaja znajomosci pozostatych. Co wiecej, wystarczy
znalez¢ funkcje z pierwszym dolnym indeksem nieujemnym i skorzysta¢ z symetrii
(2.48). Nastepnie, do wyznaczenie pierwszych pochodnych, potrzebne funkcje po-
lowkowe mozna wyznaczy¢ rekurencyjnie (ograniczajac sie tylko do funkeji z drugim
dolnym indeksem 1/2, a te z indeksem —1/2 wyznaczy¢ korzystajac z symetrii) albo
wykorzystujac rownania (2.50). W podobny sposéb mozna obliczy¢ funkcje z drugim
dolnym indeksem réwnym =1, potrzebne do obliczenia drugich pochodnych.
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2.6 Geopotencjal

W zagadnieniu ruchu sztucznego satelity najistotniejsza silg zaburzajaca jest zabu-
rzenie wynikajace z nieizotropowego rozktadu masy ciata wokot ktorego odbywa sie
ruch (w tym przypadku Ziemi). Potencjal tego zaburzenia najczesciej przedstawia
sie jako

Hoeo = —g Z Z (%) P (cos0) (Cm cosmA + Sy, sinm) . (2.54)

n=0 m=0

Katy 0 i X to odleglosé od bieguna pdinocnego i dtugosé geograficzna, Ry to promien
rownikowy Ziemi, a C,, p, 1 Sy, m to wspolezynniki stopnia n i rzedu m danego modelu
pola grawitacyjnego. P" to stowarzyszona funkcja Legendre’a. W praktyce, ze
wzgledu na skoniczony czas obliczen i skoficzona wielko$é modelu pola grawitacyjnego
sumowanie trzeba zakonczy¢ na jakiej$ okreSlonej warto$ci npmax. Wspotezynniki
potencjalu o stopniu i rzedzie n = m = 0, odpowiadajg ruchowi keplerowskiemu,
a przy uktadzie wspotrzednych, ktorego srodek znajduje sie w sSrodku masy, mamy
Cim = Sim = 0, tak wiec pierwsze sumowanie odbywa sie¢ od n = 2 do n = npax.
Czesto korzysta sie ze znormalizowanych wspolczynnikéw geopotencjatu C’mm, Sn,m,
ze wspoOtczynnikiem normalizacyjnym

N \/(n —m)(2n + 1)‘<2 — Soun). (2.55)

’ (n+m)

Jesli uzywamy wspolczynnikow znormalizowanych, dla ktorych
Cn,m - Nn,mC’n,my Sn,m - Nn,mgn,rrm (256)

to funkcje Legendre’a w (2.54) zastepuje sie funkcjg znormalizowang

P" =N, P". (2.57)

Dzieki normalizacji wspotczynniki geopotencjalu maja zblizony rzad wielkosci nawet
dla duzych wartosci n i m. Ma to duze znaczenie przy obliczeniach numerycznych,
gdyz moze wptywaé na ich doktadnosé.

Geopotencjal mozna wyrazi¢ przez harmoniki sferyczne; wymaga to uzycia ze-
spolonych wspotczynnikéw potencjatu

Jnam = Crm — 1Snm- (2.58)
Pozwala to zapisa¢ potencjal jako
Hoeo = —VATE Y D> /2= b0m (Ro)" ™ "TIR(Jnm Y (N, 0)). (2.59)
n=2 m=0
Jedli oznaczymy J, ., = (=1)"J; = (=1)" (Cpm — 1Snm), to potencjal mozna
przedstawié¢ jako
Hoeo = VaATpY > (Ro)" 1" (2 = 60.m) 2 (Jnm Y (A, 0))- (2.60)
n=2 m=-—n
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Zmienne katowe 6 i A mozna zastapi¢ wektorem kartezjanskim x = (zq, T2, x2) W
rownikowym uktadzie wspotrzednych (wprowadzajac przy tym obracajacy sie uktad
wspotrzednych z obrotem wokét trzeciej osi z predkoscia réwna predkosci obrotowe]
Ziemi), korzystajac z relacji

cosf = ﬁ, expimA\ = (M) , (2.61)
r

Va2 + a3

a nastepnie przeprowadzajac transformacje KS otrzymujemy

- 2n +1 \Y;
o = Ry)" (| ———— ¢~ D [ — . 2.62
Moo =2y 2 () Doy ) 02

W tym miejscu warto zastosowaé funkcje F, przeksztalcajac hamiltonian do postaci

SR n | 2n+1 "
ngo = u Z Z (RO) ma +1‘]anEm,O (V) : (263)
n=2 m=-—n ’

W ten sposéb geopotencjat jest wyrazony jako kombinacja liniowa funkeji Wignera
E}}%O(v). Taka postaé¢ geopotencjalu umozliwia obliczanie jego pochodnych stosujac
wzory na pochodne funkcji Wignera wprowadzone w podrozdziale 2.4.

2.7 Potencjal perturbacji wywotanych przez trzecie
ciato

Poza zaburzeniami wynikajacymi z niesferycznego rozktadu masy wewnatrz Ziemi, w
ruchu sztucznego satelity istotnymi perturbacjami sa perturbacje lunisolarne, czyli
grawitacyjne oddzialywanie Storica i Ksiezyca. Grawitacja oddziatuje bezposred-
nio na satelite, ale takze posrednio poprzez oddzialtywanie grawitacyjne na Ziemie.
W skutek tego oddzialywania uktad wspotrzednych, ktorego srodek znajduje sie w
srodku masy Ziemi, jest uktadem nieinercjalnym. Przyspieszenie jakiemu ulega sa-
telita wzgledem Ziemi wskutek grawitacji trzeciego ciala bedzie wiec ro6znica oddzia-
tywania bezposredniego i przyspieszenia srodka uktadu wspotrzednych. Potencjal
oddzialywania bezposredniego trzeciego ciata, H; wynosi
GM

Hy, Al (2.64)
G jest stalg grawitacji, a M to masa trzeciego ciala?. Wektor A opisuje polozenie
trzeciego ciata wzgledem satelity (rysunek 2.1). Jesli R to polozenie trzeciego ciata
wzgledem Ziemi, to

A=R-r. (2.65)
Oddziatywanie posrednie ma potencjal
R-r
H,=GCM——, (2.66)
’ IR]?

2gdy moéwimy o konkretnym ciele, bedzie stosowany odpowiedni indeks dolny przy dotyczacych
go wielkosciach, na przyklad Mg i Rg beda oznaczaé¢ odpowiednio mase i potozenie Storica
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a laczny potencjal oddziatywania trzeciego ciata wynosi

1 R-r
Hs=Hy+H :—GM(—— ) 2.67
TR Tl ~ R 200

Potencjal H;, mozna rozpisac¢ jako

GM GM 1
P TIRE R R —oas
r — - r T T ~
Vit ) -2 o
Jesli rozwiniemy w szereg Taylora powyzsza rownos¢ wzgledem ilorazu 4 w otoczeniu
zera, to otrzymamy potencjal wyrazony poprzez wielomiany Legendre’a
GM K fr\» .
Hy= "= > (7)) Pullt-7). 2.6
== L () AR (269

W tym szeregu wyraz n = 1 jest réwny co do wartosci bezwzglednej oddziatywaniu
posredniemu trzeciego ciala, ale ma przeciwny znak. Z kolei wyraz z n = 0 (roéwny
—GTM) zalezy jedynie od odleglosci miedzy Ziemig a trzecim cialem, wiec jest on
jawng funkcja czasu. Jesli nie korzystamy z rozszerzonej przestrzeni fazowej, wyraz
ten nie ma wplywy na rownania ruchu i moze by¢ pominiety, co oznacza ze taczne

oddzialywanie grawitacyjne trzeciego ciala bedzie zawierato sumowanie od n = 2

My = —GTM 3 <%>nPn(}?-f). (2.70)

n=

Troche wiecej ostroznosci wymagane jest przy usunieciu wyrazu z n = 0 w przy-

Cialo
zaburzajace
A
Satelita R
r
Ziemia

Rysunek 2.1: Wektory r, R i A.

padku stosowania rozszerzonej przestrzeni fazowej oraz regularyzacji. Jesli wyraz ten
nie bedzie pominiety, wplynie on na poczatkowa wartos¢ energii (V*). Sam wyraz
zacznie tez wplywa¢ na rownania ruchu dla zmiennych, poniewaz zostanie przemno-
zony przez czynnik regularyzujacy zalezny od polozen (na przyktad %) Co wiecej,
wartosé tego wyrazu moze by¢ duza, na przyktad w przypadku oddzialywania Storica
na satelite moze ona przekracza¢ wartosé czesci keplerowskiej hamiltonianu (opisu-
jacej niezaburzony ruch satelity wokot Ziemi). Moze to w istotny sposob wplywaé na
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doktadno$¢ niektérych numerycznych metod propagacji orbity, zwtaszcza gdy sto-
sowany integrator numeryczny zaktada, ze mamy do czynienia z zaburzeniem, ktore
jest niewielkie (jak integrator Laskara Robutela opisywany w nastepnym rozdziale).
Z tego powodu skladnik n = 0 powinien by¢ pominiety. Odnosi sie to takze do sy-
tuacji, kiedy hamiltonian nie jest rozwijany w szereg Taylora. Wtedy przyjmujemy,
ze

1 1 R
Hy = Hy +H, = —GM (—————r). (2.71)

Niestety, takie podejscie ma pewng istotnag wade. W powyzszym réwnaniu mamy

do czynienia z odejmowaniem bliskich sobie liczb. Jesli trzecie ciato jest odlegle

(odlegtos¢ satelity od Ziemi r jest duzo mniejsza od odlegtosci trzeciego ciata R) to

wyrazy i i % sa, tegoRsamego rzedu wielkosci, a ich r6znica ma z kolei zblizony rzad
-r

wielkosci do wyrazu . Powoduje to utrat¢ miejsc znaczacych w wypadku obliczen

numerycznych. Problem ten mozna rozwigzaé stosujac przeksztalcenie

1 1 R-A  R-A?

[ = 2.72
A RT RA T RA(RLA) (2.72)
a nastepnie wstawiajagc A2 = R24+r2 - 2R -r
1 1 2R -r — 12
. (2.73)

A R RA(R+AY

W ten spos6b mozna usunaé¢ odejmowanie dwoch bliskich liczb, ktore byly rzedu
1/R, dostajac w wyniku wyrazenie rzedu 1/R?. Odejmowanie 2R -r —r? nie jest tak
problematyczne, gdyz oba wyrazy maja na ogot rézny rzad wielkosci. Kolejnym kro-
kiem moze by¢ polaczenie tej roznicy z wyrazem oddzialywania posredniego (%).
Wyraz ten jest rzedu 1/R?, takiego samego jak uzyskana wcze$niej roznica i znowu
nastepuje odejmowanie bliskich sobie liczb. Postepujac podobnie jak poprzednio
mozna doprowadzi¢ cate wyrazenie do postaci rzedu 1/R3
2 2
2R-r—r _R~r:_ r —I—R-r( 2 _i) (2.74)
RA(R+ A) R3 RA (R + A) RA(R+A) R3

Wyrazenie w nawiasie przeksztalcamy dalej, otrzymujac

2 1 _(2R+A)R-A)  (2R+A)(R?-A?) (275)
RA(R+A) R} R3A(R+A) R3A (R+ A)? '
 2R+A)2R -t —1?)
- RA(R+A)?

Po tych przeksztalceniach potencjal ma posta¢, w ktorej sktada si¢ on z wyrazow
rzedu 1/R:

ng—GM( 7 R-r(2R+A)(2R-r—r2))'

" RA(R+A) R3A (R+ A) (279)

Unikamy w ten sposéb problemu odejmowania bliskich liczb, bez konieczno$ci roz-
wijania potencjalu w szereg, ktore spowodowatoby znaczne wydtuzenie obliczen.
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2.8 Rozwiniecie w szereg

Rozwiniecie potencjalu trzeciego ciala w szereg moze by¢ uzyteczne w przypadku
rozwazan analitycznych. Dlatego wychodzac z réwnania (2.71) mozemy dalej prze-
ksztatci¢ ten szereg tak, aby uzyska¢ posta¢ dogodng do dalszych obliczen. Pierw-
szym krokiem bedzie rozdzielenie iloczynu skalarnego dwoch wersoréw. W tym celu
wykorzystana zostanie wtasnosé

n

>y (ale)y(ole), (2.77)

m=—n

B 47
Coan+1

ktora pozwala zamieni¢ wielomian Legendre’a na sume iloczynéow dwoch funkeji
sferycznych od obu wersorow, przy czym oba wersory musza byé opisywane w tym
samym dowolnie wybranym uktadzie odniesienia e. W przypadku ruchu sztucznego
satelity, gdy uwzgledniamy geopotencjal, dogodnym wyborem bedzie wyboér uktadu
rownikowego eq

r\n 4w R
R (R) 2n +1 Z 2 (Rleq)Y," (Pleq) (2.78)

n—= m=—n

Hy =

Nastepnie mozemy wprowadzi¢ harmoniki brytowe

Hy=—GM Y " 17 (Rleq) Ry (x]eq) (2.79)

n=2 m=-n

oraz, tak jak dla geopotencjatu, zamieni¢ funkcje sferyczng na funkcje Wignera
zmiennych KS

MHy=—GM> > (—1)"a "I (Rleq) Dy (v). (2.80)

n=2 m=-n

Dzieki temu przeksztatceniu, potencjal trzeciego ciata wyrazony jest jako wielomian
zmiennych KS, co utatwi ewentualne wprowadzenie zmiennych typu kat dzialtanie.
Funkcja I (Rleq) zalezy tylko od potozenia trzeciego ciata, jest wiec jawnie za-
lezna od czasu. Niekiedy wygodnie bedzie zmieni¢ uktad odniesienia tej funkcji na
zwigzany z orbita trzeciego ciala, stosujac rownanie (2.17) i funkcje Wignera.

bLaczny potencjal oddzialywania grawitacyjnego wynikajacego z geopotencjatu
oraz wplywu cial trzecich daje sie wiec wyrazi¢ jako kombinacja liniowa dwdch
rodzajow funkcji Wignera. Wspoélczynniki tej kombinacji moga byé¢ jawnie zalezne
od czasu, czyli w przestrzeni rozszerzonej od dodatkowej zmiennej v*.

2.9 CiS$nienie promieniowania

Poza zaburzeniami wynikajacymi z dzialania sity grawitacji, na ruch sztucznego
satelity wplywaja takze sily niegrawitacyjne. Poza oporem atmosfery, istotnym od-
dzialywaniem jest ciSnienie promieniowania elektromagnetycznego padajacego na
satelite. Wiekszos¢ tego promieniowania to padajace bezposrednio promieniowanie
stoneczne. Sita oddzialywania zalezy od wielkosci o§wietlonej powierzchni satelity
i jej odlegtosci od Stonica. Dokladne wyznaczenie tej silty wymaga wiec znajomosci
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ksztattu oraz orientacji w przestrzeni badanego obiektu, co wykracza poza zakres
tej pracy. Dlatego konieczne jest stosowanie pewnego przyblizenia. Zgodnie z Mon-
tenbruckiem i in. [37], przyspieszenie wywolywane przez cisnienie promieniowania
X mozna przedstawi¢ jako
X =—FPyCr— — (1 au)”, 2.81
© Rm A% ( ) ( )
gdzie P, to warto$¢ ci$nienia promieniowania w odlegtosci 1 au od Stlorica, ktora
Wynosi

N
P, ~ 4.56 x 10_6@’ (2.82)

wspotezynnik Cr = 1 + €, gdzie € opisuje jaka cze$¢ promieniowania jest odbijana
przez powierzchnie. Oddzialywanie to zalezy od stosunku powierzchni A do masy
m, co oznacza na ogol, ze jest silniejsze dla mniejszych obiektow (masa skaluje sie z
trzecia potega rozmiaru, a powierzchnia z jego kwadratem). Dla takiego oddziaty-
wania mozemy zdefiniowaé¢ potencjat

A (lau)?
Hrap = PoCr— (lau) ,
m Ag

(2.83)

ktory ma niemal identyczng postaé co potencjal bezposredniego oddziatywania gra-
witacyjnego Stonica, r6zni sie jedynie stalym czynnikiem, ktory dodatkowo ma prze-
ciwny znak. W poréwnaniu z oddzialywaniem grawitacyjnym nie wystepuje tutaj
oddziatlywanie posrednie, gdyz wplyw ci$nienia promieniowania na Ziemie jest zni-
komy. taczne oddzialywanie grawitacyjne i wynikajace z ci$nienia promieniowania
bywa nazywane oddzialywaniem fotograwitacyjnym.

Dla perturbacji wywolywanych przez ci$nienie promieniowania pojawia sie jesz-
cze jedno, niekiedy istotne zjawisko — efekt cienia. Przez pewien okres czasu satelita
moze znajdowac¢ sie w cieniu Ziemi, to znaczy Ziemia znajduje sie miedzy satelita
a Stoficem, przez co promieniowanie nie dociera do satelity. Uwzglednienie tego
zjawiska wymaga pomnozenia sity pochodzacej od ci$nienia promieniowania przez
dodatkowy czynnik, funkcje cienia. Najprostszy model takiego cienia zaktada, ze
cien ma ksztalt walca o srednicy réwnaj srednicy Ziemi. Dla takiego modelu funkcja
cienia przyjmuje warto$¢ 0 gdy satelita znajduje sie w cieniu i 1 poza nim. Istnieja
tez doktadniejsze, bardziej realistyczne modele w ktorych cient ma ksztatt stozka w
srodku ktorego Storice jest catkowicie przestoniete, a wokol niego znajduje sie strefa
polcienia. Wtedy w takim poélcieniu funkcja cienia przyjmuje wartosci miedzy ze-
rem a jeden. Istotnym problemem jest to ze funkcja cienia nie jest funkcja ciagta
(w przypadku prostego modelu walcowego), albo nie jest funkcja gtadka (dla mo-
delu z polcieniem). Z tego powodu jej uwzglednienie moze by¢ niekiedy klopotliwe,
zwlaszcza dla stosowanego w tej pracy formalizmu kanonicznego. Rozwigzanie tego
problemu zaproponowali Hubaux i in. [26] przyblizajac funkcje cienia pewna funkcja
ciggly.

Okres czasu w ktorym satelita przebywa w cieniu zalezy od parametréow jego
orbity. W przypadku niskich orbit ten czas jest dtugi w poréwnaniu do okresu
orbitalnego i tylko satelity o bardzo duzym nachyleniu orbity wzgledem ekliptyki
moga w ogéle nie wejS¢ w cien w trakcie calego obiegu. Obiekty na orbitach o
duzej potosi wielkiej przez krotsza czesé swojego okresu obiegu znajdujg sie w cieniu
catkowitym, a dla wielu przypadkéw nie wchodzg w niego w ogéle.
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Rozdzial 3

Zastosowanie zmiennych KS do
calkowania numerycznego orbit
sztucznych satelitow

3.1 Metoda podzialu

Symplektyczne metody catkowania numerycznego to metody wykorzystujace specy-
ficzne wlasnosci uktadow kanonicznych. Najwazniejsza cechg tych metod jest przy-
bliozone zachowanie funkcji Hamiltona opisujacej dany uktad dynamiczny — btad w
wartosci funkeji Hamiltona podczas catkowania ma charakter quasi-okresowy i nie
posiada trendu wiekowego innego niz spowodowany btedem zaokraglenia. Dzieki
temu metody te sa stabilne i moga by¢ wykorzystywane do catkowania orbit na
dtugim odcinku czasu [22].

Niech H(q, Q) bedzie funkcja Hamiltona pewnego uktadu kanonicznego z poto-
zeniami q i pedami Q. Roéwnania ruchu dla tego uktadu mozna zapisa¢ jako

. OH . OH
Qi:{QiaH}:a—Q, QZ:{QZ,/H}:—aq

Nawias klamrowy oznacza kanoniczny nawias Poissona. Mozna te rownania zapisac
wykorzystujac operator rozniczkowy Ly, zwany pochodna Liego, zdefiniowany jako

Lyf=A{f X}, (3.2)

(3.1)

gdzie f 1 X sa funkcjami zmiennych kanonicznych. Réwnania ruchu mozna zapisa¢
za pomocy tego operatora jako

¢ = LyQ, Qi = Lyq;. (3.3)
Formalnym rozwigzaniem takiego ukladu réwnan jest
qi(t) = exptLyq;(0), Qi(t) = exptLyQ;(0). (3.4)

Znalezienie operatora exptLy oznacza rozwigzanie ukladu réwnan i jest mozliwe
tylko w przypadku ukladow catkowalnych.

Metoda podziatu, bedaca przyktadem metody symplektycznej, zaktada, ze Ha-
miltonian H(q, Q) moze zosta¢ podzielny na sume dwoch czesci: jednej zaleznej
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tylko od pedow, a drugiej zaleznej od potozen, czyli H(q, Q) = T(Q) + V(q). Trak-
towane jako osobny uktad kanoniczne, q,Q,T(Q) oraz q,Q,V(Q) sa catkowalne i
posiadaja znane rozwigzania. W pierwszym przypadku mamy réwnania ruchu

a={a7(Q}, Q={QT(Q)}=0 (3-5)

a rozwigzaniem jest

q(t) =q(0) +{q, T(Q)}t,  Q(t) = Q(0). (3.6)

Analogicznie, drugi uklad ma réwnania

q={q,V(q)}=0, Q={Q,V(q)}, (3.7)

z Tozwigzaniem

q(t) =q(0), Q(t) =Q(0) +{Q, V(a)} . (3.8)

Rozwiazania tych roéwnan pozwalaja zdefiniowa¢ operatory symplektyczne exptLy i
exptLy. Metoda podziatu polega na przyblizeniu prawdziwego rozwiazania uktadu
rOwnan, wyrazonego przez operator exptLy, poprzez odpowiednie ztozenie pewnej
liczby operatoréw expt;Ly i expt;Ly, na przyktad

exptLy ~ exptiLyoexptal,o...expt,_1Lyoexpt,L,. (3.9)

Pojedynczy krok catkowania polega wiec na naprzemiennym stosowaniu tych ope-
ratoréow z odpowiednio dobranymi krokami ¢;.

Najprostszym przyktadem takiej metody jest symplektyczna metoda Eulera. Po-
jedynczy krok catkowania o dlugosci t = h polega na zastosowaniu operatora

exp hLy ~ exp hLy o exp hLy. (3.10)

Sprowadza sie to w n-tym kroku do zmiany pedéw

ov

Qu{nh) = Qu(n = 1)) b

((n—1)h), (3.11)
a nastepnie zmiany polozen

¢(nh) = ¢;((n — 1)) + hgg,

Ro6zni sie to od klasycznej metody Eulera tym, ze w klasycznej mielibySmy

orT
Qi

Podziat na T i V jest mozliwy dla wielu uktadéw dynamicznych i zazwyczaj
oznacza podziat na energie kinetyczng i potencjalng. Stosowanie metody podziatu
nie ogranicza si¢ jednak jedynie do takiego przypadku. W ogolnosci, jesli hamilto-
nian H mozemy podzieli¢ na sume dwoch sktadnikow H;y i Ho, ktére osobno tworza
uktady calkowalne ze znanymi rozwigzaniami, to takze mozna zastosowac te metode.

(nh). (3.12)

¢i(nh) = q((n—1)h) + h ((n—1)h). (3.13)
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3.2 Integrator Laskara-Robutela

Symplektyczna metoda Eulera jest prosta w implementacji, ale aby uzyskaé¢ lepsza
doktadno$é¢ przy dluzszych krokach catkowania, lepiej jest stosowa¢ metody wyz-
szych rzedow. Laskar i Robutel [32]| opisali rodzine takich metod.

Niech funkcja Hamiltona ma posta¢ H = A + eB, gdzie hamiltonian dzielimy na
dwa sktadniki A i eB, a € jest pewnym matym parametrem. Innymi stowy, jeden ze
sktadnikéw ma mniejszy rzad wielkosci od drugiego. Laskar i Robutel zdefiniowali
integratory typu SABA, jako

SABA, :expciLyexpdiLpexpcolyexpdaLp...expdyoLp exp c,jolia
expdn/oLp...expdaLpexpcoLyexpdiLpexpeLa, (3.14)

dla n parzystego i

SABA, :expciLyexpdiLpexpcoLlyexpdaLp...exp cpny1)/2La exp dpi1y2Lp
exXp C(nt1)/2La...expdyLpexpcoLyexpdi Lpexpci Ly, (3.15)

dla n nieparzystego. Dtugosci krokéw c¢; i d; musza by¢ odpowiednio dobrane w
zaleznosci od metody i sa odpowiednimi czesciami kroku catkowania h. Litera S w
nazwie metody oznacza ze jest ona symetryczna, to znaczy ze operator odwrotny
do powyzszego mozna uzyskaé¢ biorac ujemny krok catkowania —h. Oprocz metod
SABA zdefiniowano rowniez metody SBAB, w ktorych inna jest kolejno$é¢ stoso-
wanych operatorow

SBAB, :expdiLpexpcaLyexpdyLp...expd, /s Lpexpcyja + 1L 4
expdy,joLp...expdyLpexpcoLaexpd Lp, (3.16)

dla n nieparzystego i

SBAB, :expdiLpexpcoLyexpdyLp...exp cpjor1Laexpdy o Lp
exp Cpjo4Lia...expdaLpexp caL g expdi L, (3.17)

dla n parzystego.

Integratory te zostaly skonstruowane tak, aby btad w funkcji Hamiltona byt
rzedu O(h*e + h%e?). Parametr ¢ powinien by¢ wiec dostatecznie maly, aby czton
O(h%e*) nie wplywal mocno na doktadnosé obliczen. Przy matym kroku catkowania
h czton ten nadal bedzie ograniczal doktadnos¢é. Sposobem na poradzenie sobie z
tym jest uzycie integratora z korektorem symplektycznym. Polega to na dodaniu
do kroku catkowania dodatkowego elementu exp —72€2§L{{A,B}’B}, z odpowiednio
dobranym utamkiem kroku c. Jesli S oznacza integrator bez korektora to integrator
z korektorem S, ma postaé

Sc . exXp —T262§L{{A7B},B}] S exp [—7'262%[1{&1,3}73} (3.18)
Dodatkowym warunkiem jest to, aby uktad kanoniczny z hamiltonianem {{A, B}, B}
byt catkowalny. Jesli A jest funkcjg kwadratowa pedéw kanonicznych, a B zalezy
tylko i wytacznie od potozen, to zatozenie jest spelnione. Poprawienie doktadnosci
odbywa sie kosztem wiekszej ztozonosci obliczeniowej, gdyz wymagane jest obliczenie
drugich pochodnych funkcji Hamiltona B. Koszt ten nie musi by¢ catkiem stracony,
gdyz drugie pochodne beda dalej uzywane do rozwigzywania réwnari wariacyjnych.
Uzycie korektora pozwala zmniejszy¢ rzad bledu do O(74€?) + O(7%¢).
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3.3 Integrator Laskara-Robutela, a zmienne KS

Potaczenie integratora sympletycznego ze zmiennymi KS nie jest nowym pomystem.
Na przyktad Breiter [3| polaczyl zmienne KS z integratorem Wisdoma—Holmana i
pokazal, ze zmienne zregularyzowane pozwalajg obejs¢ jedng z wad integratoréw
symplektycznych — konieczno$é stosowania statego kroku catkowania. Pokazal tez,
ze integrator ze zmiennymi KS daje doktadniejsze wyniki. Nieco p6zniej Breiter i
in. [5] potaczyli integrator Laskara-Robutela ze zmiennymi KS i zastosowali go do
catkowania orbit komet w obloku Oorta pod wplywem oddzialywania grawitacyj-
nego pochodzacego od dysku i centrum Galaktyki. Przypadek kometarny jest o tyle
interesujacy, ze mimosrody orbit moga by¢ zblizone do wartosci 1, co praktycznie
uniemozliwia stosowanie w standardowy sposob integratoréow statokrokowych. Za-
gadnienie to zostalo pdézniej ponownie podjete przez Langnera i Breitera [31], przy
czym w tym wypadku dodano obracajacy sie uklad wspolrzednych, co pozwolito
nieco uprosci¢ obliczenia dzicki wyeliminowaniu jawnej zaleznosci od czasu w tym
zagadnieniu.

Zagadnienie satelitarne ma nieco inna specyfike od zagadnienia ruchu komety.
W obu przypadkach mamy do czynienia z zaburzonym zagadnieniem dwoch ciat, ale
zaburzenia maja rozny charakter. Glowng sila zaburzajacg ruch satelity jest wplyw
geopotencjatu Ziemi i jej uwzglednienie jest do$¢ kosztowne obliczeniowo. Sita ta
jest w przyblizeniu odwrotnie proporcjonalna do czwartej potegi odleglosci satelity
od srodka Ziemi (w przypadku najwiekszej z harmonik .J;), przez co zaburzenie rosne
gwaltownie w miare zblizania sie satelity do powierzchni planety, a wiec rosnie wraz
ze wzrostem mimosrodu. Tymczasem w przypadku komety zaburzenie od plywow
galaktycznych ma charakter roznicowy (to znaczy sita oddzialywania jest réznica
miedzy oddzialywaniem Galaktyki na Storice i komete) i rosnie wraz z odlegloscia.
Na satelite z kolei dziataja sity r6znicowe pochodzace od innych obiektow Uktadu
Stonecznego. Te sily najmocniej dzialaja na obiekt w apocentrum orbity. Inna
istotng roéznicy jest zakres mimosrodow. Niskie satelity muszg mie¢ niemal kotowe
orbity, a w przypadku wysokich satelitow takze istnieje gérna granica mimosrodu,
powyzej ktorej satelita wchodzi gleboko w atmosfere lub nawet uderza w Ziemie.
Na przyktad dla orbity geostacjonarnej, przy zatozeniu ze perycentrum znajduje sie
tuz nad powierzchnig Ziemi, mimosrod wyniéstby okoto 0,85. Dlatego te metode
catkowania numerycznego oplaca sie stosowa¢ dopiero dla satelitow o wickszej pot-
osi wielkiej, dla ktorych mimoérod moze byé odpowiednio wysoki, a nawet wtedy
mimo$rod nie moze fizycznie osiggnac¢ tak ekstremalnych wartosci jak w przypadku
komet.

W zagadnieniach zwigzanych z ruchem sztucznych satelitow mamy do czynienia
z zaburzonym zagadnieniem dwoch cial. Jesli ograniczymy sie tylko do zaburzen,
ktore sa potencjalne, mozemy to zagadnienie opisa¢ w formalizmie kanonicznym z
funkcja Hamiltona H = Hy + H1, gdzie Hy opisuje niezaburzone wzgledne zagad-
nienie dwoch ciat — ruch satelity wzgledem kulistej Ziemi, a H; to czton zawierajacy
wszystkie uwzgledniane perturbacje, ktory zalezy tylko od potozen i czasu. Taki
podziatl umozliwia w naturalny sposob zastosowanie opisanej wcze$niej metody cat-
kowania, czyli integratora symplektycznego Laskara-Robutela SBAB,, lub SABA,,
gdzie funkcja A bedzie Hy, a funkcja B bedzie H;. Oba poduktady sa catkowalne, ale
w przypadku zagadnienia dwoéch cial w zmiennych kartezjanskich Sciste rozwiazanie
wymaga rozwigzywania rownania Keplera, co wydluza obliczenia.
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Jesli zastosujemy regularyzacje i zmienne KS, wtedy zagadnienie bedzie opisy-
wane przez nowa funkcje Hamiltona

_47“
o«

K (Ho + M1+ V*) =0, (3.19)

ktorg dzielimy na czesé keplerowska

4
Ko = ET (Ho+V*), (3.20)
oraz zaburzenie
4r

Rozwiazanie réwnan ruchu dla czesci keplerowskiej zagadnienia dla inercjalnego oraz
w obracajacego sie uktadu odniesienia zostaty przedstawione w rozdziale pierwszym.
Zdecydowana zaleta stosowania zmiennych KS jest jawna postaé tego rozwiazania.
W przeciwienstwie do stosowania zmiennych kartezjanskich, unikamy rozwigzywania
rownania Keplera.

Hamiltonian Ky tworzy réwnania ruchu dla pedéw kanonicznych

d oK, droH, 8,
— V= — = —— - — .22
dT‘/Z v, a du;  o? a, (3.22)
oraz wspotrzednych
d oK,
A (323

dla 7 = 0..4. Jedli zaburzenie jest jawnie zalezne od czasu, to dodatkowo trzeba
uwzgledni¢ rownania dla zmiennych w rozszerzonej przestrzeni fazowej

d « 0IC1 4r 87—[1 d % alcl
V= — - U =

dr ov,  a Ov,’ dr ov*

— 0. (3.24)

Podczas catkowania dzialanie zaburzenia Ky nie zmienia wartosci wspotrzednych v;
oraz czasu v*, dzieki czemu prawe strony powyzszych rownan maja stalg wartosé
podczas pojedynczego etapu catkowania. Zaburzenie powoduje wiec liniowa zmiane
wartosci pedow (oraz energii V* gdy zaburzenie zalezy jawnie od czasu) proporcjo-
nalng do kroku catkowania h

0K
aUZ'

Vi(t + h) = Vi(7) h. (3.25)

3.4 Korektor symplektyczny

Zastosowanie integratora z korektorem symplektycznym jest takze mozliwe w przy-
padku stosowania zmiennych KS. R6wnania ruchu dla korektora generowane sa przez
Hamiltonian {{Ko, IC1}, K}, ktory ma postac

{Ko, K1}, K} = 23: (%—5;)2. (3.26)

=0
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Zalezy on zn6ow jedynie od potlozen oraz czasu, tworzy wiec on uktad catkowalny
w ktorym zmienia sie jedynie warto$¢ pedéw oraz V*, proporcjonalnie do kroku

korektora h,
3
oK, 0*K,
Ver =V, — 2h, — ) 3.27
! ];O (8vj 8Uj81)i ( )

Warto tez zauwazy¢, ze pierwsze i drugie pochodne K; nie ulegajg zmianom pod
wplywem ruchu wywolanego zaréwno przez Ky, jaki i przez korektor, a jedynie gdy
dzialamy cztonem keplerowski Iy . Jesli korektor jest stosowany bezposrednio przed
lub po kroku z hamiltonianem Xy, to nie trzeba osobno obliczaé¢ tych pochodnych. 7
tego powodu lepiej jest stosowaé integratory SBAB, niz SABA, i tylko te pierwsze
beda dalej uzywane.

3.5 Dokladnosé obliczen

Podstawowym sposobem oszacowania doktadnosci catkowania numerycznego moze
by¢ sprawdzenie wartosci funkcji Hamiltona. W przypadku integratorow symplek-
tycznych blad w funkcji Hamiltona nie powinien posiadaé trendu wiekowego, a ze
wzgledu na stosowanie kanonicznej transformacji Sundmana pozbawiona bledéw nu-
merycznych funkcja Hamiltona ma warto$é zero.

Integrator z korektorem SBAB3. ma teoretyczny btad funkcji Hamiltona rzedu
O(h*e?) + O(h®¢), zalezny od kroku catkowania h oraz od malego parametru e. Ze
wzgledu na to, ze dzialamy w rozszerzonej przestrzeni fazowej, funkcja Hamiltona
K = 0 i przy jakimkolwiek podziale na sume dwoch sktadnikéw oba beda mialy
ten sam rzad wielkosci. Mogtoby to sugerowac¢ ze € = 1, co znacznie pogorszyltoby
doktadno$c¢ obliczen. Jedli jednak przeanalizujemy réwnania ruchu dla hamiltonianu

’Cl = %Hl VA Hl ~ EHO, to

4u; 4r 0
X@’:—Q—Q;(Hl)——r Hi ~ O(H, +

a Ov;

0H,
(%i

) &~ Oe), (3.28)

oraz dla Ky = % (Ho + V™), gdzie Ho + V* jest rowne co do wartosci Hy,

OHo
61}1‘

4r OHo

a Ov;

V, . 4?JZ'

3 0[2

(Ho + V™) —

~ O(H) + O(

Okazuje sie wiec, ze pomimo rownej warto$ci obu funkcji Hamiltona podczas catko-
wania ich wptyw na zmienne bedzie rézny, a wpltyw zaburzenia bedzie tego rzedu co
maly parametr e.

Warto w tym miejscu wspomnieé¢ o pewnym paradoksie. Oczywistym faktem jest,
ze w formalizmie kanonicznym dodanie do funkcji Hamiltona H dowolnej statej C'
(lub dowolnej funkcji zaleznej jedynie od czasu) nie ma wplywu na réwnania ruchu.
Rozszerzenie przestrzeni fazowej i regularyzacja takiego hamiltonianu przy pomocy
kanonicznej transformacji Sundmana spowoduje, ze w nowej funkeji Hamiltona X =
% (H+V*+C) = 0 wartos¢ V* bedzie inna niz gdyby$my nie dodawali statej.
Zmieni sie tez posta¢ rownan ruchu — zamiast V* pojawi sie V* 4+ C' o tej samej
wartosci, ale rozwiazanie pozostanie takie samo (w przypadku gdy C jest funkcja
czasu, wartos¢ V* bedzie sie zmienia¢, ale V* + C bedzie dalej mialo warto$¢ taka
sama jaka by mialo V* bez dodawania do hamiltonianu funkcji C'). W przypadku
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gdy stosujemy catkowanie metoda podziatu, trzeba by¢ jednak ostroznym. Jezeli C'
bedzie duze i dodamy je do malej funkcji H;, to moze sie okazaé¢ ze K nie bedzie
juz funkcja rzedu e, co spowoduje znaczacy spadek dokladnosci obliczen, mimo iz
wlasciwe rozwigzanie pozostanie takie samo. Problem ten nie jest czysto teoretyczny,
pojawia sie gdy chcemy uwzglednié¢ zaburzenie pochodzace od grawitacji Storica.
Hamiltonian ma wtedy postaé (patrz 2.7)

1 R, r
H, = -G M, <Z — 23 ) , (3.30)
©

i dla wyzszych satelitow jest on w przyblizeniu tego samego rzedu co potencjat
grawitacji Ziemi. Jednak po odjeciu od niego zaleznej jedynie od czasu funkcji
GM@RLQ (tak jak pokazano w rozdziale 2.7), rzad wielkosci zaburzenia zmniejsza
sie, co znaczaco poprawia precyzje obliczen.

3.6 Wplyw mimosrodu orbity na dokladnos$é¢ obli-
czen

Jednym z podstawowych celow dla ktorych stosowana jest regularyzacja, jest zwiek-
szenie doktadnosci i szybkosci obliczen w przypadku orbit o duzym mimosrodzie.
Staty krok catkowania, ktory jest konieczny w przypadku stosowania opisywanego
integratora symplektycznego, powoduje, ze bez stosowania regularyzacji miejsca w
ktorych znajdzie sie obiekt na orbicie keplerowskiej na koniec poszczegolnych krokéw
catkowania bedg nieréwnomiernie roztozone na orbicie, z najwieksza gestoscia przy
apocentrum orbity i najmniejsza w okolicach perycentrum. W zagadnieniu ruchu
sztucznego satelity wokol Ziemi, zaburzenie wynikajace z niesferycznego rozktadu
masy wewnatrz Ziemi zwicksza sie gdy wysokos¢ satelity nad powierzchnig ziemi ma-
leje, a wiec ma najwiekszy wplyw na ruch w okolicach perygeum orbity. Oba te fakty
oznaczaja, ze w punkcie orbity gdzie satelita podlega silnym zaburzeniom catkowanie
jest najmniej doktadne. W wyniku regularyzacji staty krok catkowania bedzie odno-
sit sie do czasu Sundmana, a nie do czasu fizycznego, co sprawi, ze poszczegdlne kroki
catkowania beda rozktadaly si¢ rownomiernie na orbicie. Nieréwnomierny rozktad
krokow catkowania nie jest jedyng przyczyna zmniejszonej doktadnosci w przypadku
catkowania orbit o duzym mimosrodzie. W zagadnieniu satelitarnym perturbacje od
geopotencjatu wzrastaja gdy maleje wysoko$¢ nad powierzchnig Ziemi. W stosowa-
nej metodzie catkowania btad w funkcji Hamiltona jest proporcjonalny do pierwszej
lub drugiej potegi matego parametru €, ktorego wartos¢ jest wicksza gdy zblizamy
sie do powierzchni Ziemi, wiec btad powinien rosnaé¢ w okolicach perycentrum. Aby
sprawdzi¢ wplyw mimosrodu na blad w funkcji Hamiltona wykonano calkowanie
metoda SBAB3. z uwzglednieniem harmonik geopotencjatu do rzedu czwartego,
z uwzglednieniem perturbacji lunisolarnych i ciSnienia promieniowania stonecznego
(A/m = 1m?/kg). Orbita poczatkowa byla orbita geosynchroniczna 7z polosia wielka
6.61075 promienia Ziemi i nachyleniem 45 stopni. Poczatkowa dlugos¢ wezla, ar-
gument perycentrum i anomalia Srednia wynosity zero, a przyjety krok catkowania
wyniost okoto 0.01152 niezaburzonego okresu obiegu (krok catkowania definiowany
jest jako pewien odstep czasu Sundmana i za kazdym razem odpowiada réznemu od-
stepowi czasu fizycznego; doktadng fizyczna dlugosé kroku mozna okresli¢ dopiero
po zakoriczeniu catkowania sprawdzajac wartosci v*). Caltkowanie przeprowadzono
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Rysunek 3.1: Orbita o mimosrodzie 0.9 i potosi wielkiej 1. Kolejne czerwone punkty
oddalone sg od siebie o ten sam odstep czasu fizycznego (lewy obrazek) lub czasu
Sundmana (prawy obrazek)

dla dwoch réznych warto$ci mimosrodu e = 0.2 i e = 0.5 i sprawdzono wartosé
funkeji Hamiltona K (wykres 3.2). Na obu wykresach widaé¢ oscylacje wartosci ha-
miltonianu wokol pewnej wartosci $redniej. Wartos¢ ta nie wynosi zero, czyli wyste-
puje pewne przesuniecie wzgledem zatozonej warto$ci hamiltonianu. W odstepach
czasu rownych okresowi orbitalnemu (czyli w tym wypadku 1 doba) obserwujemy
krotkotrwate, silne oscylacje wokot wartosci $redniej, co jest bardziej widoczne dla
wiekszego mimosrodu. Jesli na osi poziomej zamiast czasu fizycznego odtozymy
warto$¢ anomalii $redniej, skltadajac na jednym wykresie kolejne okresy orbitalne,
to okazuje sie ze ten pik odchylenia znajduje sie w okolicach perycentrum orbity
(rysunek 3.3).

Test ten powtdérzono dla tej samej orbity, ale innych wartosci poczatkowej ano-
malii Sredniej i argumentu perycentrum aby uniknaé¢ przypadkowej zbieznosci i za
kazdym razem uzyskiwano podobny rezultat (rysunek 3.4). Zauwazy¢ mozna jednak
pewng subtelng réznice — srednia warto$é funkeji Hamiltona posiada widoczne od-
chylenie od zera, jesli na poczatku obliczen anomalia §rednia ma wartos¢ zblizong do
zera. Natomiast dla poczatkowej anomalii roznej od zera (z dala od perycentrum)
$rednie odchylenie jest zblizone do zera. Biorac pod uwage, ze kanoniczna transfor-
macja KS ograniczona jest do rozmaitosci H = 0, ten rozklad odchylein moze mie¢
pewien niewielki wplyw na dokladno$é¢ obliczen i w sytuacjach gdy poczatkowa war-
tos¢ anomalii sredniej nie ma wiekszego znaczenia a mimosrod jest wysoki, warto
rozpoczac catkowanie z dala od perycentrum. Obliczenia powtorzono takze dla orbit
o innej potosi wielkiej i nachyleniu, aby upewnié si¢ ze na ten wynik nie wptynat
wybor konkretnej orbity (w tym wypadku bedacej w rezonansie ruchu sredniego) i
wyniki okazaly sie by¢ spojne z tymi dla satelity geosynchronicznego.

Przyczyna wzrostu bledu w okolicy perycentrum orbity jest czynnik 1/r™ po-
jawiajacy sie w geopotencjale. Regularyzacja znaczaco ogranicza wptyw czynnika
1/r w zagadnieniu keplerowskim dzieki pomnozeniu hamiltonianu przez r. Niestety,
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Rysunek 3.2: Wartoéé¢ funkeji Hamiltona w zalezno$ci od czasu dla orbity o mimo-
srodzie 0.2 (gorny wykres) i 0.5 (dolny)
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n—1

w zaburzeniu dalej wystepowaé¢ beda czynniki 1/r Ich wplyw na dokladnosé¢
mozna potwierdzi¢ wykonujac catkowanie bez uwzglednienia geopotencjatu, a jedy-
nie z perturbacjami lunisolarnymi. Wtedy podbicie btedu w okolicy perygeum znika
(rys. 3.5), a nawet blad staje sie nieznacznie wiekszy w okolicy apogeum, gdzie
perturbacje lunisolarne sa najwicksze.

Aby pokaza¢ wplyw rosngcego mimosrodu na doktadno$¢, na rysunku 3.6 poka-
zano wyniki catkowania numerycznego satelity geosynchronicznego o poczatkowym
mimosrodzie rownym 0.01 i nachyleniu 63° (poczatkowa warto$é¢ anomalii $redniej,
argumentu perygeum i dlugosci wezta wyniosty zero), na dlugim odcinku czasu
ponad 300 lat. Mimosrod poczatkowo ro$nie do niemal maksymalnej dopuszczal-
nej fizycznie wartosci, po czym spada i zaczyna oscylowaé. Te zmiany umozliwity
pokazanie btedu funkcji Hamiltona dla tej orbity w funkcji jej mimosrodu. Btad
gwaltownie rosnie wraz ze wzrostem mimos$rodu i maleje wraz z jego spadkiem.
OczywiScie, wyniki po pierwszym maksimum mimosrodu sa niefizyczne, gdyz przy
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Rysunek 3.3: Wartos¢ funkeji Hamiltona w zaleznosci od anomalii Sredniej dla orbity
o mimosrodzie 0.2 (gorny) i 0.5 (dolny). Na rysunkach przedstawiono ztozenie 200
kolejnych okreséw orbitalnych.

takim mimosrodzie na satelite dziatalaby mocno atmosfera lub tez uderzytby w
Ziemie, ale pozwalaja zbada¢ zachowanie si¢ integratora.

3.7 Badanie stabilno$ci orbit

Jednym ze sposobow na jako$ciows analize dynamiki danego zagadnienia jest usta-
lenie stopnia jego chaotycznosci, czyli okreslenie jak bardzo zachowanie sie obiektu
jest podatne na drobng zmiane w warunkach poczatkowych, ktérg oznaczymy jako
wektor . Jednym z podstawowych narzedzi stosowanych w tym celu jest okreslenie
najwiekszego wyktadnika Lapunowa o. Wyktadnik ten okresla jak szybko oddalaja
sie od siebie wyktadniczo dwie infinitezymalnie bliskie sobie orbity. Zdefiniowany

66



6.x107" §
4.x107" |
2.x107" H
M
-2.x107" |
-4.x107 |
K
2.x10° [
[
1.x10° [ 3
& {
__‘i_ﬁmmw“ s MV SIL PR ¥
i Y 1 2 3 4 5 6:
4
L J 1
~1.x1078 | 0
Vi
L te
-2.x1o-6_— ;,

Rysunek 3.4: Wartosé¢ funkeji Hamiltona w zaleznosci od anomalii éredniej dla po-
czatkowej anomalii $redniej 168 stopni dla argumentu perycentrum 0 (goérny) i 123
stopnie (dolny). Ztozenie 200 kolejnych okresow orbitalnych.

jest on jako

1 4(t)
g —tli)l’gézh’l W’ (331)
albo w postaci calki
1 [
o= lim —/ ﬂds, (3.32)
t=oo t Jo O(s)

Dobre wyznaczenie tego wyktadnika wymaga odpowiednio dtugich obliczen, tak
aby czas t byl wystarczajaco duzy. Cincotta i Sim6 [11| zaproponowali alterna-
tywny wskaznik MEGNO (ang. Mean Exponential Growth factor of Nearby Orbits
— $redni wykladniczy czynnik wzrostu bliskich orbit), ktory oznaczymy jako Y (t).
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Rysunek 3.5: Wartos¢ funkeji Hamiltona w zaleznosci od anomalii §redniej dla mimo-
srodu 0.5, bez uwzgledniania perturbacji pochodzacych od geopotencjatu. Ztozenie
200 kolejnych okres6w orbitalnych.

Zdefiniowany jest on jako

Y@%zgﬂgggak. (3.33)

Wskaznik ten zazwycza] posiada pewne okresowe zmiany i dlatego stosuje sie¢ jego
wartos¢ usredniong

_ 1 [t
ﬂw=3/Y®®- (3.34)
0
Dla orbit ktore sa regularne, wartos¢ tego wspotczynnika dazy do 2. W przypadku
orbit chaotycznych dazy on liniowo do nieskoniczonosci, przy czym

=2, (3.35)

a wiec MEGNO jest $cisle powiazane z wyktadnikiem Lapunowa, ale jego zaleta
jest szybsza zbieznos¢é. Pozwala to wiec na zaoszczedzenie czasu podczas obliczen
i catlkowanie rownan ruchu na krotszym odcinku czasu, aby uzyskaé¢ dostatecznie
dobry wynik.

3.8 Roéwnania wariacyjne dla sztucznego satelity

Do wyznaczenia wskaznika MEGNO konieczne jest wyznaczenie ewolucji w czasie
wektora §. Dla zagadnienia satelitarnego w zmiennych KS, wektor ten bedzie sktadat
sie z rozniczek dla wszystkich zmiennych 0v i 6V oraz dv* i 6V*, ktorych ewolucja w
czasie bedzie catkowana réwnolegle z rownaniami ruchu. Dzieki temu, ze dla rownan
ruchu korzystamy z formalizmu kanonicznego, rownania wariacyjne mozemy zapisac
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Rysunek 3.6: Wyniki catkowania numerycznego — mimosrod w funkeji czasu i ha-
miltonian w funkcji mimogrodu.

w postaci

, 9K
Vi ==>" 3 3U,~6q’ (3.36)
N 9K
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gdzie sumowanie wzgledem ¢ przebiega po wszystkich zmiennych kanonicznych: Vj,
vy, v* i V*. Drugie pochodne funkcji Hamiltona sg wyliczone z rozwigzania réwnan
ruchu sztucznego satelity, czyli sa funkcjami czasu 7. Jest to wiec liniowy uktad réow-
nan ze wspolczynnikami jawnie zaleznymi od czasu. Co wiecej, jest on kanoniczny
jesli przyjmiemy dla niego funkcje Hamiltona

ZZ aqap1+5pq5p5q, (3.37)

gdzie sumowania wzgledem p i ¢ ponownie odbywaja sie po wszystkich zmiennych.
W powyzszym réwnaniu mylace moze by¢ uzycie delty Kroneckera 9, , dla skrocenia
zapisu — nie nalezy jej myli¢ z rézniczkami. Operator rézniczkowania jest operato-
rem liniowym, a wiec ta funkcja jest liniowa ze wzgledu na C, co pozwala podzieli¢ ja
na dwa skladniki tworzone przez Ky i Ky, co umozliwia wlaczenie réwnan wariacyj-
nych do stosowanego integratora symplektycznego. Konieczne jest wiec wyznaczenie
rozwigzan réwnan wariacyjnych utworzonych z obu czesci funkcji Hamiltona.

Dla czesci keplerowskiej zagadnienia, rozwiazanie rownan wariacyjnych mozna
uzyska¢ poprzez zrozniczkowanie rozwigzania dla zmiennych przedstawionego w roz-
dziale pierwszym. Jedli rozwigzanie dla zmiennych v; i V; ma postaé

v; (1) =v;(0) cos wT + ViO) sinwr, (3.38)
Vi(1) =V;(0) coswt — v;(0)w sin wr, (3.39)

to po zrézniczkowaniu otrzymujemy

dv; (1) =6v;(0) coswT + M/;(O) sin wr+
(—w(O) sin wt + Vi(0) CoS wT) ToW — (5wvi(g) sin wT
w w
=0v;(0) coswT + oVi(0) sinwT + %u (Vi(T)T — W{f}O)) 5 (3.40)
w

oraz

oVi(1) =8V;(0) coswt — dv;(0)w sin wr+
(—=Vi(0) sinwt — v;(0)w coswT) dwT — v;(0)dw sin wT
=0V;(0) coswt — 6v;(0)w sin wT — wv;(T)dwr — v;(0)dw sin wT. (3.41)

Jezeli wprowadzony ukltad wspotrzednych obracajacy sie z predkoscia katowsa €2, to

rozwiazania dla przynajmniej jednej pary zmiennych v;, v; (w zaleznosci od wybrane;
osi obrotu) maja posta¢

(3.42)



gdzie v" to wartos$¢ zmiennej w nieobracajacym sie uktadzie wspolrzednych, przed-
stawione wczesniej. Wtedy rozniczki beda réwne
6vi(7) = 0v}' () cos Qu™(7) + 0vj () sin Qu™ (7) + v;Q07,
(1) cos Qu*(1) — vl (7) sin Q™ (1) — v; 200", (3.43)
c

dv;(1) = v;l
Vi(t) = 6V (1) cos Qu* (1) + 5\/;”(7') sin Qu* (1) + V;Qév",
Vi(r) = 6V* (1) cos Qu* (1) — 0V, (7) sin Qu*(7) — ViQov™.

Rownania dla rézniczek dodatkowej pary zmiennych, wynikajacych z rozszerzenia
przestrzeni fazowej, nie zaleza od przyjetego uktadu wspotrzednych. Roézniczka V>
jest stata, gdyz V* jest stale, a dv* jest réwna

dv* (1) =0v*(0) — 26_@0 (v*(1) — v*(0))

w

[4(V(0) - 8V(0) 4+ wv(0) - 6v(0))T + 2 (=V(0) - 6V(0)

) +2(v(0) - 6V(0) + V(0) - 6v(0))(sin wT)2]

+

o2w?
in 2
Fw?v(0) - ov(0) 2T
Sw

o?w?

+(=V(0) - V(0) + w?v(0) - v(0)) (2 o8 2WT — Sin 2WT)

w

+

[2v(0) - v(0)(2wT + sin 2wT)

+ 2v(0) - V(0)7 sin 2wr] . (3.44)

Pojawiajaca sie w rownaniach rozniczka dw jest stata podczas ruchu keplerowskiego
i moze zostac¢ obliczona poprzez zrozniczkowanie czestosci w 1 wstawienie poczatko-
wych wartosci potozen i pedoéw oraz rozniczek.

Dla perturbacji, ktore zaleza jedynie od zmiennych typu potozenie, réwnania
wariacyjne beda zmienialy tylko wartosci rozniczek pedow

K,
SVi(r) = dVi(0) = > Fadn 1T
q K3
2
SV*(r) = 8Vi(0) = > gqgl; Sqr. (3.45)

W ten sposéb mozna propagowaé¢ wartosci rozniczek réwnolegle z catkowaniem
rownan ruchu.

3.9 Obliczanie MEGNO

W wyniku catkowania otrzymywac¢ bedziemy wartosci rézniczek, a z nich dlugosé
wektora |0|. Przy obliczaniu dlugosci tego wektora pojawia sie problem réznych
jednostek dla konkretnych rézniczek (skladowymi wektora sa wielkosci dv; w jed-
nostkach dtugosci i §V; wyrazone w jednostkach predkosei itd.). Mozliwe jest wpro-
wadzenie pewnych statych normalizujacych, ale do obliczania MEGNO istotny jest
eksponencjalny przyrost tych wielkosci i dlatego stosowane bedzie nie do konca $ci-
ste podejscie, ktore jednak jest powszechnie stosowane - dlugo$é wektora rézniczek
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bedzie pierwiastkiem z sumy kwadratow jego sktadowych z pominigciem jednostek.
Jako ze mamy tylko kolejne wartosci dtugosci tego wektora (ktore oznaczymy jako
Ok, gdzie k to numer kroku catkowania) w konkretnych momentach czasu, a nie peten
przebieg, to wartos¢ MEGNO zamiast z catki moze by¢ obliczona z wykorzystaniem
dyskretnych rownan (Cincotta i in. [12])

Y(n) = %im (%) (3.46)

dla MEGNO i

V(n) = %an), (3.47)

dla jego wartosci sredniej. W praktyce, aby zaoszczedzi¢ pamieé¢ podczas obliczen,
lepiej jest skorzysta¢ z wygodniejszych w uzyciu rownan rekurencyjnych (Breiter i
in. [5])

Y(n):nle(n—1)+21n ((;:1) (3.48)
¥(n) (n — 1)Y(nn— 1)+ Y(n) (3.49)

Wymagaja one tylko znajomosci wartosci MEGNO wyliczonej w poprzednim kroku
oraz dtugosci wektora rozniczek. Ze wzgledu na liniowos¢ ukladu réwnan wariacyj-
nych, jesli pomnozymy warto$é¢ poczatkowa rézniczek przez ta sama dowolng stata,
to ich warto$¢ po pojedynczym kroku catkowania takze zostanie zwickszona o ten
sam czynnik. Taka zmiana nie wplywa tez w zaden spos6éb na wyznaczona war-
tos¢ MEGNO, gdyz ona zalezy od wzglednego przyrostu dtugosci wektora rézniczek
((sf—jl). Dzigki temu mozliwa jest renormalizacja tego wektora w trakcie catkowa-
nia, na przyktad ustawianie go na dtugos$¢ réwna 1 co krok catkowania, co pozwala
na unikniecie przekroczenia zakresu zmiennej przy diuzszym catkowaniu (jest to
mozliwe przy eksponencjalnym przyrodcie). Upraszcza to tez formule pozwalajaca
wyliczy¢ MEGNO do

Y(n)=" - Ly (= 1)+ 2m(5,). (3.50)

O ile poczatkowa dhugo$¢ wektora rézniczek nie ma znaczenia, to jego kierunek
moze by¢ istotny. Breiter i in. [5| zastosowali proste podej$cie — wektor rozniczek
zostal wybrany tak, aby byt prostopadly do prawych stron réwnan ruchu dla ruchu
keplerowskiego. Dokladniejszym wyborem jest wektor prostopadty do prawych stron
rownan ruchu calego zagadnienia. Mozna tez tak dobraé¢ rézniczki, aby zachowana
byta wartosé¢ funkcji Hamiltona lub niezmiennika transformacji KS J - ¢ (to znaczy,
gdy dodamy do wektora zmiennych wektor rézniczek, wartoéé tych funkeji pozosta-
nie taka sama). Pierwsze testy wykonane w ramach tej pracy pokazaly jednak, ze
nie wplywa to w widoczny sposoéb na wynik, dlatego tez stosowane bylo prostsze
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podejscie i wybrano wektor prostopadty do keplerowskiej czesci rownan ruchu

0Vi(0) =v; = Vi,

Sv*(0) = — V! =0, (3.51)
) oy AT

™ (0) =v; = ~

(3.52)

Tak wybrany wektor rozniczek, po znormalizowaniu do jednostkowej dtugoéci, bedzie
uzywany w catkowaniu réwnan wariacyjnych, a wynik tego catkowania umozliwi
okreslenie MEGNO.

3.10 Integrator

Do przeprowadzenia obliczen opisang w tym rozdziale metoda zostalto przygotowane
odpowiednie oprogramowanie, napisane w jezyku C++-. Integrator ten wykorzystuje
metode SBAB3. (opcjonalnie metody wyzszych rzedoéw) i uwzglednia zaburzenia po-
chodzace od geopotencjatu (dowolnego rzedu i stopnia), grawitacji Storica i Ksiezyca
oraz ci$nienie promieniowania stonecznego, wyliczane tak jak opisano w poprzednim
rozdziale tej rozprawy. Poza calkowaniem réwnan ruchu i rownan wariacyjnych oraz
obliczaniem MEGNO, dodatkowo wyznaczany jest maksymalny mimosrod orbity w
trakcie catkowania. Wielkos¢ ta nie jest wyznaczana z elementéw oskulacyjnych or-
bity, tylko wyznaczany jest punkt najwickszego zblizenia si¢ satelity do Ziemi, czyli
minimalna odlegtos¢ perycentrum ¢,;,, z ktérej mimosrod wyznacza sie z prostej
zaleznosci q

eqg=1— P (3.53)
Zazwyczaj potos wielka a ulega tylko bardzo niewielkim oscylacjom wokot wartosci
sredniej, wiec zamiast wartosci potosi w danym momencie uzywana jest jej wartosé
poczatkowa. Mimosréd e,, wyznaczany z monitorowanej podczas catkowania odle-
glodci perycentrum, nie jest tozsamy z oskulacyjnym mimosrodem e. Jest on tak
okreslony, gdyz w trakcie symulacji istotna wielkoscia bedzie odlegto$¢ maksymal-
nego zblizenia sie satelity do Ziemi, a jej znajomos¢ pozwala okresli¢ czy satelita
wchodzi w atmosfere.

Obrana metoda catkowania nie jest metoda bardzo doktadng i nie powinna by¢
stosowana do precyzyjnego wyznaczania polozen satelitow. Celem tych symulacji
jest zbadanie dynamiki obiektow w dluzszym okresie czasu (kilkadziesiat lub wiecej
lat i tysiace lub wiecej obiegow satelity wokol Ziemi), z zachowaniem odpowiednio
krotkiego czasu catkowania (na przecietnym PC jest to czas rzedu sekund na po-
jedyncza symulacje, sktadajaca sie z 300000 krokow calkowania). Metoda ta nie
wykorzystuje zadnego usrednienia, co moze okazacé si¢ istotne gdy badane sa orbity
znajdujace sie w rezonansie ruchu $redniego. Stosowanie integratora symplektycz-
nego pozwala zachowa¢ odpowiednig dokladnos$¢ na tak dtugim odcinku czasu, a
wykorzystanie zmiennych KS umozliwia badanie orbit o duzym mimosrodzie.

Oczywiscie, metoda ta ma tez swoje wady. Wykorzystanie rownan kanonicznych
uniemozliwia uwzglednienie perturbacji niepotencjalnych, zwtaszcza oporu atmos-
fery i dlatego nie moze by¢ ona stosowana dla niskich orbit. Nie jest ona tez tak
szybka jak gdyby stosowac¢ réwnania dla zmiennych $rednich.
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Obliczanie perturbacji lunisolarnych wymaga znajomosci potozen Stonica i Ksie-
zyca w danym momencie czasu. W rozszerzonej przestrzeni fazowej pochodne funkcji
Hamiltona wzgledem czasu (v*) beda pojawiaty sie w réwnaniach ruchu dla dodatko-
wej zmiennej V*, przez co wymagana jest tez znajomo$¢ predkosci tych cial. Ponadto
w rownaniach wariacyjnych pojawia sie druga pochodna wzgledem czasu, a wiec
przyspieszenie Stonca i Ksiezyca. Zazwyczaj efemerydy (np. doktadna efemryda
horizons JPL') podaja jedynie wektory polozenia i predkosci. Dodatkowym utrud-
nieniem jest to, ze momenty czasu dla kolejnych krokéw catkowania sg wyliczane w
trakcie samego catkowania (poprzez zmienng v*), co uniemozliwia wezesniejsze przy-
gotowanie efemeryd z zewnetrznego zrodta. Dlatego tez efemerydy sa generowane
przez kod programu w trakcie catkowania. W przypadku Storica wykorzystana jest
efemeryda niskiej precyzji opisana w Astronomical Almanach publikowanym przez
USNO. Poréwnanie z efemeryda JPL na odcinku 50 lat od roku 2000, dato $redni
btad w potozeniu Stonica rzedu kilku tysiecy kilometréow i maksymalny wynoszacy
okoto 30000 km. Daje to maksymalny blad wzgledny rzedu 10~ i btad éredni o je-
den rzad mniejszy; podobny btad jest w wektorze predkosci Stonca. Dokladnosé ta
jest niewielka, ale w tym zastosowaniu jest ona wystarczajaca, a zaleta jest prostota
i szybkos$¢ samej procedury obliczania. Procedura wyliczania predkosci i przyspie-
szenia Storica powstata w wyniku zrézniczkowania wzoréw na polozenie wzgledem
czasu.

Do wyznaczenia potozenia Ksiezyca zastosowano nieco bardziej precyzyjne po-
dejscie. Uzyto potanalitycznej efemerydy ELP 2000-85 [9], przy czym wyrazy sze-
regu zostaly uciete tak, aby uzyskac¢ btad pozycji Ksiezyca mniejszy niz 1000 kilome-
trow. Poétanalityczna postaé efemerydy umozliwita uzyskanie wektora przyspieszenia
poprzez zrozniczkowanie szeregu definiujacego predkosé wzgledem czasu.

W przypadku efemeryd nalezy pamietaé, ze gdy catkujemy z uzyciem zmien-
nych KS, to czas jest jedna ze zmiennych i sam jest obarczony pewnym bledem
catkowania, co wplywa tez na dokladno$é¢ samej efemerydy.

3.11 Orbity geosynchroniczne

Dtugoterminowe symulacje dynamiki sztucznego satelity maja sens w kontekscie
problemu $mieci kosmicznych. Niefunkcjonalny obiekt moze pozostawaé na orbicie
wokot Ziemi przez setki lat, ale istniejg takze orbity, na ktérych w skutek pertur-
bacji dochodzi do szybszego zwiekszenia mimosrodu orbity, co skutkuje naturalna
deorbitacja. Istotnym czynnikiem, ktory warto zbadad, jest wiec czas zycia na danej
orbicie i wzrost mimosrodu.

Do zaprezentowania dzialania integratora wybrane zostaly orbity geosychro-
niczne, czyli takie, ktorych okres orbitalny rowny jest jednej dobie gwiazdowej, ale
w przeciwienstwie do orbit geostacjonarnych nie musza by¢ orbitami rownikowymi
i kotowymi. Potos wielka takiej orbity wynosi okoto 42164 km. Ta wartosé¢ potosi
oznacza, ze w trakcie symulacji mimos$rod moze urosna¢ do wartosci ponad 0.8 zanim
satelita wejdzie w geste partie atmosfery. Jest to wiec dobre zagadnienie, aby zasto-
sowa¢ opisywang tutaj metode catkowania. Badanie orbit geosynchronicznych pod
wzgledem wzrostu mimosrodu przeprowadzili Gkolias i Collombo [21]. Uzywali oni
do tego celu integratora wykorzystujacego zmienne $rednie. Powtorzenie tych wyli-

thttps://ssd.jpl.nasa.gov /horizons.cgi
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czeh z uzyciem opisywanego tutaj integratora z jednej strony pozwoli przetestowac
metode, a z drugiej umozliwi sprawdzenie, czy pominiecie zaleznosci od anomalii
sredniej wptywa znaczaco na wynik obliczeri.

Pierwsze testy pokazaly, ze do znaczacego wzrostu mimosrodu, a co za tym idzie
obnizenia perygeum moze dochodzi¢ pod warunkiem, ze nachylenie orbity bedzie
odpowiednio duze. Przeprowadzono catkowanie dla warunkow poczatkowych: potos
wielka a = 6.61701 promieni Ziemi, mimosréd e = 0.1, anomalia Srednia M = 45°,
dtugosé wezta i argument perygeum 2 = w = 0° i dla nachylenn od zera do 180°
z krokiem co jeden stopien. Pojedynczy krok catkowania obejmowat okolo 0.1152
okresu orbitalnego (co daje okolo 9 krokéw catkowania na okres), uwzgledniono
geopotencjat do czwartego stopnia i rzedu, perturbacje lunisolarne oraz ci$nienie
promieniowania (ze stosunkiem powierzchni do masy 1 kg/m?). Przeprowadzono
trzy serie obliczen: w pierwszej iloé¢ krokéw wyniosta 10°, co odpowiada ok 31.5
latom, w drugiej i trzeciej ilos¢ krokéw odpowiednio podwojono i potrojono uzy-
skujac okres catkowania 63 i 94.5 lat. Wartosci czasowe mozna podawaé jedynie w
przyblizeniu, gdyz doktadny czas obliczany jest dopiero w trakcie catkowania.

Catkowanie pokazalo, ze dla orbit o duzym nachyleniu juz po 30 latach wzrost
mimosrodu moze by¢ znaczny (rys. 3.7). Po 60 latach dla czesci orbit perygeum
obnizylo sie ponizej jednego promienia Ziemi, co oczywiscie oznacza spadek satelity,
ktory bylby na takiej orbicie. Dhuzsze calkowanie pokazuje tez bardziej ztozona
strukture catego zagadnienia. Po ponad 90 latach (rys. 3.8) widaé, ze istnieja
pewne wartosci nachylen dla ktorych wzrost mimosrodu jest wyraznie mniejszy niz
dla innych orbit w ich otoczeniu. Powtérzenie obliczen dla innych parametréw po-
czatkowych, zmieniajac argument perygeum na 45 i 90 stopni, pokazalo, ze nie jest
to jedynie zaleznosé¢ od nachylenia (rys. 3.9). Zawsze jednak wzrost mimosrodu jest
wiekszy dla orbit o duzym nachyleniu, a dla orbit w plaszczyznie réwnika perygeum
obniza si¢ nieznacznie.
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Rysunek 3.7: Odleglosé¢ perygeum (w promieniach Ziemi) po 311 63 latach w zalez-
nosci od poczatkowego nachylenia orbity.

Wyznaczenie wskaznika MEGNO pokazato, ze okres niecatych 100 lat moze by¢
zbyt maty aby dobrze oszacowad ten parametr. W duzej cze$ci wykresu MEGNO jest
mniejsze niz 2, sa tez obszary, w ktérych wskaznik wyraznie przekracza te wartosc.
Przeprowadzona regresja liniowa tego wskaznika dla ostatnich 20 procent krokdéw
catkowania data dla orbity o najwyzszym MEGNO wspoétczynnik kierunkowy okoto
0.0004d~!. Oznacza to, ze po 100 latach catkowania, MEGNO bedzie wynosito ok.
14. Orbity stabiej chaotyczne, ktore mialyby ten wskaznik mniejszy o niecaty rzad
wielkosci, miatyby jednak MEGNO w okolicach dwojki, co oznacza, ze do oceny ich
stabilno$ci wymagany jest dtuzszy czas catkowania. Wyniki te pokazuja tez, niestety,
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ze dla czesci orbit czas catkowania potrzebny do oceny ich stabilnosci jest dtuzszy
niz ich czas zycia na orbicie. 7Z tego powodu dla krotszych okresow catkowania
numerycznego lepszym wyznacznikiem stabilnosci sa zmiany mimosrodu.

q[AE] MEGNO
10

41
L L L I[deg] L L L I[deg]
50 100 150 0 50 100 150

Rysunek 3.8: Odlegtos¢ perygeum (w promieniach Ziemi) po 94 latach oraz wartosé
wskaznika MEGNO (obcieta w zakresie 0-10).
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Rysunek 3.9: Odlegltos¢ perygeum (w promieniach Ziemi) po 94 latach dla poczat-
kowych wartosci argumentu perygeum 45 i 90 stopni.

W tych obliczeniach uzyty zostal duzy krok catkowania (mniej niz 9 krokéw na
okres orbitalny). Aby oszacowaé¢ doktadno$é¢ uzyskanego wyniku powtérzono ob-
liczenia zwickszajac dwukrotnie ilo$¢ krokéw i o potowe zmniejszajac ich dtugosé.
Nastepnie obliczono roznice otrzymanych odlegtosci maksymalnego zblizenia satelity
do Ziemi po 90 latach na orbicie (rys 3.10). W wielu przypadkach otrzymane roznice
s na poziomie 107% promienia Ziemi, ale niekiedy blad siega tysiecznych czesci pro-
mienia Ziemi, czyli kilku lub kilkunastu kilometrow. Gdy réznica jest duza nizsza
wysokos¢ perygeum otrzymujemy w wyniku doktadniejszego catkowania — odstajace
punkty na wykresie znajduja sie prawie zawsze ponizej poziomej osi liczbowej. W
przypadku tych mocniej odstajacych punktéw btad nie wynika jednak z doktadnosci
catkowania, a ze sposobu wyznaczenia minimalnej odlegtosci perygeum. Brane pod
uwage s3 jedynie odlegtosci na koniec kazdego kroku catkowania i co za tym idzie
istnieje szansa, ze w momencie najwiekszego zblizenia kolejne kroki catkowania beda
nieco oddalone od perygeum. Zwiekszenie ilodci krokow na okres orbitalny pozwolito
lepiej pokry¢ orbite kolejnymi punktami i lepiej uchwyci¢ moment najnizszego pe-
rygeum, przez co otrzymany wynik jest mniejszy. Uzyskana doktadnos¢ jest jednak
wystarczajaca przy tego typu jakosciowej analizie.

Zmiana mimosrodu w zalezno$ci od katow M, w, 2 jest do$¢ zlozonym proble-
mem. Wplyw poczatkowej anomalii $redniej jest bardzo niewielki w poréwnaniu do
zmiany pozostatych parametréow (na ogol rzedu 1072 promienia Ziemi po 50 latach).
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Rysunek 3.10: Dokladno$¢ wyznaczenia minimalnej odlegtosci perygeum w zalezno-
$ci od nachylenia poczatkowego orbity (w = 45°).

Oznacza to, ze metoda z wykorzystaniem zmiennych $rednich uzyta przez Gkoliasa
i Collombo [21] jest wystarczajaca mimo obecnego rezonansu ruchu $redniego. 7
kolei zaleznos¢ od katow w, €2 jest mocno zalezna od nachylenia orbity. Przy matym
nachyleniu istotna jest suma Q+w (rysunek (3.11)). Dla bardziej nachylonych orbit
sytuacja jest bardziej ztozona (rysunek 3.12). Na rysunku 3.13 pokazano minimalng
odleglto$é perygeum po 47 latach na ptaszczyznie nachylenie-dlugo$é¢ wezta wstepu-
jacego dla argumentu perygeum w = 0°. Na rysunku 3.14 jest ten sam wykres dla
w = 90°. Przyjety krok catkowania wynioést okoto 17 krokéw na okres orbitalny.
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Rysunek 3.11: Minimalna odlegtos¢ perygeum na plaszczyznie w, () dla nachylenia
rownego zero. Na prawym rysunku przekrdj wzdtuz prostej w = 2 .

Zmiany mimosrodu sg efektem dzialania rezonansu Lidowa-Kozai (ktory bedzie
takze przeanalizowany w nastepnym rozdziale). Jak pokazali Aleksandrova iin. [20],
istotnym czynnikiem, ktéry moze wpltywaé na tempo wzrostu mimosrodu jest efekt
ciSnienia promieniowania stonecznego, zwtaszcza dla orbit prawie kotowych. Dla
obiektow o duzym stosunku powierzchni do masy moze on zaré6wno przyspieszac
wzrost mimosrodu, jak i go spowalniaé¢. Na rysunku 3.15 przedstawiono wynik tych
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Rysunek 3.12: Minimalna odlegtos¢ perygeum na ptaszczyznie w, () dla nachylenia
rownego 40°. Na prawym rysunku przekroj wzdtuz prostej w = 2 .
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Rysunek 3.13: Odlegloé¢ perygeum po 47 latach. Poczatkowy mimosrod wynosit
e = 0.1, a argument perygeum w = 0° .

samych obliczeri co na rysunku 3.14, ale zamiast stosunku powierzchni do masy 1
m? /kg przyjeto warto$¢ 0.012 m? /kg. Roznice w minimalnej odleglodci perygeum
miedzy tymi wykresami przedstawiono na wykresie 3.16.

Wykresy przedstawiajace odlegto$é perygeum na plaszczyznie nachylenie-dtugosé
wezta wstepujacego sa (do pewnego stopnia dokladnosci) symetryczne wzgledem ob-
rotu catego wykresu o 180 stopni. Inaczej méwiac, orbity o poczatkowym nachyleniu
I i dtugosci wezta wstepujacego 2 maja podobng ewolucje mimosrodu do orbit o
nachyleniu 180° — I i dtugosci wezta wstepujacego 360° — Q. Wykres 3.16 poka-
zuje jednak, ze zmiana wartosci ci$nienia promieniowania nie ma tak symetrycznego
wplywu na orbite. Oczywiscie, istotna w tym przypadku jest réwniez zalezno$é od
poczatkowego argumentu perygeum.

Przedstawiona metoda catkowania pozwala badaé¢ dtugookresows dynamike sztucz-
nych satelitow. Nie jest ona tak wydajna jak integratory dzialajace na zmiennych
$rednich, ale pozwala uwzgledni¢ zmiany krotkookresowe oraz zbadaé¢ zaleznos$é dy-
namiki od anomalii §redniej, co moze mie¢ znaczenia przy zastosowaniu jej do orbit w
rezonansach tesseralnych (w przypadku sztucznego satelity) lub rezonansach ruchu
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Rysunek 3.14: Odlegloéé¢ perygeum po 47 latach. Poczatkowy mimosréd wynosit
e = 0.1, a argument perygeum w = 90° .

sredniego (na przyktad planetoidy). Jak sie okazato, efekty tesseralne dla satelitow
geosynchronicznych nie maja az tak wielkiego znaczenia, a w zmianach mimosrodu
decydujaca role pelnily oddzialywania grawitacyjne Stonca i Ksiezyca (w szczegol-
nosci rezonans Lidowa-Kozai).
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Rysunek 3.15: Odlegloé¢ perygeum po 47 latach. Poczatkowy mimosréd wynosit
e = 0.1, a argument perygeum w = 90°. Stosunek powierzchni do masy byl mniejszy
niz na rysunku 3.14 i wyniost 0.012 m?/kg.
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Rysunek 3.16: Roéznica w minimalnej odleglosci perygeum osiggnietej podczas

dwoch catkowan numerycznych. Wykres powstat przez odjecie danych z rysunkow
3.14 oraz 3.15.
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Rozdziat 4

Zmienne
Lissajous-Kustaanheimo-Stiefela

4.1 Transformacja Lissajous

Transformacje Leviego-Civity i Kuustanheimo-Stiefela pozwalaja przeksztalci¢ za-
gadnienie keplerowskie (odpowiednio dwu i tréjwymiarowe) w izotropowy oscylator
harmoniczny. W obu przypadkach istotne jest przyjecie statego poziomu energii,
ktory definiuje czestosé oscylatora. W przypadku stosowania formalizmu kanonicz-
nego, transformacja odbywa sie w rozszerzonej przestrzeni fazowej. Dla oscylatora
harmonicznego mozna wprowadzi¢ zmienne typu kat-dziatanie. W przypadku trans-
formacji LC jako pierwszy zrobil to Alain Chenciner w 1986 roku [10], ale jego praca
pozostala malo znana. Powrocit do niej Jacques Fejoz [17], ale nieco wezesniej De-
prit i Williams [14] uzyskali podobny zestaw zmiennych kat-dzialanie, wprowadzajac
w serii publikacji tzw. transformacje Lissajous. Deprit zaproponowat trzy oddzielne
warianty tej transformacji, ale przedstawiony i dalej wykorzystany zostanie tylko
jeden z nich.

Niech y; i y» beda kanonicznymi polozeniami, a Y; i Y5 sprzezonymi z nimi pe-
dami. Transformacja Lissajous bedziemy nazywac transformacje, ktéra przeksztatca
zbior (y1,y2, Y1, Y1) na nowe polozenia [, g i sprzezone z nimi pedy L, G i wyraza sie
roéwnaniami

L_I_Gcosl—i- L_Gcos(l— )
9) % 9)
L L —
Yo = ;Gsm Gsm l—g (4.1)

Y, =— \/w( sml+g \/ sml—
YQZ\/ Cosl+g \/ cosl—

Transformacja ta zalezy od jednego parametru w. Jedli zastosujemy te transformacje
do hamiltonianu dwuwymiarowego izotropowego oscylatora harmonicznego

2

Ho=- (Y7 +Y5) + 7 (7 +43) (4.2)

l\DIr—\
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to uzyskamy nowy hamiltonian
ICO = WL, (43)

ktory zalezy tylko od jednego z pedow. Z powyzszych rownan wprost wynika, ze
—L <G < L,akiedy G = £L, katy [ i g sa nieokreslone, ale okreslona jest albo
ich suma, albo roznica. W przypadku gdy L = G = 0 oba katy sa nieokreslone, tak
samo jak ich suma i ro6znica — odpowiada to sytuacji gdy Y1 = Yo =y = y2 = 0.

Zmienne te sa zmiennymi typu kat-dzialanie, poniewaz zgodnie z transformacja
(4.1), zmienne yy,ys, Y1, Y2 sa 27 okresowe wzgledem [ i g, a nowy hamiltonian
zalezy tylko od pedu L. Brak zaleznosci od G wynika z uwzglednienia degeneracji
uktadu i sprawia, ze ruch dla jednego ze stopni swobody jest trywialny (g = G =0,
niezaleznie od warunkow poczatkowych).

4.2 Interpretacja geometryczna

W przypadku dwuwymiarowego oscylatora harmonicznego ruch odbywa sie po elip-
sie 0 srodku w poczatku uktadu wspotrzednych. Zmienne Lissajous opisuja te elipse.
Kwadrat odlegtosci od $rodka uktadu wspoélrzednych wynosi

1
vityi=— (L-VI7=GPeos2i). (4.4)
w

Jedyna wielko$cia, ktora sie zmienia w tym wypadku jest kat [. Latwo wiec stwier-
dzi¢, ze odleglosé¢ jest najmniejsza gdy cos2] = 1, a najwieksza gdy cos2l = —1.
Jesli wiec a i b to odpowiednio pétos wielka i potos mata elipsy, to mamy

a2 :5 (L + \/W) , =t (L - m) , (4.5)

w

a wiec pedy okreslaja wielkos¢ i ksztalt elipsy, a dokladniej

L :g (a* +0%), G = £ wab. (4.6)
Kiedy | = 0, a wiec wtedy, gdy znajdujemy sie na koncu poélosi malej, wtedy
- €1 = cos g, a wiec g jest katem miedzy polosiag malta elipsy a pierwszg osig uktadu
wspotrzednych. Taka interpretacja tych zmiennych pozwala zrozumieé sytuacje oso-
bliwe. Gdy G = *+L, kwadrat odlegloéci od poczatku uktadu wspoétrzednych jest
staly, co oznacza ze kat g musi by¢ nieokreslony, poniewaz nie mozemy zdefiniowaé
polozenia potosi malej. Co wazne, zmienne te nie posiadajg osobliwosci gdy G = 0.
Jest to sytuacja w ktorej dtugos¢ potosi matej wynosi zero, a elipsa degeneruje sie
do postaci odcinka. Kat g jest wtedy katem miedzy prosta prostopadla do tego
odcinka, a pierwsza osig uktadu wspoétrzednych.

4.3 Rozszerzona transformacja LC

W powyzszych réwnaniach widoczny jest zwigzek zmiennych Lissajous z kwadratami
potosi elipsy. Ten zwiazek sprawia, ze polaczenie tej transformacji z transformacja
parabolicznag LC wydaje sie by¢ do$¢ naturalnym wyborem. Pojawia sie tu jednak
pewien problem, wskazany juz przez Deprita i Williamsa [16]: w transformacji ka-
nonicznej LC musi doj$¢ do rozszerzenia przestrzeni fazowej, a sama transformacja

82



Y,
/// N
y N
AN
/ r \\
/ a /
[ g \
| B
\ b | Y
\
\ /
\ /
AN
\\ //

Rysunek 4.1: Elipsa Lissajous (przypadek G > 0).

zaktada ustalony poziom energii, od ktoérego zalezy czesto$¢ oscylatora w nowych
zmiennych. Czestotliwos¢ ta zalezy od wartosci pedu V* oraz wybranej wartosci

parametru « poprzez roOwnosc
aw = V8V*. (4.7)

Tymczasem w transformacji Lissajous parametrem jest owa czestosé, ktora z zaltoze-
nia powinna by¢ stata. Przyjecie w jako funkcji pedu V* powoduje, ze transformacja
Lissajous przestaje by¢ kanoniczna. Istnieja oczywiscie sposoby, ktére obchodzg ten
problem, na przyktad mozna przyjaé ze V* jest stala liczbowa, albo w transformacji
Lissajous uzy¢ parametru w ktory nie jest funkcja V*, a jedynie posiada odpowied-
nig wartos¢. Takie podejscie ma jednak bardzo zasadnicze wady. Jesli rozpatrywane
jest zaburzone zagadnienie keplerowskie, w ktérym zaburzenie w sposob jawny za-
lezy od czasu, to wtedy warto$¢ V* nie jest stata, a wiec takze i czestosé¢ w sie
zmienia. Rozwigzaniem tego problemu jest przeprowadzenie tranformacji LC i Lis-
sajous bez zaktadania stalosci parametrow o i w. Takie rozwigzanie opublikowali
niedawno Breiter i Langner |6]. Wezesnie] podobne rezultaty uzyskal Zhao [50]| dla
szczegbdlnego przypadku ruchu prostoliniowego.

Aby wprowadzi¢ rozszerzong transformacje, zachowamy uzywana wcze$niej de-
finicje kanonicznej transformacji LC dla polozen i pedow, ale przyjmiemy ze para-
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metr « jest pewng funkcja zmiennych kanonicznych. Dodatkowo transformacja musi
takze obja¢ pare zmiennych V* i v*, tak aby uzyska¢ transformacje kanoniczna, przy
czym przyjmiemy nowe zmienne S| s takie ze nowy ped bedzie rowny staremu, czyli
S = V*, a polozenie s bedzie pewng funkcja starych potozen i pedéw. Aby trans-
formacja byta kanoniczna, wykorzystamy forme rézniczkowa spetniajaca

V*dv* + X -dx — Sds — V - dv = d, (4.8)
gdzie ® jest pewng funkcjg zmiennych kanonicznych. Jesli przyjmiemy, ze
v' =5+ B(v,V,V"), (4.9)

to po podstawieniu definicji transformacji LC (1.31) i (1.53) do powyzszej formy
rozniczkowej uzyskamy warunek

v-Vda

V*dB — ——— = dd. 4.10
o (4.10)
To réwnanie tatwo jest rozwigza¢ gdy « jest funkcja jedynie V*. Wtedy, przyjmujac
B=By(V")y-Y, O =y(V)y- Y, (4.11)

dostajemy

v-V [ da d®g dBy

*By — ®pld(v-v) — —— 2 -V = 0. 4.12
V" Bo = @] d(v-v) = 2 [dV* * O‘(dV* v dV*)] ’ (4.12)

Aby czynnik przy rozniczce d(v - v) wynosil zero, zaktadamy &, = V* By, a wiec
takze & = V* B, a wtedy rownanie upraszcza sie do postaci

v-V | da
—_— 2aBy| =0 4.13
2 Lﬂ/* e 0} ’ (4.13)
czyli
y-Y da
= ) 4.14
20 dV'* ( )
Oznacza to, ze rozszerzona transformacja LC jest kanoniczna gdy
. y-Y da
=5—— . 4.15
v 20 dV'* (4.15)
Hamiltonian keplerowski po przeprowadzeniu transformacji bedzie miat dalej postac
V.V o WP 4p
K=—+—v-v— — 4.16
5TV (4.16)
7z czestodcig uzalezniong od wybranej funkcji «
1%
V) = ——. 4.17
w(V') = (417

Kosztem takiego uogolnienia jest zmiana zmiennej v*, ktéra wcze$niej odpowiadata
czasowi fizycznemu ¢, na nowa zmienng s. Konkretny wybér parametru a wptywa
takze na wymiar zmiennych LC. Wezesniej przyjmowaliSmy ze o ma wymiar dlugo-
§ci, dzieki czemu nowe zmienne v takze mialy wymiar dlugosci, a czas Sundmana,
do ktorego zdefiniowania takze wykorzystaliémy parametr «, mial wymiar czasu.
Chcac zachowaé ta wygodna konwencje, mozna pomnozyé o przez pewna staty o
okreslonym wymiarze, co nie wplywa na réwnania transformacji, ani nie zmienia
funkeji B, co wynika z (4.14).
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4.4 Wyboér parametru «o

Obserwujac zaleznos¢ czestosSci od parametru o mozna zastanowi¢ sie nad odpo-
wiednim wyborem tego parametru.

Doé¢ oczywistym wyborem wydaje sie a« = v/ 8V*, dzieki czemu czestos¢ nie be-
dzie zalezala od energii, a bedzie miala stala wartoé¢ w = 1. Odpowiada to podejéciu
Chencinera [10], ktory stosowal bezwymiarowy czas Sundmana i parametr « zalezny
od energii. Takie podejscie umozliwia od razu zastosowanie transformacji Lissajous,
gdyz czestos¢é moze by¢ juz wykorzystana jako staly parametr tej transformacji. W
dalszej czesci pokazane zostanie jednak ogoblniejsze rozwigzanie dla dowolnego a.

Wezesniej w pracy przyjeta byta konwencja Deprita [15], gdzie o mialo wymiar
dhugosci, co pozwalato zachowaé¢ wymiar dtugosci dla potozent i wymiar predkosci
(dlugos¢ przez czas) dla pedow. W przedstawionym tutaj formalizmie mozna to
osiggnac na przyktad wybierajac

1
= —. 4.18
o=t (4.18)
Taki wybor daje nam czestos¢
8(V*)3
o= VAV (4.19)
i

W zagadnieniu czystko keplerowskim energia powiazana jest z potosia wielka orbity
aiw tym wypadku V* = 5-. Wartod¢ parametru wynosi wtedy o = 2a, a cz¢stodc
w = \/W. Czestos¢ jest wiec wtedy rowna wartosci ruchu $éredniego n. Taki
wybor pozwala tatwo powiaza¢ wartosci poszczegélnych parametréow z fizycznymi
wielko$ciami opisujacymi orbite.

4.5 Rozszerzona transformacja Lissajous

Aby uzyska¢ kanoniczna rozszerzona transformacje Lissajous, postgpimy tak samo
jak poprzednio w przypadku transformacji LC. Punktem wyjscia sg rozszerzone
zmienne LC (v, Vs, 5), na ktorych dokonujemy transformacji Lissajous (4.1) za-
stepujac wektory y i Y zmiennymi LC v iV izakladajac, ze parametr w jest dowolna
funkcjg energii S. Podobnie jak poprzednio, aby uzyskaé¢ transformacje kanoniczna
badamy zachowanie formy rézniczkowej z pewna nieznang funkcja A, takiej ze

Sds+V -dv — Ldl — Gdg — S*ds* = dA. (4.20)

Wprowadzamy nowy ped S* = S = V* i sprzezong z nim wspolrzedna s*. Po
podstawieniu transformacji Lissajous otrzymujemy
dv-V) v-V

(ds — ds*)S + 5 T o, dw = dA. (4.21)

Podobnie jak poprzednio, przyjmujemy
s*=s5+v-Vby(S"), A=v-VAy(5), (4.22)

co po wstawieniu do poprzedniego rownania daje nam

(1 + S5*by — AU) d(v-V)+v-V (S* dbo _ dfo _ 1 dw ) ds* =0. (4.23)

2 dS*  dS*  2wdS*
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Rownanie to jest spetnione gdy

1
Ao = S"bo + 3, (4.24)
oraz L
w
by = —— ) 4.2
0 2w dS* (4.25)

Gdy potaczymy transformacje Lissajous z transformacja Leviego-Civity uzy-
skamy przeksztalcenie ptaszczyzny kartezjanskiej na zbiér zmiennych Lissajous. To
przeksztalcenie bedzie dalej nazywane przeksztalceniem Lissajous-Leviego-Civity
(LLC). Przeksztalcenie w rozszerzonej przestrzeni obejmuje takze zmiane dodat-
kowej pary zmiennych V* = S* oraz

. ., VvV do dw
V=8 (de* +adV*)’ (4.26)

a biorac pod uwage ze aw = /8V*, to calo$¢ upraszcza sie do postaci

v-V
=t — 4.27
A (4.27)
a wstawiajac v - V = 2x - X, mamy
x-X
=gt — ) 4.28
vt =s Y (4.28)

Polozenia i pedy kartezjanskie wyrazaja sie przez zmienne Lissajous wzorami

T :2L [(L + G)cos (204 2g) + (L — G) cos(2l — 2g) — 2V L? — G2 cos 29} ,
aw
T :ﬁ [(L + G)sin (21 4+ 2g) — (L — G) sin(2] — 2g9) — 2V L? — G?sin 29} ,
(4.29)
-1
X, ™ (L + G)sin (21 4 2g) + (L — G) sin(2l — 2g)],
—1
X5 =1 (L + G)cos (2l +2g) — (L — G) cos(2l — 2g)],
gdzie
_JIZ (2
. _X.X:L VLI? -G COSQZ. (4.30)

aw

To przeksztalcenie nie zalezy od przyjetych parametréw « i w, a jedynie od ich ilo-
czynu rownego v/ 8V*. Kanonicznosé transformacji zapewnia przeksztatcenie zmien-

nych
- X VL? — G?sin 2l
V=5t - =s" - G sin : V=5 (4.31)
2V 45+

Wyboér parametrow ma jednak znaczenie, gdyz podczas regularyzacji w kanonicz-
nym przeksztalceniu Sundmana hamiltonian mnozony jest przez czynnik 4r/«, co
powoduje ze parametry « i w pojawig sie w funkcji Hamiltona i co za tym idzie
takze w rownaniach ruchu.
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4.6 Transformacja Lissajous a zagadnienie keplerow-
skie

Stosujac przeksztatcenie LLC do hamiltonianu keplerowskiego w zagadnieniu pta-
skim

X-X pu
o= =5~
uzyskujemy nowa funkcje Hamiltona
4
Ko =wL — -2, (4.32)
o
oraz réwnania ruchu
' =w (4.33)
Oow  4p da
Y =L —— 4.34
) =Lgg 2 o5 (4.34)
J=L'=G = (5*)=0. (4.35)

Zarowno funkcja Hamiltona jak i rownania ruchu zaleza od przyjetych parametrow
a1 w. W podrozdziale 4.4 oméwiono dwa specjalne wybory parametru a. Jesli
wybierzemy a = v8V* to w = 1, a wiec

P, (sy=de __ w (4.36)

@05 BT

W tym wypadku [ ro$ne tak samo jak czas Sundmana. Z kolei jesli podstawimy
energie orbity keplerowskiej wyrazona przez potos wielka orbity (S* = u/(2a)), to

2&3/2
(s*) = : (4.37)
Vi
Gdy przyjmiemy o = {4, to w = /8(V*)3u~". Wprowadzajac potos wielky
otrzymujemy wtedy
w = u2q732,

Czestos¢ ma zatem warto$¢ rowng ruchowi sredniemu n na orbicie keplerowskiej (ale
[ zmienia sie jednostajne z ta czesto$cia w czasie Sundmana 7, a nie fizycznym t,
dlatego [ nie moze by¢ utozsamiane z anomalia Srednia).

Zmienne Delaunaya to zmienne typu kat-dziatanie dla zagadnienia keplerow-
skiego. W przypadku zagadnienia plaskiego obejmuja one dwa katy: anomalie
Srednig [p oraz dlugo$¢ perycentrum gp oraz sprze¢zone z nimi pedy Lp = \/ua
i Gp = Lpv1—e2 W tym miejscu konieczne jest dopowiedzenie, ze potos wielka
zdefiniowana jest poprzez wartoS$¢ energii czesci keplerowskiej hamiltonianu (H,)
zaleznoscia Ho = —p/(2a), a wiec

2

5 (4.38)

D= oy

Natomiast ped Gp to catkowity moment pedu uktadu

Gp = ||x x X||. (4.39)
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Powigzanie momentu pedu ze zmiennymi LLC mozna wyprowadzi¢ wprost, podsta-
wiajac do powyzszego definicje (4.29) i otrzymujac

:H'

Gp 5

(4.40)
Ta relacja jest prosta i nie zalezy od rozpatrywanego zagadnienia. Duzo bardziej
problematyczne jest powiazanie pedu L. W tym celu wyrazmy hamiltonian Hgy =
Ko — S* poprzez zmienne LLC

_V8S'L o, s

= _ - 4.41
4r r S 2L% ( )

Ho

co po przeksztalceniu daje

4 2r 2
L= 2VF — — | . 4.42
NGNS ( L%) 2

Ten wynik zgadza sie z uzyskanym przez Deprita i Williamsa [16]. Pojawia sie tu za-
leznosé od V*, a wiec catkowitej energii uktadu, ktorej wartos¢ w zaburzonym ruchu
keplerowskim zalezna jest od konkretnego zagadnienia, a nie tylko od poczatkowych
polozen i pedow.

4.7 Transformacja Lissajous-Kustaanheimo-Stiefela

Wprowadzenie zmiennych kat-dziatanie dla ruchu keplerowskiego w zmiennych KS
pozwolitoby na petne wykorzystanie zalet formalizmu kanonicznego w rachunkach
analitycznych. Pierwsze proby podjeli juz Stiefel i Scheifele [43]. Uzyli oni sym-
plektycznych zmiennych biegunowych osobno dla kazdego stopnia swobody. To po-
dejécie ma jednak powazne wady. Po pierwsze, nie uwzglednia ono tego, ze caly
uktad jest zdegenerowany, przez co stosowanie metod opartych na usrednianiu jest
znacznie utrudnione. Po drugie, ten zestaw zmiennych nie uwzglednia mozliwo-
sci redukcji zagadnienia do postaci trojwymiarowej z wykorzystaniem odpowiednich
ograniczen, ktore pojawiaja sie w transformacji KS. Znacznie lepsze podejscie za-
prezentowal Zhao [49], ktory wprowadzil oskulacyjna dwuwymiarowa plaszczyzne
Leviego-Civity, po ktoérej odbywa sie ruch, i na niej zastosowal opisana wczesniej
w tym rozdziale transformacje Lissajous. Informacja o orientacji tej plaszczyzny
w przestrzeni zawarta jest w trzeciej parze zmiennych, ktora jest odpowiednikiem
pary zmiennych Delaunay’a zazwycza]j oznaczanych jako H i h, bedacych odpowied-
nio rzutem momentu pedu na trzecig os uktadu wspotrzednych i katem opisujacym
dhugosé wezta wstepujacego orbity. Ten zestaw zmiennych nie zawiera wad, ktore
miato podejscie Stiefela i Scheifele. Funkcja Hamiltona niezaburzonego zagadnienia
keplerowskiego zawiera tylko jedna ze zmiennych typu dziatanie, a wiec tylko jeden
kat jest szybko zmienny. Z kolei czwarty stopien swobody ukryty zostal w definicji
plaszczyzny Leviego-Civity. Scisle powigzanie ze zmiennymi Delaunay’a niesie ze
soba te same wady, ktore towarzysza tym zmiennym. Sa one osobliwe dla orbit
prostoliniowych, poniewaz niemozliwe jest wtedy wyznaczenie orientacji orbity w
oparciu o zerowy wektor momentu pedu.

Wprowadzenie zestawu zmiennych, ktore bylyby nieosobliwe dla orbit prawie
prostoliniowych, wymaga innego podejscia i uzycia zmiennych, ktére nie sg mocno
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zwigzane ze zmiennymi Delaunay’a. Taki zestaw zmiennych zostal zaproponowany
(Breiter i Langner [7]) jako polaczenie dwoch transformacji Lissajous, opisanych
wczedniej w tym rozdziale osobno dla dwoch par stopni swobody. Rozpatrywana be-
dzie transformacja dla zmiennych KS z wektorem definiujacym skierowanym wzduz
trzeciej osi (c = e3), ale mozliwe jest takze zdefiniowanie takiej transformacji dla
dowolnego wektora c. Kluczowe jest odpowiednie podzielenie przestrzeni kwater-
nionéw na dwie podprzestrzenie. W wypadku zmiennych KS3 sa nimi FPyz rozpieta
przez kwaterniony bazowe e, i es oraz P, rozpieta przez e; i e,. Zadna z tych
podprzestrzeni nie jest plaszczyzna Leviego-Civity (ktore sa opisane w podrozdziale
1.14), gdyz dla ¢ = e3

j(eo7e3) = 1, j(el,eg) = -1 (443)

Okazuje sie tez, ze dowolny punkt v = vgeg + vses, lezacy w podprzestrzeni Fps,
odpowiada punktowi w przestrzeni kartezjanskiej

1 1
X = a(voeo + vzes)es(voey — Uzes) = E(US + v§)e3, (4.44)

ktory lezy na potprostej skierowanej wzdtuz wektora bazowego ¢ = e3. Podobnie
punkty nalezace do drugiej podprzestrzeni v = vie; + v9e; odpowiadaja kartezjan-
skim punktom

1 1
X = a(vlel + 0262)83(—2}161 — ’Ugeg) = _E(U% + Ug)eg, (445)

ktore znajduja sie na potprostej skierowanej przeciwnie do wektora definiujacego.
Dla obu tych podprzestrzeni przeprowadzamy osobno transformacje Lissajous:

v; = L” + Gy J cos (Lij + 945) A\ ” Gij cos (Lij — 9i5),

vj = L” + G  sin (Lij + gi5) \/ sm Lij — gij), (4.46)
V.= A\ v ( sm lij + glj Y <L” sm lij gm

Vi = L” i G”) cos (lij + 9i5) \/ ” Gig) cos (lij — gij)-

Wstawiajac ¢+ = 0,7 = 3, lub ¢ = 1,5 = 2. Podobnie jak dla transformacji Lissa-
jous dla dwuwymiarowych zmiennych LC, pozwalamy, by wspétczynnik w mogt byé
funkcja energii V*, ktéra w nowym zestawie zmiennych zastepujemy przez S = V*,
a kanonicznosé catej transformacji zapewniamy przez odpowiedni wybor sprzezonej
z nig zmiennej s, badajac forme rézniczkowa

Logdlog + Gogdgog + ngdlm + G12d912 + Sds —V-dv —V*dv" = dQ*, (447)

gdzie
v-V S dw
f=— l———. 4.4

@ 2 ( w dS> (4.48)

Nowa zmienna s jest powigzana ze starymi zaleznoscia

v-V dw

=0 - —— 4.49
T T oy ave (4.49)



albo

V=8 - 5—0s (4.50)

gdzie iloczyn skalarny kwaternion6w mozna tez wyrazi¢ przez zmienne Lissajous

Jesli wyrazimy hamiltonian zagadnienia dwéch cial w zmiennych KS przez te nowe
zmienne, to otrzymamy

« (G03 - G12)2

, 4
’CO = W(S)(Log + L12) — H

4.52
o) T 8P 492)
Oba pedy Gys i G2 muszg by¢ sobie rowne, gdyz
Goz — G -
%:(MV)-eg:J-egzo. (4.53)

Wynika to z faktu, ze niezmiennik J - e3 musi by¢ réwny zero, a jego wystepowanie
w kwadracie w funkcji Hamiltona nie wptywa na rownania ruchu (patrz podrozdziat
1.13). Rownosé¢ wartosci G;; powoduje, ze ruch na obu elipsach w obu podprzestrze-
niach odbywa sie w te samg strone. Elipsy moga jednak mie¢ r6zne mimosrody i
dugosci polosi (ze wzgledu na rozne L;;). Katy g;; pozostaja niezmienne, a katy [;;
zmieniajy sie z ta sama czestoscig w.

Jesli rozwazymy kwaterniony u i U, ktore leza na tym samym wtdknie co vi V,
czyli u = v (cos ¢, sin ges) oraz U = V (cos ¢, sin gpes), dla dowolnego rzeczywistego
¢, to po wstawieniu rownan transformacji Lissajous otrzymujemy

Up =\ ——% Los + G03 cos (lo3 + goz + @) — \/ G03 cos (lo3 — goz — @),

Uz = LO%WGO?’ sin (lp3 + gos + ¢) + \/ G03 sin (los — goz — @), (4.54)

Up = — “ (LOS - Gos) sin (los + go3 + @) + \/ L03 _ sm (los — gos3 — @),

Us = u (LOS i GOS) cos (loz + go3 + @) + \/ L03 — COS (los — go3 — ),
oraz

12 + G2 cos (l1a + go3 — @) — \/ﬂcos (lhig — g12 + &),
w 2w
Li»+G Lo = Gos
Uy = 12 2 sin (ll2+go3—¢)+\/ﬂsm (h2 = g12 + &), (4.55)
w 2w
w ' w(Lis —G .
Ly + G Wl =G
Uy = % cos (li2 + g12 — &) + \/@COS (h2 = g12 + ).

Jesli przez L', G',l' i ¢’ oznaczymy zmienne Lissajous odpowiadajace kwaternionowi
u, to z powyzszych rownan mozna wywnioskowaé ze

Léj = Lij, G;j = Gy, lgj = lij, (4.56)

wi

oy
1+
Q
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ale

Jos = 9oz + &, Yo = g12 — . (4.57)

Ruch na wiloknie nie zmienia wiec wielkosci i ksztattu elips (nie zmieniajac L i
(), zmienia za to ich orientacje (zmieniajac g;;), ale w taki sposob ze suma go3 +
g12 pozostaje niezmienna (rys. 4.2). Ta informacja, wraz z faktem ze Goz — G2,
pozwalaja wykona¢ kolejny krok w transformacji, ktéry zredukuje zagadnienie o
jeden stopien swobody.

A

03

=V

1%

A
8o {E 8

b) A v,

2

=Y
=V

Rysunek 4.2: Ruch w dwoch plaszezyznach. Przypadek b) odpowiada tym samym
warto$ciom zmiennych kartezjanskich co a), ale roznemu polozeniu na wldknie [7].
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4.8 Redukcja i ostateczna posta¢ transformacji

Kolejnym krokiem po wprowadzeniu dwoch par zmiennych Lissajous bedzie proste
kanoniczne przeksztalcenie zmiennych

[ :% (lh2 + los) , L =Lq5 + Los,
A :% (l12 — lo3) A =Ly5 — Lygs,
g :% (912 + go3) G =Gz + Gos, (4.58)
g :% (912 — go03) , [' =Gy — Gos.

Zmienne s i S pozostaja niezmienione. Jesli ztozymy oba te przeksztalcenia ra-
zem z transformacja KS to w rezultacie otrzymamy stabo kanoniczne przeksztal-
cenie zmiennych kartezjanskich w zmienne, ktére nazwiemy zmiennymi Lissajous-
Kustaanheimo-Stiefela (LKS), to jest otrzymamy transformacje

C:(x, X, 2", X*t) = (I,\g,v, L,A,G,T,s,5,7). (4.59)
Hamiltonian keplerowski H, przeksztatca sie pod wplywem tej transformacji w nowy
hamiltonian M o postaci
4 I?
g T
a(S)  8r
Aby wyrazi¢ zmienne kartezjaniskie przez zmienne LKS wygodnie jest wprowadzi¢
wspotczynniki zalezne od pedow

Mo = w(S)L — (4.60)

A = TF G (AT,

A :gm S
By =5 T+ AP (G + TP,
B :%\/(L AP —(G-TR (4.61)
O =g LA T~ (G 1A,
C2 =5 L =T = (G— A2

dzieki ktorym mozliwe jest sformutowanie w zwartej formie wyrazen dla polozen
Zo :07
1 . .
) :\/ﬁ (Aysin2(l 4 g) — Azsin2(l — g)
—C1sin2(g + A) — Cysin2(g — N)),

To :\/% (—Aicos2(l+ g) — Ay cos2(l — g) (4.62)

+Crcos2(g+ N) + Cycos2(g — M),

1
Ty —=—F— (—A + Bl COS 2(l + )\) - BZ COS2(Z - )‘)) )
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oraz dla pedow

r
X —
0 o )
1 _ Ay cos 2(1 + 9)2— Ay cos2(l — g)7 (4.63)
r
X ~ Apsin2(l 4+ g) + Agsin2(1 — g)
2 — o )
—Bysin2(l 4+ ) — Bysin2(l — \)
X3 = :
2r
Mozna zauwazy¢, ze poza zmiennymi z indeksem zero, mamy
V8S dx;
X, = ’ (4.64)

T ol

Dtugos¢ promienia wodzacego r takze moze byé w prosty sposéb wyrazona przez
nowe zmienne

L —DBycos2(l+\) — Bycos2(l — \)

r , 4.65
5 (4.65)
podobnie jak czas fizyczny z rozszerzenia przestrzeni fazowe]
Bisin2 By sin2(l — 1
gt =5 20 (L4 )+ Bysin2( — ) :s——&. (4.66)
45 \/8S 0l

Zadna ze zmiennych kartezjanskich nie zalezy od kata . Oznacza to, ze sprze-
zony z nim ped I' jest staly pod warunkiem, ze pierwotny hamiltonian byl funkcja
zmiennych kartezjanskich oraz czasu. Umozliwia to redukcje calego zagadnienia o
jeden stopienn swobody, gdyz para zmiennych I' i v nie bedzie miata wplywu na
zadne wielkosci fizyczne w danym zagadnieniu. Mozna wiec ograniczy¢ sie do pod-
przestrzeni I' = 0, a takze zignorowa¢ zmiennos¢ kata v, gdyz jego wartoS¢ nie ma
wplywu na ewolucje pozostatych zmiennych. Drugim istotnym faktem jest brak za-
leznoéci od wybranych parametrow « i w, ktore pojawiaja sie jedynie jako iloczyn
aw = v/8S. Wybor tych parametréow nie wplywa wiec na ostateczng postaé trans-
formacji ze zmiennych kartezjanskich, a jedynie ma wptyw na kolejne jej kroki. Z
drugiej strony, parametry te pojawiaja sie w funkcji Hamiltona M. Wynika to z
faktu, ze w przeksztatceniu Sundmana czas 7 zdefiniowany jest przy pomocy para-
metru «, zatem wybor parametréw wplynie na ostateczng posta¢ rownan ruchu.

4.9 Powigzanie zmiennych LKS z elementami orbity

Podczas konstrukeji transformacji LKS, przestrzen kwaternionéw zostata poczat-
kowo podzielona na dwie podprzestrzenie nie bedace pltaszczyznami Leviego-Civity.
Odeszlismy tym od podejécia, w ktérym rozpatrujemy osobno ruch w ptaszczyznie
orbity oraz jej orientacje w przestrzeni. Dlatego powigzanie tego zestawu zmien-
nych z klasycznymi elementami orbity bedzie mniej intuicyjne. W zamian za to,
zmienne LKS nie powinny mieé¢ tych osobliwosci, ktore posiadajg zmienne kat-
dziatanie wprost oparte na elementach orbity, jak na przyktad klasyczne zmienne
Delaunaya, a w przypadku stosowania regularyzacji i transformacji KS, wspomniane
wezesniej zmienne wprowadzone przez Zhao [49].
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Interpretacje zmiennych LKS najtatwiej zacza¢ od pedow. Wezesniej udato sie
ustali¢, ze
'=J(v,V)=0. (4.67)
Zmienng G mozna powiazaé z elementami orbity dzieki wyrazeniu przez zmienne
LKS wektora momentu pedu (oznaczonego w tym rozdziale przez Gg, aby nie mylit
sie ze zmienng G)

GOZXXX

1
=3 (Cysin2(g+ A) — Cysin2(g — \)) e

1
+3 (—Cicos2(g+ )+ Cacos2(g — M) ey (4.68)
+ Ge + bx

2 0 o

Po wstawieniu I' = 0, okazuje sie, ze polowa G réwna jest rzutowi wektora mo-
mentu pedu na trzecig o§ uktadu wspotrzednych, czyli G jest dwukrotnoscia Hy w
zmiennych Delaunaya.

W przypadku zmiennej L istnieje podobny problem jak przy dwuwymiarowe]
transformacji LLC. Jesli ograniczymy sie do zagadnienia czysto keplerowskiego, to
hamiltonian M, (4.60) bedzie miat warto$¢ réwng zero i po wstawieniu I' = 0 otrzy-
mujemy
4 21
aw /28
W zagadnieniu keplerowskim catkowita energia S powigzana jest z poltosiag wielky
a = —Z%, co pozwala dalej stwierdzi¢, ze

'y
L =2\/pa = 2Ly, (4.70)

a wiec L jest rowne co do warto$ci dwukrotnosci zmiennej Ly Delaunaya. Podob-
nie jak w przypadku zmiennych LLC, nie oznacza to ich rownowaznosci. Pochodne
liczone wzgledem tych zmiennych moga by¢ rézne (patrz Deprit i Williams [16]), a
warto$¢ L zalezy od postaci calej funkcji Hamiltona wraz z ewentualnymi perturba-
cjami (w przeciwienistwie do Ly, ktorego wartos¢ jest zawsze powiazana z wartoscia
czesci keplerowskiej funkcji Hamiltona Hy). Zmienna L jest wiec powiazana z ener-
gia i co za tym idzie z rozmiarem orbity (w szczegolnosci z poétosia wielka), ale
zwigzek ten jest skomplikowany i zalezy takze od perturbacji w danym zagadnieniu.

Ostatni z pedow, A takze powiazany jest z jedna z catek ruchu, w tym przy-
padku z wektorem Laplace’a-Rungego-Lenza Lge, bedacym wektorem mimosrodu e
przemnozonym przez Lg. Wyrazony przez zmienne LKS, wektor ten ma postaé (dla
uproszczenia wstawiono I' = 0)

L= (4.69)

Loeo :LO (—X x GO — E)
o r
1
=3 (Cysin2(g + A) + Cysin2(g — N)) eg

1

~ 5 (Crcos2(g+ A) + Cycos2(g — N)) er (4.71)
A

+ 583.
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Powyzsze rownanie zostato wyprowadzone zaktadajac, ze mamy do czynienia z czy-
sto keplerowskim zagadnieniem, co pozwolito wstawi¢ 25L3 = p%. W przypadku za-
burzonym konieczne jest uzycie ogélnego wyrazenia tego wektora przez zmienne KS
(podrozdzial 1.12) i przetransformowanie go do postaci zaleznej od zmiennych LKS.
Jest to niedogodnosé¢ analogiczna do wystepujacej dla zmiennej L. Przy tych za-
strzezeniach zmienna A odpowiada dwukrotnosci rzutu wektora Laplace’a-Rungego-
Lenza na trzecia o$ uktadu wspotrzednych.

Pedy LKS maja dosé prosta interpretacje i z pewnymi zastrzezeniami odpowia-
daja catkom ruchu zagadnienia dwoch ciat oraz niezmiennikowi transformacji KS.
Katy z kolei sa nieco bardziej niestandardowe. Kat v, jak wczesniej wspomniano,
jest zmienng cykliczng i nie wystepuje w hamiltonianie. Opisuje on potozenie na
wiloknie i moze by¢ pominiety (potozenie na wioknie moze mie¢ jednak wplyw na
topologiczna stabilnosé orbit, jak pokazali Roa i in. [40]).

Kat [ jest jedynym katem szybkim, musi on wiec wskazywacé potozenie na orbicie.
Podobnie jak dla peddéw, jesli ograniczymy sie do czysto keplerowskiego zagadnienia,
wtedy

dl _dldr _ OMoa(S) —a(Sw(S) ~ v2S = pu 1dE
dt drdt 0L 4r 4r r 2Lgr  2dt’

(4.72)

czyli zmienia sie on dwa razy wolniej niz anomalia mimos$rodowa £. W zagadnie-
niu zaburzonym, podobnie jak w przypadku pedéw, dokladne wyrazenie tego kata
przez elementy oskulacyjne orbity bedzie ztozone i bedzie zalezalo od konkretnego
zaburzenia.

Aby zbada¢ dwa pozostate katy obliczmy normy wektorow momentu pedu i
Laplace’a-Rungego-Lenza

1
Go =LoV1 — &% = 5\/02 4 C2 4 C2 — 204Cy cos 4, (4.73)
1
Loe :5\/A2 4 C2 4 2+ 20,0y cos 4. (4.74)

Wystepowanie kata A pokazuje, ze nie jest to kat obrotu i ma on pewien zwiazek z
mimosrodem orbity. Dalsze znaczenie tych katow ukazuje sie gdy wprowadzimy tak
zwane wektory Cartana', zwane czasem wektorami Pauliego (Cordani [13])

L06+G0 01 AN+ G

M -5 =3 sin2(g + Ae; — % cos2(g+ Neg + €3, (4.75)
Lie—Go C C A-G
N — o€ _ 0 _ 72 sin2(g — \)e; — 72 cos2(g — Nes + es. (4.76)

Wektory te maja norme wynoszaca % i znajdujg sie w ptaszczyznie prostopadtej do
orbity, a w przypadku orbit zdegenerowanych sa sobie rowne i skierowane wzdtuz
orbity prostoliniowej. Kat miedzy tymi wektorami 6 zalezy jedynie od mimosrodu
orbity

M- N
MN

Kat 0" miedzy rzutami tych katow na plaszczyzne (e, e2) wynosi

cosf = =2¢% — 1. (4.77)
1N/
M'N’

!definicja wektora N ré6zni si¢ znakiem od najczesciej przyjmowanej

cos @ = = cos 4\, (4.78)
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gdzie M’ i N’ sy rzutami wektorow M i IN na te plaszczyzne

L

M = o€ ;‘ Go _ 021 sin2(g + /\)61 — % coSs 2(9 —+ )\)827 (4.79)
L —

N =P E0 L Cnag Ner - Ceos2(g - Nes  (4.80)

Jesli przyjmiemy, ze kat ten jest mierzony przeciwnie do ruchu wskazéwek zegara od
N’ do M/, to

M’ x N’
sing = % — sin 4. (4.81)
Zatem )
A= 10, (4.82)

czyli kat A jest czterokrotnie mniejszy od kata miedzy rzutami tych wektoréw. Ozna-
cza to tez, ze jest on funkcja mimosrodu, nachylenia i argumentu perygeum (gdyz
od tych wielkosci zalezy kat 6').

Jesli spojrzy sie na rownania (4.79) i (4.80), to tatwo mozna dostrzec, ze zmiana
kata g spowoduje jednoczesny obr6t tych wektorow o ten sam kat rowny dwukrot-
no$ci zmiany g, a takze posrednio obrét ptaszczyzny orbity wokoét trzeciej osi uktadu
wspotrzednych, co oznacza ze kat ten powigzany jest z dhugoscia wezta wstepujacego.

4.10 Orbity szczegbdlne w zmiennych LKS

Aby lepiej zrozumieé, co reprezentuja poszczegélne zmienne, zbadane zostanie dla
jakich wartosci katow i dziatan otrzymujemy szczegolne przypadki orbit keplerow-
skich.

Orbity kotowe posiadajg mimosrod rowny zeru, co oznacza ze wektor LoE = 0.
Wrynika z tego, ze kazda orbita kolowa posiada A = 0, co z kolei oznacza ze C =
Cy = VL? — G?/2. Przy tych warunkach wektor Laplace’a mozna zapisaé jako

1
Loe = 5\/ L? — G?cos 2) (e1sin2g — ey cos 2g) , (4.83)

i dalej sprawdzi¢ kiedy jest on wektorem zerowym. Dla cos2A = 0 (czyli A =
T+k%, k € Z), otrzymujemy orbity kotowe z dowolnym nachyleniem réwnym cos I =
G/L. Jesli |G| = L mimosrod jest takze rowny zero niezaleznie od wartosci A. Sa
to orbity w plaszczyZnie (eq, es) i ze wzgledu na kontekst satelitarny tej pracy dalej
nazywane beda umownie réwnikowymi. Orbity te maja ruch prosty gdy G = L, i
wsteczny dla G = —L.

Oba warunki mozna latwiej zrozumie¢ stawiajac warunek stalej odleglosci r i
analizujac orbite jako zlozenie ruchu po dwoch elipsach Lissajous (rys. 4.2). Wa-
runek |G| = L i A = 0 oznacza ze Loz = Lo = |G|/2 i elipsy staja sie okregami
o réwnych promieniach, ktérych ztozenie oczywiscie daje ruch po okregu. Druga
mozliwosé to dwie elipsy tych samych rozmiarow (A = Lijs — Log = 0) o takim
samym mimosrodzie, w ktorych ruch jest przesuniety w fazie o 7/2 (poniewaz
lig — lo3 = 2\ = 7/2 + km). Mimosérod zerowy oznacza tez, ze wektory Cartana
M i N musza by¢ antyrownolegle, a wiec kat 6’ miedzy ich rzutami na plaszczyzne
rownika (poza przypadkiem kotowych orbit rownikowych, gdzie te rzuty sa wekto-
rami zerowymi) musi wynosi¢ 7, co umozliwia znalezienie wartosci A korzystajac z

(4.82).

96



Dla orbity kotowej rownikowej nie sa okreslone katy [, A, g i v, ale mozliwe jest
uzywanie katow [ —gi A —v (dla L = —G)lub I +gi A+ (dla L = G). Zadne
osobliwosci nie wystepuja za to w przypadku orbit kotowych biegunowych, czyli
orbit, ktorych plaszczyzna jest prostopadta do plaszczyzny réwnika. Wtedy G =
A=0iA=7F+k5 ke

Drugim skrajnym przypadkiem sa orbity prostoliniowe. Takie orbity maja ze-
rowy moment pedu Gy = 0 i co za tym idzie jego trzecia sktadowa G = 0. Gdy
G = 0 wektor momentu pedu mozna przedstawi¢ jako

Gy = %\/ L? — A?sin 2\ (eg cos 29 + e2sin 2g) . (4.84)
Wektor ten staje si¢ wektorem zerowym gdy A = k%, k € Z lub gdy L = |A|. Waru-
nek G = 0 oznacza, ze obie elipsy Lissajous sa zdegenerowana do postaci odcinka,
czyli ruchu prostoliniowego. Gdy A = k7, ruch na nich jest przesunigty w fazie o
zero lub /2, wiec ich ztozenie takze jest ruchem prostoliniowym. Drugi przypadek
(L = |A|) oznacza ze Lis lub Lo maja wartos$¢ zero, a wiec ruch w przestrzeni KS
odbywa sie na jednej z wybranych ptaszczyzn Lissajous, a kazda z tych ptaszczyzn
odwzorowuje po6tprosta skierowana wzdtuz lub przeciwnie do wektora es. Jest to
wiec orbita biegunowa prostoliniowa. Podobnie jak orbita kotowa réwnikowa, po-
siada ona w zmiennych LKS pewne osobliwoéci. Jedna z elips Lissajous jest punk-
tem, a wigc jedna z par [;;, g;; jest nieokreslona, przez co zmienne katowe [, g, A,y
takze sa nieokreslone. Mozna za to stosowa¢ druga par¢ zmiennych [;; = [ £ X i
9ij =9 £7-

Patrzac na orbity prostoliniowe z punktu widzenia wektoréw Cartana, oba wek-
tory sa wtedy réownolegte i co za tym idzie kat miedzy ich rzutami wynosi zero.
Dla orbit biegunowych oba wektory sg skierowane wzdtuz trzeciej osi uktadu wspot-
rzednych i ich rzuty na plaszczyzne rownika sa réwne zero, co powoduje, ze katy
sa nieokreslone, tak jak to byto w przypadku orbit kotowych réwnikowych. Orbity
prostoliniowe rownikowe maja A = G = 0 oraz A = k7, k € Z i dla nich wszystkie
katy sa okreslone.

Ostanie dwa typy orbit do omoéwienia, ktore zostaly juz czeSciowo wspomniane,
to orbity rownikowe i biegunowe, ale nie bedgce orbitami prostoliniowymi ani koto-
wymi. Przypadek orbit biegunowych jest prosty — wektor momentu pedu musi lezeé¢
w plaszczyznie rownika, a wiec jego trzecia sktadowa G musi wynosi¢ zero. Kat A
moze by¢ dowolny.

Znalezienie orbit rownikowych jest nieco trudniejsze. Orbity takie maja wektor
Laplace’a w plaszczyznie rownika, a wiec A = 0, jednak jest to jedynie warunek
konieczny. Warunkiem dostatecznym jest wektor momentu pedu skierowany pro-
stopadle do réwnika, a wiec jego pierwsza i druga sktadowa muszg by¢ rowne zero.
Wstawiajac A = 0, otrzymujemy

1 G
G = 5\/L2 — G?%sin 2\ (e cos 2g — ey sin 2g) + 5 e (4.85)

Wybér L = G prowadzi do opisywanych wczesniej orbit kotowych réwnikowych.
Druga opcja to A = kn/2, dla ktérej mamy orbity eliptyczne rownikowe. Warunek
A = 0 oznacza ze obie elipsy Lissajous maja taki sam promien, a konkretna wartosc
kata powoduje ze nie sa przesuniete w fazie lub przesuniecie wynosi 7/2, co oznacza
ze odlegtos¢ od srodka ukltadu wspotrzednych na obu elipsach w tym samym momen-
cie czasu jest taka sama, a wiec w zmiennych KS v2 + v3 = v} +v3. W réwnaniach
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Tablica 4.1: Orbity szczegolne i ich reprezentacja przez zmienne LKS [7]

orbita

wartosci zmiennych

niezdefiniowane katy

kotowa

kotowa biegunowa
kolowa réownikowa
prostoliniowa
prostoliniowa réwnikowa
prostoliniowa biegunowa
rownikowa

biegunowa

A=0,A=(2k+1)Z

A=0,G=0\=(2k+1)=
A=0,|G|=L
G=0\=kZ
G=0,A=0X=kZ
G=0,]A|=L
A=0,\=kZ

G =0

brak
brak
lyg, A\,
brak
brak
lyg, A\,
brak
brak

transformacji KS x3 = v2 +v2 — v} —v2, wiec 3 = 0 w tym wypadku, co uzasadnia,
ze sa to orbity rownikowe. Wszystkie przypadki orbit szczegolnych zostaly zebrane
i podsumowane w tabeli 4.1
Dwa graniczne przypadki — orbity rownikowe kolowe i orbity prostoliniowe bie-
gunowe, to nie jedyne orbity dla ktérych wystepuja osobliwoéci. Pojawiaja sie one
gdy jeden z pedow G; jest rowny £L;;, co powoduje niemozliwos¢ zdefiniowania
katow [;; oraz g;;, a co za tym idzie niezdefiniowane sa katy [, g, A,y. Nadal jednak
zdefiniowana jest suma lub réznica tych katow. Gdy Gos = Loz, wtedy L = G+ A, a
zdefiniowanym katem jest loz + gosz oraz [+ g i A+ . Dla Go3 = — Lo3 otrzymujemy
L = —G + A, a zdefiniowane katy to lop3 — gog oraz [ — g, A — 7. Analogiczne dla
drugiej pary pedéw, gdy Gio = Lo, wtedy L = G — A, a uzyteczne katy to [ + g i
A + 7. Ostatni przypadek to G1o = —Ljs (co oznacza L = —G — A) z katami [ — ¢
oraz A — 1.
Wszystkie te osobliwe przypadki mozna opisa¢ jednym réwnaniem
L - (G+£A)?=0, (4.86)
co takze oznacza ze C; = 0 lub Cy = 0, a wiec ze jeden z wektorow Cartana M lub
N, jest skierowany wzdtuz trzeciej osi uktadu wspotrzednych. Ttumaczy to dlaczego
nieokreslone sa katy, ktore jak wcze$niej stwierdzono, opisuja rzut tego wektora na
plaszczyzne prostopadly e;. Geometrycznie taka sytuacja mozliwa jest jedynie gdy
wektor Laplace’a jest prostopadty do wezlta orbity, a wiec argument perycentrum

wynosi £7/2. Jesli to uwzglednimy, to dla ruchu keplerowskiego mozemy podstawié¢
L =2Ly, G=2Lyv1—e€%cosl, A =2Lpesinl do réwnania (4.86), aby otrzymadé

Ly (1= (VI=cos I £ esinl)) = 0. (4.87)
Warunek ten jest spelniony gdy e = £sin/, czyli mimosrod jest réwny sinusowi
nachylenia orbity (oraz wczesniejszy warunek na argument perycentrum). Mamy
wiec pewna szczegolng rodzine orbit dla ktorych zmienne LKS sie nie sprawdzaja,
ale ktore mozna bez problemu analizowa¢ przy pomocy zmiennych Delaunaya. W
zamian za to uzyskaliSmy brak osobliwosci dla orbit, ktore sg problematyczne przy
stosowaniu klasycznych zmiennych kat-dzialanie, wlaczajac w to orbity prostoli-
niowe. Zmienne LKS sa wiec naturalnie przystosowane do analizowania orbit o
duzych mimosrodach. Jedynym nierozwigzanym mankamentem pozostaja orbity
kotowe rownikowe oraz biegunowe orbity prostoliniowe.
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4.11 Transformacja LKS z dowolnym wektorem de-
finiujacym

Opisywana tu transformacja zaktada ze wykorzystywane sg zmienne KS z wektorem
definiujacym skierowanym wzdluz trzeciej osi uktadu wspotrzednych. Warto jednak
wspomnie¢, ze mozliwe jest zdefiniowanie ogdlniejszej postaci tej transformacji, dla
dowolnego wektora definiujacego. Gloéwnag rdéznica jest wybor dwoch ptaszezyzn
Lissajous. Pierwsza z plaszczyzn to plaszczyzna (e, c), a druga rozpieta jest przez
kwaterniony (0,by) i (0,bs), gdzie by i by sa wektorami prostopadtymi do c i do
siebie nawzajem. Dla pierwszej ptaszczyzny przeprowadzamy transformacje

Lc+Gc LC_GC
Ve =1/ 02—WOCOS (loe + goc) — \/ OQ—WOCOS (loe — 9oe),
Lc+Gc . LC_GC .
V-Cc= \/—0 5 % sin (loc+goc)—l-\/—0 2w % sin (loc — goc), (4.88)
/ Lc+Gc . / Lc_Gc .
V . eO — — % Sin (ZOC + gOC) _I_ % Sin (ZOC i 906)7
Lc Gc LC_GC
V‘C:”—w( 0;_ 0>cos(loc+90c)+\/—w( 02 O)COS(loc—90c)>

i analogicznie dla drugiej

vobr =y Lb;;Gb cos (Ip + gs) — 4/ LbQ;waCOS (o — an),

V-by = ,/Lb;;Gb sin (I, + gy) + \/LbQ;wa sin (I, — gp), (4.89)
Vb =—y/ MSin(lb-ng)ﬂL Msin(lb—gb),

V-by = \/Mcos(lb%—gb)+\/Mcos(h)—gb).

Dalsze kroki przeprowadzamy w ten sam sposéb co wczesniej. Istotng réznica be-
dzie inne znaczenie pedow i katow. Pedy G i A beda rzutami wektoré6w momentu
pedu oraz Laplace’a na o$ skierowana wzdtuz wektora c. O ile konkretny przypa-
dek nie sprawia, ze okreslony wyboér c bedzie preferowany, to najwygodniejsze be-
dzie pozostanie przy wektorze definiujacym skierowanym wzdhuz trzeciej osi uktadu
wspotrzednych. Transformacja z zastosowaniem ¢ = e3 daje tatwiejsze powigzanie
otrzymanych zmiennych z elementami orbity (na przyklad rzut momentu pedu na
trzecia o§ uktadu wspolrzednych jest jedna ze zmiennych Delaunaya).

4.12 Zastosowanie do zagadnienia Lidowa-Kozai

Jako przyktad zastosowania zmiennych LKS w praktyce, rozwazymy rezonans Lidowa-
Kozai. Zjawisko to pojawia si¢ zar6wno w zagadnieniu sztucznego satelity (Lidow
[34]) jak i w ruchu planetoid (Kozai [27]). Jest to klasyczne zagadnienie, w ktorym
ruch po orbicie keplerowskiej ciala o niewielkiej masie (satelita wokol Ziemi lub pla-
netoida na orbicie heliocentrycznej) zaburzany jest przez odlegle trzecie ciato (dla
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satelity moze by¢ to Stonce, dla planetoidy — Jowisz). Zaburzenie to rozwijamy w
szereg Taylora (patrz 2.7), ale rozwiniecie to ograniczamy do pojedynczego wyrazu z
wielomianem Legendre’a drugiego stopnia. Przyjmijmy, ze plaszczyzna (eq, es) jest
plaszczyzna w ktorej porusza sie trzecie ciato i dodatkowo, ze znajduje si¢ ono na
kotowej orbicie keplerowskiej, wiec jego potozenie mozna opisaé jako

r, = a,(ej cosn,t + ey sinn,t), (4.90)

gdzie n, to ruch Sredni ciala zaburzajacego, a, to potos wielka jego orbity, ktora jest
duza w stosunku do odleglosci satelity lub planetoidy (to znaczy a, > r).
Hamiltonian tego zagadnienia to

H = Ho+ H, (4.91)

gdzie Hg jest hamiltonianem keplerowskim, a potencjal zaburzajacy wyraza sie przez

wielomian Legendre’a
2
r
Hy = —“23 Py(x -1,/ (ray)). (4.92)
p

Po wstawieniu (4.90) i rozwinieciu otrzymujemy

H, = —4”—; [r? — 23 + 3(2] — 23) cos 2n,t + 6x125 8in 2nyt] . (4.93)
p
Nastepnie zastepujemy czas t formalng zmienng z*, podstawiamy w = 1, = /8 X*
i stosujemy transformacje LKS otrzymujac

M = Mo+ M;. (4.94)
Podstawiajac I' = 0 (zmiennosé¢ kata v w czasie ignorujemy), otrzymujemy

2

V2S

Wypisanie potencjalu zaburzajacego wyrazonego wprost przez zmienne LKS byloby
na tym etapie dos¢ zmudne i mato uzyteczne, dlatego poprzestaniemy na posredniej
postaci

Mo=1L- (4.95)

HpT 2,2 2 _ 2 :
My = ———F—=|1r" — 25+ 3(x] — x3) cos (2n,s — o) + 6x1258in (20,5 — 0)| ,
1 32&?,@[ 3 (1 2) ( P ) 142 ( P )}
(4.96)
gdzie
o= ;_; (Bysin2(l + A) + Bysin2(l — \)) . (4.97)
W niezaburzonym zagadnieniu mieliby$my
dl oM,
i =1 4.
dr 0L (4.98)
d
s _OMo_ 1 (4.99)

dr  9S 253

a pozostale zmienne sg stale. W niezaburzonym zagadnieniu [ i s sa liniowymi

funkcjami 7. Zmienna [ =7 +1lp, a s = \/%7', albo, wstawiajac wartos¢ S taks, by

M =0, otrzymujemy s = 7/n.
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Znajac rozwiazanie dla niezaburzonego zagadnienia oraz dwie czestosci (dla zmien-
nych [ oraz s), mozemy wprowadzi¢ zmienne Srednie wykorzystujac rachunek z uzy-
ciem transformacji Liego (na przyktad Ferraz-Mello [18]). Pierwszy rzad takiego
rachunku przeprowadza sie po prostu uséredniajgc funkcje Hamiltona wzgledem 7,
przyjmujac w tym przypadku [ = 7+ [(0) oraz s = . Przyjmujemy przy tym
pewne uproszczenie: ze wzgledu na duza odleglo$é ciata zaburzajacego zaktadamy,
ze n/n, jest albo liczba niewymierna albo bardzo matym utamkiem, a wiec nie ma
rezonansu ruchu sredniego obu cial lub jest on zaniedbywalny. Mozna to uzasadnié¢
tym, ze nawet jesli doszloby do rezonansu, stosunek n/n, bytby bardzo maty, wyrazy
rezonansowe mialyby bardzo maltg amplitude i mialyby one marginalny wplyw na
dynamike. Wykorzystujac ten fakt, mozemy osobno usrednia¢ wzgledem obu katow
[ is. Kazdy wyraz zawierajacy sinus lub cosinus 2n,s ma wartos¢ Srednig réwna
zero. Pozostaje wiec usrednienie wzgledem [ i wyliczenie catki

2

Hp 3 2
_ r° —raxs| dl. 4.100
32a3V/25 : g (4100

W rezultacie otrzymujemy usredniony hamiltonian

20 L
N=L- N 102ia352 (L? = 6A% + 6C,Cy cos 4X) = 0. (4.101)
p

Dla uproszczenia, zmienne $rednie oznaczono tymi samymi symbolami co zmienne
oskulacyjne. W dalszej analizie uzywany bedzie wylacznie hamiltonian N zmiennych
Srednich i dlatego nie jest potrzebne wprowadzenie osobnych oznaczen.

Po uérednieniu, zagadnienie Lidowa-Kozai staje sie zagadnieniem o jednym stop-
niu swobody. W hamiltonianie wystepuje tylko jeden kat A. Stosujac klasyczne
zmienne Delaunaya otrzymuje si¢ podobny wynik — hamiltonian, ktory zalezy tylko
od kata g, odpowiadajacego argumentowi perycentrum. Istotna réznica jest jednak
fakt, ze para A, \ posiada odmienne wlasnosci, w szczegdlnoéci réwnania ruchu dla
tych zmiennych w wiekszo$ci wypadkow nie sg osobliwe dla orbit prostoliniowych.
Roéwnania ruchu maja postacé

A\ N L*+G* -\
— =——=BA 4+ ————cos4 4.102
dr  0A ( - 4C,Cy o )\) ’ (4.102)
dA ON .
E = — W = BC’ng Sll’l4)\, (4103)
gdzie
3ppL
= —r 4.104
1024a3S? (4.104)

Warto w tym miejscu takze przypomnie¢ znaczenie iloczynu C1Cs:

C1Cy = i\/(lﬂ — (G = N)(L2 - (G+AN)?2). (4.105)

Rownanie dla zmiennej A przyjmuje warto$¢ zero dla A = k7%, albo dla C; lub

C5 réwnego zero. Ten drugi przypadek prowadzi do osobliwo$ci w réwnaniu dla
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A. Polozenia réwnowagi maja wigc A = k7. Wstawiajac to do rownania (4.102),
otrzymujemy

d\ L? +G? — A\?
o BA (4 - N RN A)2)> , (4.106)

gdzie plus pojawia si¢ gdy A = k7 a minus gdy A = k5 +7. W pierwszym przypadku
rownanie to zeruje sie jedynie dla A = 0, co zgodnie z tabela 4.1 odpowiada orbicie
rownikowej. W drugim przypadku rownanie zeruje sie takze dla A = 0 (orbita ko-
lowa). Dla pewnych wartosci G/ L wystepuja dwa dodatkowe polozenia rownowagi,
dla ktorych

L? + G? — A?
- il 0. (4.107)
VL2 = (G = AP)(L = (G +A)?)
Rozwiazaniem tego réwnania jest

8|G]| G
AN==+L4|1— ——+ ()2, 4.108
T (D) (4.108
i przyjmuje ono wartosci rzeczywiste dla g—; < % Dla wartosci % = g dochodzi

zatem do bifurkacji i w przestrzeni fazowej pojawiajg sie dwa dodatkowe potoze-
nia rownowagi i zmienia si¢ stabilnos¢ juz istniejacego punktu rownowagi. Te dwa
potozenia rownowagi sa klasycznymi potozeniami rownowagi w zagadnieniu Lidowa-
Kozai i jedynymi, ktére mozna bezposrednio analizowa¢ w zmiennych Delaunaya, a
warunek (4.108) odpowiada warunkowi

3(cos I)?
—

1—e* = (4.109)
W polozeniu rownowagi z A = 0, zmienne Delaunay’a sa osobliwe, gdyz sa to or-
bity kotowe (nieokreslony argument perycentrum) lub rownikowe (nieokreslony wezet
wstepujacy). Mozliwe jest jednak wprowadzenie zmiennych nieosobliwych bedacych
sumami odpowiednich katéw. Jednakze korzystanie z klasycznych zmiennych unie-
mozliwia analize orbit prostoliniowych. Dla orbit prostoliniowych mamy G = 0 oraz
A = k3. Jedynym polozeniem réwnowagi jest orbita rownikowa A = 0.

Na rysunkach 4.3 wykreslono funkcje Hamiltona dla trzech réznych wartosci
G/L. Linie lacza punkty dla ktorych wartos¢ funkcji Hamiltona jest taka sama.
Ze wzgledu na to, ze zagadnienie posiada jeden stopien swobody, sa to tez linie
po ktorych odbywa sie ruch. 7Z powodu okresowosci wzgledem kata A, wykresy
ograniczono do zakresu —7 < A < 7. Wartos¢ G = 0.8 (dolny rysunek) oznacza, ze

7 S
rownowagi znajduja sie osi A = 0 i sg potozeniami stabilnymi. Gdy zejdziemy ponizej
wartodci granicznej, nastepuje bifurkacja. Punkty réwnowagi A\ = kI + 7 staja
sie niestabilne i pojawiaja sie symetrycznie potozone pary potozen réwnowagi poza
prosta A = 0. Wraz z malejaca wartoscia |G|/ L, rosnie wartos¢ |A|/L w polozeniu
rownowagi zgodnie z (4.108) (zalezno$¢ ta przedstawiono na wykresie 4.4). Dla
G = 0 te polozenia rownowagi znajduja sie na skraju wykresu dla |[A|/L = 1.
Zmienne LKS pozwolity na analize klasycznego zagadnienia Lidowa-Kozai, takze
uwzgledniajac orbity o duzym mimosrodzie, a nawet prostoliniowe. Nieosobliwosé¢

znajdujemy sie powyzej granicy g < \/g ~ 0.77, wiec wszystkie widoczne potozenia
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dla orbit prostoliniowych to zaleta, ktéra moze mie¢ swoje zastosowanie w innych
zagadnieniach. Jak pokazali Lithwick i Naoz [35], w eliptycznym oktupolowym
zagadnieniu Lidowa-Kozai (cialo zaburzajace znajduje sie na orbicie o niezerowym
mimosrodzie i uwzgledniamy rozwiniecie potencjatu do trzeciego stopnia wielomianu
Legendre’a) moze dochodzi¢ do okresowych zmian orientacji orbity z ruchu prostego
na ruch wsteczny i odwrotnie, przechodzac przez chwilowa oskulacyjna orbite pro-
stoliniowa. Proby analizy tego zagadnienia przy pomocy zmiennych kat-dziatanie
napotkaly na problemy, ktore moga zosta¢ rozwigzane przy pomocy zaproponowa-
nych zmiennych.
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Rysunek 4.3: Usredniona funkcja Hamiltona zagadnienia Lidowa-Kozai dla trzech
wartosci G/ L réwnych kolejno od gory 0, 0.75 1 0.8.
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I A= (2k+1) /4, If * A= k2 |
0.5+ 0.5+
AL 01 AL 015
-0.5 -0.5
_ ] L i _ 1 L ‘ q/ ‘ |
-1 . 1 -1 -0.5 0 0.5 1
G/L G/L
Rysunek 4.4: Polozenia rownowagi dla A = k5 i A = k5 + 7. Przerywana linia

oznacza polozenia rownowagi niestabilne, a ciggta stabilne |7]
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Podsumowanie

Regularyzacja w mechanice nieba jest wcigz aktualnym tematem, a zmienne Kus-
taanheimo-Stiefela sg jednymi z kilku stosowanych zestawéw zmiennych zregularyzo-
wanych. Jak pokazal J. Roa [39], regularyzacja moze mie¢ praktyczne zastosowanie
w bardzo réznych zagadnieniach. Miedzy innymi opisal on zastosowanie zmien-
nych KS do opisu ruchu wzglednego dwoch obiektéw na orbicie, oraz wykorzystanie
zmiennych DROMO do planowania trajektorii dla misji kosmicznych.

W niniejszej rozprawie gléwnym celem bylo rozwiniecie formalizmu transformacji
KS oraz zastosowanie jej do zagadnien zwigzanych z dynamika sztucznego satelity.
Transformacja KS zostata uogélniona poprzez wprowadzenie wektora definiujacego
c. Razem ze stosowaniem formalizmu kwaternionowego, umozliwito to geometryczna
interpretacje transformacji KS bez potrzeby definiowania uktadu wspoélrzednych.
Pozwolilo to tez sprowadzi¢ rézne konwencje stosowane podczas transformacji KS
(nazywane w tej pracy KS1 i KS3) do jednego formalizmu. Swoboda definicji trans-
formacji KS, ktora daje wektor ¢, umozliwia wybor formalizmu dogodnego dla da-
nego zagadnienia. Zazwyczaj bedzie to wektor skierowany wzdluz jednej z osi sy-
metrii. Tradycyjnie, w wiekszo$ci przypadkéw jest to 0§ z, a wiec najlepiej stosowad
transformacje z wektorem definiujacym skierowanym wzdtuz tej osi (transformacja
KS3). Konwencja KS3 czesto jest spotykana w publikacjach z zakresu fizyki, ale
w mechanice nieba stosowana jest niemal wytacznie transformacja KS1 — w wielu
wypadkach mozna podejrzewac, ze wybor ten czyniony jest z braku glebszej refleks;ji.

Opisane zostato takze rozwigzanie zagadnienia dwoch cial w obracajacym sie
uktadzie wspotrzednych przy pomocy zmiennych KS. Rozwigzanie zostalo podane
w postaci, ktora nie zaktada ani konkretnego ukladu wspotrzednych, ani wektora de-
finiujacego transformacje KS, ale pokazano tez, ze odpowiedni wybor tych wielkosci
umozliwia jego uproszczenie. Wynik ten (dla zmiennych KS3) zostal pozniej wyko-
rzystany podczas catkowania numerycznego opisanego w rozdziale trzecim. Rozwia-
zanie to moze zosta¢ réwniez wykorzystane na przyktad w analizie ograniczonego
zagadnienia trzech cial.

Wyprowadzenie wzoréw na potencjal zaburzajacy ruch sztucznego satelity, a
w szczegOlnosci wyrazenie geopotencjalu przez zmienne KS pokazalo, ze wlasciwy
wybor postaci transformacji KS umozliwia prostsze wyrazenie perturbacji. Wyste-
pujace w tradycyjnym sformutowaniu geopotencjatu funkcje sferyczne sa zwigzane z
uktadem wspoétrzednych, w ktorym os obrotu Ziemi skierowana jest wzdtuz trzeciej
osi uktadu wspotrzednych. Wykorzystujac ten fakt, udato sie wyrazi¢ geopotencjat
przez zmienne KS, zastepujac funkcje sferyczne funkcjami Wignera. Dzieki temu
mozliwe jest tatwe przeksztatcenie dowolnego potencjatu wyrazonego przez harmo-
niki sferyczne i opisanie go przez zmienne KS. Funkcje sferyczne wykorzystuje sie
zazwyczaj do opisu geopotencjatu, ale mozna je takze wykorzysta¢ do rozwiniecia
w szereg potencjatu grawitacyjnego trzecich cial. Wprowadzone zostaly takze for-
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muly pozwalajace na obliczenie pochodnych funkcji Wignera i wyrazenie ich przez
te funkcje.

Wtasciwe wyrazenie perturbacji przez zmienne KS pozwolito na stworzenie narze-
dzia do calkowania numerycznego orbit sztucznych satelitow. Glownym jego celem
bylto zbadanie ewolucji orbit na dtugim odcinku czasu, a nie precyzyjna propagacja
na krotkim odcinku czasu. Wykorzystanie algorytmu symplektycznego zapewnito
stabilno$¢ na dlugim odcinku czasu i pozwolito wykorzystaé¢ zalety formalizmu ka-
nonicznego stosowanego w tej pracy. Uzycie tej metody nie bytoby wydajne dla orbit
silnie mimosrodowych bez wykorzystania regularyzacji. Przedstawiona metoda jest
wystarczajaco dokladna i dos¢ wydajna (obliczenia przeprowadzano na domowej
klasy komputerze PC), tym bardziej, ze jak sie okazalo, badanie stabilnosci przy
pomocy MEGNO dla sztucznych satelitow wymaga dtugiego okresu caltkowania.
Lepsze rezultaty dato pokazanie zmian mimosrodu orbit. Pod tym katem zbadane
zostaly orbity geosynchroniczne. Sprawdzono wplyw poczatkowej wartosci anomalii
sredniej na wynik, ale okazal sie on niewielki, a gtéwny wptyw na dynamike ma
nachylenie i w dalszej kolejnosci dhugosé wezta wstepujacego orbity i argument pe-
rygeum. Sama metoda zostata takze zbadana pod katem jej doktadnosci dla orbit
satelitow o duzym mimosrodzie.

Poza zastosowaniami numerycznymi transformacje KS mozna tez uzy¢ w rozwa-
zaniach analitycznych. Zaproponowany zostal nowy zestaw zmiennych kat-dziatanie
dla zregularyzowanego zagadnienia dwoch ciat, bazujacy na transformacji KS i trans-
formacji Lissajous. Odejécie od tradycyjnego podejscia, w ktoérym dwie pary zmien-
nych opisuja ruch w plaszczyznie orbity, a trzecia jej orientacje w przestrzeni, umoz-
liwito uzyskanie zmiennych, ktore sa nieosobliwe dla orbit eliptycznych zdegenero-
wanych do orbity prostoliniowej. Zaproponowana transformacja pozwala na prosta
i naturalng redukcje zagadnienia z powrotem do trzech stopni swobody. Uwzgled-
nione zostalo takze rozszerzenie przestrzeni fazowej, dzieki czemu formalizm ten
moze by¢ stosowany rowniez do zagadnien z jawng zaleznoScia od czasu. Wszystko
to umozliwia bezproblemowe zastosowanie tego formalizmu dla zagadnien, w ktorych
mamy do czynienia z bardzo duzym mimosrodem (a duze mimosrody sa glowna z
przyczyn stosowania regularyzacji), albo wrecz przej$ciem przez oskulacyjng orbite
prostoliniowa. Przyklad klasycznego zagadnienia Lidowa-Kozai pokazal, ze zapro-
ponowana transformacje mozna uzy¢ w praktyce i w przysztosci mozna ja zastosowac
do bardziej ztozonych problemoéw.

Transformacja KS, pomimo pewnych niewygodnych cech, takich jak koniecznosé¢
wprowadzenia dodatkowego stopnia swobody lub rozszerzenia przestrzeni fazowe]
w kanonicznej transformacji Sundmana, okazata sie by¢ praktycznym narzedziem w
analizie zaburzonego zagadnienia dwoch cial. Lepsze poznanie istoty samej transfor-
macji, zwlaszcza jej interpretacja geometryczna i powiazanie z obrotem, umozliwity
sprawniejsze jej stosowanie zaréwno w zastosowaniach numerycznych jak i analitycz-
nych.
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Dodatek A

Algebra kwaternionéw

Kwaterniony to czterowymiarowe obiekty, ktore moga byé¢ traktowane jako para
uporzadkowana liczby skalarnej i wektora trojwymiarowego [15]. Kazdy kwaternion
g moze zostaé¢ zapisany jako

q= (CIO>Q) = (q0aq17QQ7Q3)7 qo, 41,92, 43 € R. (Al)

qo nazywamy czescig skalarna, a q czescig wektorowa kwaternionu q. Wygodnie jest
wprowadzié¢ operator f, ktory wybiera z kwaternionu jego czesé¢ wektorows

d =q (A2)

Algebra kwaternionéw oznaczana jest zazwyczaj symbolem H.
Dodawanie dwoch dowolnych kwaternionéw q i p zdefiniowane jest jako

q+p = (g +po,a+p) (A.3)

Mnozenie dwoch kwaternionow q i p dajace w wyniku kwaternion r = gqp definiujemy
jako

r = (qopo — 4" P, qoP + pod + d X p). (A.4)

Wystepowanie iloczynu wektorowego q x p powoduje, ze dzialanie to nie jest prze-
mienne i

qp — pq = (0,29 X p). (A.5)
Dodatkowo zdefiniujmy mnozenie przez skalar x

xq = z(q0,q) = (zqo, q), (A.6)

ktorego wynik jest rowny mnozeniu przez kwaternion z zerowa cze$cia wektorowa

zq = (2,0)(g0, ) = (g0, 7q)(x,0). (A7)
Sprzezenie kwaternionu definiujemy jako
q = (g0, —a), (A.8)
a modut
al = /@ +a-a (A.9)
Co wiecej
lal* = (9d)o = (da)o (A.10)



Wykorzystujac powyzsze, okreslamy odwrotnosé kwaternionu jako

I g

Dodatkowo, dla kwaternioné6w mozna zdefiniowa¢ dziatania bedace odpowiedni-
kami iloczynow skalarnego i wektorowego dwoch wektoréw. Iloczyn skalarny kwa-
ternionéw q i p ma postac

q-p=qpo+4q-Pp. (A.12)

Iloczyn mieszany trzech kwaternionéw ma uzyteczng wtasnoscé

d-ps=p-sq=5-qp, (A.13)

ktora udowodni¢ mozna rozpisujac kwaterniony na sktadowe skalarng i wektorowa

q-ps = (q,—q) - (poso —P-S,pos + sop + P X 8)

= qopoSo — qoP - S — Poq - S — P - 4+ q - (s X p), (A.14)
p-sq = (po,—P) - (qSo —q-8,qS + soq+s X q)

= (oPosSo — GoP - S — Pod - S — soP - q + P - (q X 8), (A.15)
S-qp = (50, —8) - (Pogo — P - 4, poq + soP + P X q)

= qopoSo — qoP - S — Poq - S — SoP - q + s (P X q), (A.16)

a nastepnie skorzysta¢ z wltasnosci iloczynu mieszanego wektoréw

p-(axs)=q-(sxp)=s-(pxq). (A.17)

O ile definicja iloczynu skalarnego kwaternionéw jest do$¢ oczywista, tak w przy-
padku iloczynu wektorowego pojawiaja sie rozne konwencje u réznych autorow (Stie-
fel i Scheifele [43], Vivarelli [47], Deprit i in. [15]). Przyjmiemy wariant Deprit
Pq — qp
anp="—5—=(0,qpP~poa+daxp) (A.18)
Podobnie jak zwykty iloczyn wektorowy, iloczyn wektorowy kwaternionéw jest nie-
przemienny i
qAp=—pAgq, (A.19)

a jego czes¢ skalarna wynosi zawsze zero. Taki iloczyn wektorowy ma tez uzyteczna
wlasno$¢ zwiazang 7z iloczynem mieszanym

(ap) As=q A (sp) (A.20)

Jak juz wspomniano, mnozenie kwaternionéw w ogoélnosci jest nieprzemienne.
Sa jednak przypadki, gdy to mnozenie jest przemienne. Jest tak wtedy, gdy czes¢
wektorowa jednego (lub obu) kwaternionu wynosi zero lub czesci wektorowe obu
czynnikow sa wektorami rownolegltymi. Pierwszy przypadek jest trywialny, gdyz
kwaternion z zerowa czeScig wektorowa zachowuje sie jak liczba rzeczywista. W
drugim przypadku przyjmijmy, ze q = (qo, ¢1¢), i p = (po, p1¢), gdzie ¢ to pewien
wersor, a po, p1, o, ¢1 to liczby rzeczywiste. Wtedy

ap = pq = (Pogo — P1¢1, (Poq1 + P140)¢). (A.21)
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Powyzsza definicja jest tozsama z definicja mnozenia dwoch liczb zespolonych pg+ip,
i qo + iqq, jesli w miejsce jednostki urojonej umiescimy kwaternion (0, ¢), a jedynke
rzeczywista utozsamimy z kwaternionem (1,0).

W tym miejscu mozna by sie zastanowi¢ czy mozna wprowadzi¢ posta¢ wyktad-
nicza kwaternionu, podobng do postaci wykladniczej liczb zespolonych. Okazuje sie
ze mozna zdefiniowad

exp (qo, ¢1¢) = exp (qo) (cos g1, sin ¢1¢) . (A.22)

Nalezy by¢ jednak ostroznym, gdyz takie wyrazenie nie posiada wszystkich wtasno-
sci funkcji wyktadniczej, co moze by¢ mylace. Jesli pq # qp, wtedy exppexpq #
expp + q. 7 tego powodu takie oznaczenie nie bedzie stosowane poza tym podroz-
dzialem. Warto za to zbada¢ kwaternion

u (g, ¢) =exp (0, ¢c¢) = (cos ¢, sin ¢¢) . (A.23)

Okazuje sie ze dla dowolnych ¢, 1, ¢

u(—¢,¢) =u(9,c), (A.24)
u(¢,c)u(w,é) =u(g+1v,6), (A.25)
lu(p,0)| =1 (A.26)

Tozsamosci te staja sie oczywiste gdy utozsamimy u (¢, ¢) z postacig wykladnicza
expi¢. Inng przydatng wlasnoscia jest

du (¢, ¢)
do

Podobnie jak liczba zespolona a + ib moze by¢ przedstawiona macierza rzeczy-

wista,
a —b
a= (3 ) (A2

tak kwaterniony moga by¢ przedstawione jako macierze zespolone

Qo +1iq1 g2 +1ig3
= . . ) A.29
q (—C]2 +1g3 qo — 16]1) ( )

u(o,¢)(0,¢) = (0,¢é)u (g, ¢) = (—sin g, cos ¢p¢) = (A.27)

Dodawanie i mnozenie kwaternionéw jest wtedy zastapione dodawaniem i mnoze-
niem macierzy. Posta¢ macierzowa (A.29) mozna przedstawi¢ za pomoca kombinacji
liniowej macierzy spinowych Pauliego i macierzy jednostkowej

10 . (1 0 . (0 —i . (0 1
qo (0 1) + 1 (0 _1) + g (i O) + g3 (1 0) : (A.30)

Macierze spinowe przemnozone przez jednostke urojona odpowiadajg kwaternionom
jednostkowym, a wiec algebra kwaternionéw jest tym samym co algebra macierzy
spinowych Pauliego [8].
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Dodatek B

Wyprowadzenie ré6wnan na pochodne
funkcji Wignera

Funkcja Wignera w postaci

Dy (V) =/ (n+m)!(n —m)!(n+k)!(n—k)

Z <U0 - iv3)n+k_s(—i1)1 - U2)m_k+s(—i’l}1 + UQ)S(’UO + i,UB)n—m—s
slln—=m —s)!(n+k—s)!(m —k+s)!

. (B.)

S

jest wielomianem czterech zespolonych wyrazen (vy — ivs), (—ivy — ve), (—ivy + v9),
oraz(vy + ivs). Jesli na te wyrazenia zadzialamy operatorami rozniczkowymi (2.34),
to w wyniku otrzymamy zero, poza czterema przypadkami:

L0 0N (0o
2 8@0 81)3 0 3 72 81}0 8113 0 3

1/ 0 .0 . 1 0 .0 )
5 (8_112 -+ la—vl> (—1U1 + U2> —5 (—a—v2 + 18_1}1) (_17)1 - 02) =1 (BQ)

Dzieki temu kazdy z tych operatoréw, dzialajac na funkcje Wignera, moze by¢ trak-
towany jako rézniczkowanie wzgledem jednego z tych sktadnikow, dla ktoérego po-
chodna wynosi jeden, a nie zero. Dzialajac pierwszym z tych operatoréw na funkcje,
dzialamy na kazdy ze sktadnikéw sumy i otrzymujemy

% (aivo +18iv3,> Dy (v) = V(i +m)(n—m)(n+k)(n— k)

Z (UO - iv3)n+kisil<—ivl - UQ)m7k+s(—iU1 + UQ)S(U() + ivg)nfmfs
sln—m—s—Dl(n+k—s)(m—k+s)!

;o (B3)

S

przy czym zmianie mogty ulec granice sumowania. W funkcji Wignera sumowanie
przebiega od s = max(0,m — k) do s = min(n + m,n — k), ale wyraz z s =n+m
nie zalezy od (vg — iv3), a wiec jego pochodna wynosi zero, co moze zmieniaé¢ gorna
granice sumowania na s = min(n +m — 1,n — k). Jezeli podstawimy n’ = n — %,
m’:m—%ik":/’{:—1

3, to granice sumowania beda wynosily s = max(0,m’ — &)
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do s = min(n’ +m/,n’ — k'), a sama funkcja pozwoli sie zapisaé jako

1
2 <aio ’ a%) (V) = /O 0 DI =)+ R+ DI — )
Z (vg — ivg)™ =5 (—ivy — v2)™ F o (=g + vy)*(vg + vg)™ (B.4)
s s’ —m/ — s)l(n' + K — s){(m/ — k' + s)! ’ '

(ST TN

(V).

1
k—5m—3

= \/(n/+m’ +1)(n' + K +1) Q,/m,(v) = \/(n+m)(n+k)D

Dla pozostatych operatoréow postepujac analogicznie mozna uzyska¢ pozostate po-

trzebne rownosci (2.34).
Nieco trudniej jest wyprowadzi¢ te rownosci w przypadku funkeji Wignera

B} (V) = VT2 DE L, (v). (B.5)

Stosujac operator rézniczkowy do tej funkeji otrzymujemy

1/ 0 0
S ) BRn6) =20~ Do+ 01) D )+

Dy v
+ VT2 m)(n+ k) Dy (V). (B.6)

Nastepnie trzeba zastosowaé¢ odpowiednie z rownan (2.49), dzieki czemu wyrazenie
(=2n — 1)(vo + iv3) Dy, (v) mozna zastapi¢ funkcjami o stopniu rozniacym sig od

niej o 1/2, a nastepnie calos¢ upraszcza sie do postaci

1/a .0\ . o .
5 ( ) Bl =G D= D0} () =

o0 oug ) P
Vi—k+ D —m+ DENS (B.7)

W ten sam spos6b uzyska¢ mozna wzory dla pozostatych operatoréw rézniczkowych.
Dziatanie operatoréw na funkcje D powoduje obnizenie jej stopnia, a na funkcje F
poniesienie jej stopnia o 1/2. Dodatkowo zmieniaja sie takze indeksy dolne o £1/2.

112



Bibliografia

1]

2]

131

4]

5]

[6]

7]

18]
19]

[10]

11

[12]

A. Ahmad and M. N. Huda. Generating solution of the restricted three-body
problem in 3-dimension. Bulletin of the Astronomical Society of India, 14:11-14,
1986.

L.C. Biedenharn, J.D. Louck, and P.A. Carruthers. Angular Momentum in
Quantum Physics: Theory and Application. Encyclopedia of Mathematics and
its Applications. Cambridge University Press, 2009.

S. Breiter. Explicit Symplectic Integrator for Highly Eccentric Orbits. Celestial
Mechanics and Dynamical Astronomy, 71:229-241, 1998.

S. Breiter, M. Fouchard, and R. Ratajczak. Stationary orbits of comets per-
turbed by Galactic tides. Monthly Notices of the Royal Astronomical Society,
383:200-208, 2008.

S. Breiter, M. Fouchard, R. Ratajczak, and W. Borczyk. Two fast integrators
for the Galactic tide effects in the Oort Cloud. Monthly Notices of the Royal
Astronomical Society, 377:1151-1162, 2007.

S. Breiter and K. Langner. The extended Lissajous-Levi-Civita transformation.
Celestial Mechanics and Dynamical Astronomy, 130(10):68, 2018.

S. Breiter and K. Langner. The Lissajous-Kustaanheimo—Stiefel transforma-
tion. Celestial Mechanics and Dynamical Astronomy, 131(2):9, 2019.

E. Cartan. The Theory of Spinors. MIT Press, Cambridge 1966.

M. Chapront-Touze and J. Chapront. ELP 2000-85 - A semi-analytical lunar
ephemeris adequate for historical times. Astronomy and Astrphysics, 190:342—
352, January 1988.

A. Chenciner. Le probléme de la lune et la theorie des systémes dynami-
ques, 1986. "https://perso.imcce.fr/alain-chenciner/preprint.html", dostepne
21.02.2018

P. M. Cincotta and C. Simé. Simple tools to study global dynamics in non-
axisymmetric galactic potentials - 1. Astronomy and Astrophysics Supplement
Series, 147:205-228, 2000.

P.M. Cincotta, C.M. Giordano, and C. Sim6. Phase space structure of multi-
dimensional systems by means of the mean exponential growth factor of nearby
orbits. Physica D: Nonlinear Phenomena, 182(3):151 — 178, 2003.

113



[13]

[14]

[15]

[16]

[17]

18]

[19]

[20]

[21]

[22]

23]

[24]

[25]

[26]

27]

B. Cordani. The Kepler Problem. Springer-Verlag, 2003.

A. Deprit. The Lissajous transformation. I - Basics. Celestial Mechanics and
Dynamical Astronomy, 51:201-225, 1991.

A. Deprit, A. Elipe, and S. Ferrer. Linearization: Laplace vs. Stiefel. Celestial
Mechanics and Dynamical Astronomy, 58:151-201, 1994.

A. Deprit and C. A. Williams. The Lissajous transformation. IV - Delaunay and
Lissajous variables. Celestial Mechanics and Dynamical Astronomy, 51:271—
280, 1991.

J. Féjoz. Averaging the planar three-body problem in the neighborhood of
double inner collisions. Journal of Differential Equations, 175(1):175-187, 2001.

S. Ferraz-Mello. Canonical Perturbation Theories; Degenerate Systems and
Resonance. Springer-Verlag, 2007.

D.M. Fradkin. Existence of the dynamic symmetries O, and SUs for all classi-
cal central potential problems. Progress in Theoretical Physics, 37(5):798-812,
1967.

A G. Aleksandrova, T V. Bordovitsyna, and I V. Tomilova. Investigation of
light pressure influence on dynamics of Near-Earth Objects in resonant orbits.
Solar System Research, 52:435-449, 2018.

Ioannis Gkolias and Camilla Colombo. Towards a sustainable exploitation of the

geosynchronous orbital region. Celestial Mechanics and Dynamical Astronomy,
131(4):19, 2019.

C. Wanner G. Hairer, E. Lubich. Geometric Numerical Integration. Structure-
Preserving Algorithms for Ordinary Differential Fquations. Springer-Verlag,
2006.

M. R. Hassan. A generating solutions of the restricted three-body problem in
KS-variables. Indian Journal of Pure and Applied Mathematics, 25:337—-343,
1994.

M. R. Hassan. Periodicity of the generating solutions of the restricted three-
body problem in three-dimensional coordinate system. Bulletin of the Astro-
nomical Society of India, 29:15-23, 2001.

H. Hopf. Uber die Abbildungen der Dreidimensionalen Sphire auf die Kugel-
flache. Mathematische Annalen, 104:637-665, 1931.

Ch. Hubaux, A. Lemaitre, N. Delsate, and T. Carletti. Symplectic integration
of space debris motion considering several Earth’s shadowing models. Advances
in Space Research, 49(10):1472 — 1486, 2012.

Y. Kozai. Secular perturbations of asteroids with high inclination and eccen-
tricity. Astronomical Journal, 67:591, 1962.

114



28]

[29]

[30]

[31]

32|

[33]

[34]

[35]

[36]

37]

38]

[39]

[40]

[41]

42]

[43]

I. V. Kurcheeva. Kustaanheimo-Stiefel regularization and nonclassical canonical
transformations. Celestial Mechanics and Dynamical Astronomy, 15:353-365,
1977.

P. Kustaanheimo. Spinor regularization of the Kepler motion. Publ. of the
Astronomical Observatory, Helsinki, No. 102, 1964.

P. Kustaanheimo and E. Stiefel. Perturbation theory of Kepler motion based
on spinor regularization. J. Reine Angewandte Mathematik, 218:204, 1965.

K. Langner and S. Breiter. KS variables in rotating reference frame. Application
to cometary dynamics. Astrophysics and Space Science, 357:153, 2015.

J. Laskar and P. Robutel. High order symplectic integrators for perturbed
Hamiltonian systems. Celestial Mechanics and Dynamical Astronomy, 80:39—
62, 2001.

T. Levi-Civita. Sur la résolution qualitative du probleme restreint des trois
corps. Acta Mathematica, 30(1):305-327, 1906.

M.L. Lidov. The evolution of orbits of artificial satellites of planets under the
action of gravitational perturbations of external bodies. Planetary and Space
Science, 9(10):719 — 759, 1962.

Y. Lithwick and S. Naoz. The eccentric Kozai mechanism for a test particle.
The Astrophysical Journal, 742(2):94, 2011.

G. Métris, J. Xu, and 1. Wytrzyszczak. Derivatives of the gravity potential
with respect to rectangular coordinates. Celestial Mechanics and Dynamical
Astronomy, 71(2):137-151, 1998.

O. Montenbruck and E. Gill. Satellite Orbits, volume 1. Springer, Berlin-
Heidelberg-New York, 2000.

J. Peldez, J.M. Hedo, and P. Rodriguez de Andrés. A special perturbation
method in orbital dynamics. Celestial Mechanics and Dynamical Astronomy,
97(2):131-150, 2007.

J. Roa. Regularization in Orbital Mechanics. Theory and Practice. De Gruyter,
Berlin, 2017.

J. Roa, H. Urrutxua, and J. Peldez. Stability and chaos in Kustaanheimo—Stiefel
space induced by the Hopf fibration. Monthly Notices of the Royal Astronomical
Society, 459(3):2444-2454, 2016.

P. Saha. Interpreting the Kustaanheimo-Stiefel transform in gravitational dy-
namics. Monthly Notices of the Royal Astronomical Society, 400:228-231, 2009.

A. M. Segerman and S. L. Coffey. An analytical theory for tesseral gravitational
harmonics. Celestial Mechanics and Dynamical Astronomy, 76:139-156, 2000.

E.L. Stiefel and G. Scheifele. Linear and Regular Celestial Mechanics. Springer,
Berlin-Heidelberg-New York, 1971.

115



|44]

[45]

[46]

[47]

48]

[49]

[50]

K.F. Sundman. Memoire sur le probleme des trois corps. Acta Mathematica,
36(1):105-179, 1913.

V. Szebehely. Theory of Orbits. The Restricted Problem of Three Bodies. Aca-
demic Press, New York-London, 1967.

D.A. Varshalovich, A.N. Moskalev, and Khersonskii. Quantum Theory of An-
gular Momentum: Irreducible Tensors, Spherical Harmonics, Vector Coupling
Coefficients, 3nj Symbols. World Scientific, Singapore, 1988

M. D. Vivarelli. Geometrical and physical outlook on the cross product of two
quaternions. Celestial Mechanics and Dynamical Astronomy, 41:359-370, 1988.

M.D. Vivarelli. The KS-transformation in hypercomplex form. Celestial Me-
chanics and Dynamical Astronomy, 29(1):45-50, 1983.

L. Zhao. Kustaanheimo-Stiefel regularization and the quadrupolar conjugacy.
Regular and Chaotic Dynamics, 20(1):19-36, 2015.

L. Zhao. Some collision solutions of the rectilinear periodically forced Kepler
problem. Advanced Nonlinear Studies, 16(1):45-49, 2016.

116



