
Uniwersytet im. Adama Mickiewicza w Poznaniu

Wydziaª Fizyki

Instytut Obserwatorium Astronomiczne

Krzysztof Langner

Kanoniczne zmienne

Kustaanheimo-Stiefela w

zagadnieniach satelitarnych

Canonical Kustaanheimo-Stiefel Variables in Satellite Problems

Rozprawa Doktorska

Praca wykonana pod kierunkiem
prof. dr hab. Sªawomira Breitera
w Instytucie Obserwatorium Astronomiczne
Wydziaªu Fizyki UAM

2019



Spis tre±ci

Streszczenie 4

Abstract 6

Wst¦p 8

1 Zmienne KS 11

1.1 Ruch keplerowski . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 11
1.2 Przeksztaªcenie Sundmana . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 11
1.3 Kanoniczne przeksztaªcenie Sundmana . . . . . . . . . . . . . . . . . 13
1.4 Transformacja LC . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 14
1.5 Rozszerzenie kanoniczne transformacji LC . . . . . . . . . . . . . . . 17
1.6 Transformacja KS . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 19
1.7 Opis kwaternionowy transformacji KS . . . . . . . . . . . . . . . . . . 21
1.8 Transformacja KS z dowolnym wektorem de�niuj¡cym . . . . . . . . 23
1.9 Transformacja odwrotna . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 23
1.10 Rozszerzenie kanoniczne transformacji KS . . . . . . . . . . . . . . . 25
1.11 Ruch keplerowski w zmiennych KS . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 26
1.12 Powi¡zania mi¦dzy caªkami ruchu oscylatora i orbity keplerowskiej . . 28
1.13 Wpªyw niezmiennika J · c na dynamik¦ . . . . . . . . . . . . . . . . . 31
1.14 Pªaszczyzna Leviego-Civity . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 31
1.15 Obracaj¡cy si¦ ukªad wspóªrz¦dnych . . . . . . . . . . . . . . . . . . 32
1.16 Ruch keplerowski w obracaj¡cym si¦ ukªadzie odniesienia . . . . . . . 34
1.17 Zmienne KS3 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 36

2 Potencjaª zaburzaj¡cy w zmiennych KS 39

2.1 Harmoniki sferyczne . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 39
2.2 Obroty harmonik sferycznych, macierz Wignera D . . . . . . . . . . . 41
2.3 Transformacja KS dla funkcji sferycznych . . . . . . . . . . . . . . . . 42
2.4 Pochodne funkcji Wignera wzgl¦dem zmiennych KS . . . . . . . . . . 44
2.5 Wªasno±ci funkcji Wignera i równania rekurencyjne . . . . . . . . . . 47
2.6 Geopotencjaª . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 51
2.7 Potencjaª perturbacji wywoªanych przez trzecie ciaªo . . . . . . . . . 52
2.8 Rozwini¦cie w szereg . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 55
2.9 Ci±nienie promieniowania . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 55

3 Zastosowanie zmiennych KS do caªkowania numerycznego orbit

sztucznych satelitów 57

3.1 Metoda podziaªu . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 57

2



3.2 Integrator Laskara-Robutela . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 59
3.3 Integrator Laskara-Robutela, a zmienne KS . . . . . . . . . . . . . . . 60
3.4 Korektor symplektyczny . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 61
3.5 Dokªadno±¢ oblicze« . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 62
3.6 Wpªyw mimo±rodu orbity na dokªadno±¢ oblicze« . . . . . . . . . . . 63
3.7 Badanie stabilno±ci orbit . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 66
3.8 Równania wariacyjne dla sztucznego satelity . . . . . . . . . . . . . . 68
3.9 Obliczanie MEGNO . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 71
3.10 Integrator . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 73
3.11 Orbity geosynchroniczne . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 74

4 Zmienne Lissajous-Kustaanheimo-Stiefela 81

4.1 Transformacja Lissajous . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 81
4.2 Interpretacja geometryczna . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 82
4.3 Rozszerzona transformacja LC . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 82
4.4 Wybór parametru α . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 85
4.5 Rozszerzona transformacja Lissajous . . . . . . . . . . . . . . . . . . 85
4.6 Transformacja Lissajous a zagadnienie keplerowskie . . . . . . . . . . 87
4.7 Transformacja Lissajous-Kustaanheimo-Stiefela . . . . . . . . . . . . 88
4.8 Redukcja i ostateczna posta¢ transformacji . . . . . . . . . . . . . . . 92
4.9 Powi¡zanie zmiennych LKS z elementami orbity . . . . . . . . . . . . 93
4.10 Orbity szczególne w zmiennych LKS . . . . . . . . . . . . . . . . . . 96
4.11 Transformacja LKS z dowolnym wektorem de�niuj¡cym . . . . . . . . 99
4.12 Zastosowanie do zagadnienia Lidowa-Kozai . . . . . . . . . . . . . . . 99

Podsumowanie 106

A Algebra kwaternionów 108

B Wyprowadzenie równa« na pochodne funkcji Wignera 111

Bibliogra�a 113

3



Streszczenie

Zmienne Kustaanheimo-Stiefela(KS) stosowane s¡ w trójwymiarowym zagadnieniu
keplerowskim. Transformacja KS regularyzuje i linearyzuje to zagadnienie prze-
ksztaªcaj¡c je w czterowymiarowy oscylator harmoniczny. Celem tej pracy jest roz-
wini¦cie formalizmu transformacji KS oraz zastosowanie jej do zagadnie« zwi¡zanych
z dynamik¡ sztucznych satelitów Ziemi, stosuj¡c zarówno metody numeryczne jak i
analityczne.

Pierwszy rozdziaª pracy zawiera przedstawienie transformacji KS oraz jej dwu-
wymiarowego odpowiednika � transformacji Leviego-Civity � zarówno w uj¦ciu kla-
sycznym, jak i z wykorzystaniem formalizmu kanonicznego. Przy opisie wykorzy-
stany zostaª formalizm kwaternionowy, który jest wygodnym narz¦dziem do opisu
transformacji KS. Przedstawiona jest tak»e interpretacja geometryczna tej transfor-
macji oraz jej zwi¡zek z obrotami w trzech wymiarach. Sama transformacja zostaje
uogólniona przez wprowadzenie tak zwanego wektora de�niuj¡cego, który unieza-
le»nia opis od wyboru ukªadu wspóªrz¦dnych. Dzi¦ki tej swobodzie, odpowiedni
wybór wektora de�niuj¡cego mo»e pozwoli¢ na prostsze wyra»enie siª perturbuj¡-
cych ruch keplerowski, zwªaszcza gdy posiadaj¡ one pewn¡ o± symetrii. Jako przy-
kªad przedstawiono rozwi¡zanie równa« ruchu keplerowskiego w obracaj¡cym si¦
ukªadzie wspóªrz¦dnych i pokazano, »e odpowiedni wybór wektora de�niuj¡cego po-
zwala upro±ci¢ rozwi¡zanie i ograniczy¢ obrót w przestrzeni KS do dwóch stopni
swobody.

W drugim rozdziale przedstawione zostaªy siªy zaburzaj¡ce ruch sztucznego sa-
telity: geopotencjaª, oddziaªywanie grawitacyjne ciaª trzecich (na przykªad Sªo«ca
lub Ksi¦»yca) oraz ci±nienie promieniowania sªonecznego. Potencjaª tych zaburze«
zostaª wyra»ony jawnie w zmiennych KS. W przypadku geopotencjaªu, stosowane
zazwyczaj harmoniki sferyczne zast¡pione zostaªy w przestrzeni KS swoim cztero-
wymiarowym odpowiednikiem � funkcjami Wignera. Funkcje te najcz¦±ciej s¡ wyko-
rzystywane do opisu obrotu i mog¡ by¢ przedstawione jako funkcje k¡tów Eulera lub
kwaternionu opisuj¡cego dany obrót. Wykorzystuj¡c zwi¡zek transformacji KS z ob-
rotem, geopotencjaª zostaª wyra»ony poprzez funkcje Wignera, których argumentem
s¡ zmienne KS. Przedstawione zostaªy wªasno±ci tych funkcji oraz ich pochodne do-
wolnego rz¦du a tak»e wzory rekurencyjne pozwalaj¡ce w dogodny sposób wylicza¢
funkcje kolejnych rz¦dów.

Oddziaªywanie trzeciego ciaªa (grawitacyjne oraz wynikaj¡ce z ci±nienia pro-
mieniowania) do zastosowa« analitycznych zostaªo rozwini¦te w szereg wielomianów
Legendre'a, a nast¦pnie wyra»one przez funkcje Wignera zmiennych KS, otrzymuj¡c
posta¢ analogiczn¡ z geopotencjaªem. Jednak do zastosowa« numerycznych stoso-
wane jest proste podstawienie równa« transformacji KS do potencjaªu w zmiennych
kartezja«skich.

W trzecim rozdziale przedstawiono zastosowanie transformacji KS w oblicze-
niach numerycznych. W tym celu wykorzystano samodzielnie stworzony integrator
numeryczny wykorzystuj¡cy symplektyczn¡ metod¦ caªkowania Laskara-Robutela.
Opisana zostaªa zasada jego dziaªania oraz zbadany zostaª wpªyw mimo±rodu or-
bity na dokªadno±¢ oblicze«, a integrator zostaª u»yty do zbadania dªugookresowej
ewolucji orbit geosynchronicznych. Równolegle z równaniami ruchu caªkowane byªy
równania wariacyjne umo»liwiaj¡c zbadanie stabilno±ci orbit z u»yciem wska¹nika
MEGNO (pokrewnego z wykªadnikiem Lapunowa).
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Czwarty rozdziaª skupia si¦ na metodach analitycznych. Wprowadzony zostaje
nowy rodzaj zmiennych typu k¡t-dziaªanie: zmienne Lissajous-Kustaanheimo-Stiefela
(LKS). Zmienne te powstaj¡ przez poª¡czenie transformacji KS oraz dwóch trans-
formacji Lissajous. Ka»da z transformacji Lissajous obejmuje dwa z czterech stopni
swobody. Sam¡ transformacj¦ Lissajous uogólniono, umo»liwiaj¡c jej stosowanie w
rozszerzonej przestrzeni fazowej, co pozwala na bezproblemowe stosowanie caªego
formalizmu do zagadnie« z jawn¡ zale»no±ci¡ od czasu. Zaproponowane zmienne
LKS posiadaj¡ u»yteczn¡ wªa±ciwo±¢ � s¡ nieosobliwe dla orbit prostoliniowych.
Jako przykªad zastosowania transformacji LKS przeanalizowane zostaªo klasyczne
zagadnienie rezonansu Lidowa-Kozai. U»ycie tego zestawu zmiennych umo»liwiªo
ªatwiejsz¡ analiz¦ orbit o mimo±rodzie zbli»onym do jedno±ci oraz orbit prostolinio-
wych.
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Abstract

Kustaanheimo-Stiefel (KS) variables are used in three-dimensional Keplerian prob-
lem. They serve to regularize and linearize the problem, and to transform it into a
four-dimensional harmonic oscillator. The main goal of this thesis is to improve the
formalism of the KS transformation and to apply it in arti�cial satellite dynamics,
using both numerical and analytical treatment.

In the �rst chapter, the KS transformation and its two-dimensional equivalent,
the Levi-Civita transformation, are introduced using classical and canonical formula-
tions. The KS transformation is described in the convenient language of quaternions.
Connection between the KS transformation and rotation in three dimensions is also
shown. The KS variables are generalized by introduction of the so called de�ning
vector, which allows to formulate the transformation without specifying the reference
frame, and creates a family of KS transforms. A proper choice of the de�ning vector
can simplify perturbing potentials, especially if given problem contains a symmetry
axis and the de�ning vector is parallel to this axis. As an example, the unperturbed
Keplerian problem is solved in a rotating reference frame. If the de�ning vector has
the same direction as the rotation axis, the rotation in KS space can be restricted
to two degrees of freedom only.

In the second chapter, the main perturbing forces in the satellite problem are
described using the KS variables. They are: the geopotential, a third body grav-
itational force and the Solar radiation pressure. The geopotential is traditionally
expressed by spherical harmonics. In the KS space, the harmonics are replaced by
their four dimensional equivalent, Wigner D functions. The Wigner functions are
commonly used to describe rotation of spherical harmonics and can be expressed
by the Euler angles or the quaternions of rotation. The connection between the
KS variables and rotation is used to express the geopotential in terms of the KS
variables by means of the Wigner functions. Some properties of these functions,
their derivatives with respect to the KS variables, and recurrence formulas are also
described.

Third body perturbations (both gravitational and the radiation pressure) can be
expanded into Taylor series using the Legendre polynomials. Then, the Legendre
functions can be replaced by spherical harmonics and later by the Wigner functions
of KS variables. In e�ect, the geopotential and the third body perturbations can be
derived with a similar formulation. However, for numerical applications the third
body potential can also by handled by a simple substitution of the KS variables into
the Cartesian variables.

The third chapter is focused on the numerical application of the KS transfor-
mation. A numerical integrator, using the Laskar-Robutel symplectic method and
the KS variables, has been designed and programmed. The in�uence of high eccen-
tricity on the integration precision has been investigated, and the software has been
applied to study geosynchronous orbits. The variational equations have been inte-
grated alongside with the equations of motion to provide the stability maps using
the MEGNO indicator (related to the Lyapunov exponent).

The fourth chapter is focused on analytical methods. A new set of the action-
angle variables for regularized Keplerian problem is introduced, named the Lissajous-
Kustaanheimo-Stiefel variables (LKS). They are created by combining the Lissajous
transformation of a two-dimensional harmonic oscillator with the KS transformation.
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Two Lissajous transforms are constructed � one for each pair of degrees of freedom
in the four degrees of freedom KS space. An extension of the Lissajous transform is
proposed to allow the use this formalism in explicitly time-dependent problems. The
new set of variables is nonsingular for radial orbits and can be e�ectively applied
to high eccentricity orbits. As an example, the classical Lidov-Kozai resonance is
described in terms of the LKS variables.
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Wst¦p

Wzgl¦dne zagadnienie dwóch ciaª (nazywane te» dalej zagadnieniem keplerowskim)
opisuje ruch jednego punktu materialnego wokóª drugiego, znajduj¡cego si¦ w ±rodku
ukªadu wspóªrz¦dnych, pod wpªywem siªy wzajemnej grawitacji. W zagadnieniu
tym wyst¦puje osobliwo±¢: gdy punkt materialny zbli»a si¦ do ±rodka ukªadu wspóª-
rz¦dnych, wtedy odlegªo±¢ mi¦dzy punktami d¡»y do zera, a warto±¢ siªy grawitacji
d¡»y do niesko«czono±ci. Z tego powodu z analizy trzeba wyª¡czy¢ trajektorie które
maj¡ swój pocz¡tek w ±rodku ukªadu wspóªrz¦dnych, a na trajektoriach, które przez
niego przechodz¡ w sko«czonym czasie, pr¦dko±¢ osi¡ga niesko«czon¡ warto±¢. We-
dªug Cordaniego [13] przez regularyzacj¦, w ogólnym tego sªowa znaczeniu, nale»y
rozumie¢ dodanie do przestrzeni fazowej tych brakuj¡cych trajektorii. W przypadku
zagadnienia wzgl¦dnego dwóch ciaª tak¡ regularyzacj¡ jest transformacja Sundmana,
która polega na zast¡pieniu �zycznego czasu now¡ zmienn¡, na przykªad anomali¡
mimo±rodow¡. Umo»liwia ona sparametryzowanie dowolnych trajektorii, w tym
równie» tych przechodz¡cych przez pocz¡tek ukªadu wspóªrz¦dnych. Oczywi±cie,
osobliwo±¢ nie jest jedynie matematyczna, ale odpowiada ona �zycznemu zderzeniu
si¦ obu ciaª. O ile wi¦c trajektorie kolizyjne nie s¡ na ogóª interesuj¡ce, to regula-
ryzacja usprawnia analiz¦ orbit w otoczeniu tych trajektorii, a wi¦c orbit o du»ych
mimo±rodach (rozumianych jako mimo±rody orbit eliptycznych zbli»one do warto±ci
1 � orbity paraboliczne i hiperboliczne nie s¡ brane w pod uwag¦ w tej pracy).

Cordani wymienia trzy sposoby regularyzacji: metod¦ Mosera, Souriau oraz
Kustaanheimo-Stiefela (KS) i ta ostatnia jest tematem tej rozprawy. Nowszym
podej±ciem do regularyzacji jest sformuªowanie DROMO [38]. Podej±cie to posiada
pewn¡ wad¦: transformacja wykorzystuje wektor momentu p¦du. Wektor ten jest
wektorem zerowym dla orbit prostoliniowych, przez co caªa transformacja jest oso-
bliwa dla takich orbit nawet poza punktem kolizji, co jest sprzeczne z podstawowym
powodem stosowania regularyzacji. Mimo to, ma ona pewne praktyczne zastosowa-
nia [39] i mo»e by¢ u»yta na przykªad do planowania misji kosmicznych. Jest to
jednak regularyzacja w sensie sªabszym, czyli zniwelowanie wpªywu drugiego prawa
Keplera i zapewnienie jednostajnego ruchu po orbicie.

Transformacja KS zostaªa wynaleziona przez Paula Kustaanheimo [29] i rozpro-
pagowana przez Kustaanheimo i Stiefela [30], a rozwini¦ta przez Stiefela i Scheifele
[43]. Istotn¡ zalet¡ tej transformacji jest to, »e poza regularyzacj¡, dodatkowo li-
nearyzuje trójwymiarowe zagadnienie Keplerowskie przeksztaªcaj¡c je w czterowy-
miarowy oscylator harmoniczny. Transformacja KS wymaga wprowadzenia dodat-
kowego stopnia swobody, przez co nie jest ona wzajemnie jednoznaczna � jednemu
punktowi w przestrzeni kartezja«skiej odpowiada caªy zbiór punktów w przestrzeni
KS, zwany wªóknem. Zalet¡ transformacji KS jest mo»liwo±¢ u»ycia formalizmu
kanonicznego.

Celem tej pracy jest rozwini¦cie formalizmu transformacji KS w kontek±cie za-
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stosowania do badania dynamiki sztucznych satelitów, a nast¦pnie zastosowanie go
zarówno w obliczeniach numerycznych jak i analitycznych. Transformacja KS mo»e
by¢ zastosowana do zagadnie« zwi¡zanych z dynamik¡ sztucznego satelity, przede
wszystkim dla satelitów o du»ym mimo±rodzie. Dla obiektów na orbitach geocen-
trycznych istnieje �zyczne ograniczenie maksymalnego mimo±rodu jaki mog¡ osi¡-
gn¡¢, a gdy jest ono przekroczone satelita wchodzi w g¦ste partie atmosfery albo do-
chodzi do kolizji z powierzchni¡ Ziemi. Satelity na niskich orbitach musz¡ wi¦c mie¢
orbity prawie koªowe, dlatego stosowanie dla nich regularyzacji nie ma wi¦kszego
sensu. W przypadku wysokich orbit mimo±ród mo»e by¢ wi¦kszy i regularyzacja
powinna usprawni¢ obliczenia. Dla wysokich orbit opór atmosfery jest pomijalny,
co umo»liwia stosowanie formalizmu kanonicznego i wykorzystanie jego zalet.

Analiz¦ transformacji KS warto zacz¡¢ od zbadania jej szczególnych geometrycz-
nych wªasno±ci. Ju» od czasów Stiefela i Scheifele znane jest powi¡zanie zmiennych
KS z kwaternionami. Algebra kwaternionów okazaªa si¦ by¢ wygodnym narz¦dziem,
dzi¦ki któremu mo»na w prostszy i bardziej czytelny sposób wyprowadzi¢ i pokaza¢
wªasno±ci transformacji KS, co jest gªównym celem rozdziaªu pierwszego. Wªasno±ci
te mog¡ by¢ pó¹niej wykorzystane do sformuªowania w zmiennych KS zagadnienia
ruchu sztucznego satelity pod wpªywem okre±lonych siª perturbuj¡cych.

Wyra»enie w sposób praktyczny potencjaªu zaburzaj¡cego oraz jego pochodnych
przez te zmienne jest wi¦c gªównym celem rozdziaªu drugiego niniejszej rozprawy.
Gªówne siªy zaburzaj¡ce ruch sztucznego satelity to siªa pochodz¡ca od geopoten-
cjaªu oraz oddziaªywanie Sªo«ca i Ksi¦»yca (lunisolarne). Najprostsze podej±cie do
wyliczania potencjaªu i jego pochodnych polega na prostym podstawieniu równa«
transformacji do wyra»enia potencjaªu przez zmienne kartezja«skie, a w przypadku
pochodnych � na wykorzystaniu macierzy Jacobiego. Znalezienie sposobu na wy-
ra»enie potencjaªu i jego pochodnych wprost poprzez zmienne KS, bez potrzeby
przechodzenia przez wspóªrz¦dne, mo»e by¢ jednak wydajniejsz¡ metod¡. Dlatego
w drugim rozdziale wyprowadzone zostan¡ praktyczne wzory na wyra»enie poten-
cjaªu zaburzaj¡cego przez zmienne KS (dla geopotencjaªu i zaburze« lunisolarnych)
oraz jego pochodnych dowolnego rz¦du w postaci wygodnej do zastosowania w ob-
liczeniach numerycznych albo dalszego przeksztaªcenia w podej±ciu analitycznym.

Maj¡c odpowiednio sformuªowane zagadnienie, mo»na przej±¢ do wªa±ciwych ob-
licze«. W tym celu wykorzystano integrator symplektyczny wykorzystuj¡cy trans-
formacj¦ KS i zastosowano go do caªkowania orbit sztucznych satelitów, co poka-
zane jest w rozdziale trzecim. Metody symplektyczne s¡ stabilne na dªugim odcinku
czasu i zachowuj¡ funkcj¦ Hamiltona, to znaczy podczas caªkowania bª¡d w funkcji
Hamiltona nie posiada trendu wiekowego (poza bª¦dem zaokr¡glenia). Umo»liwia
to badanie dªugookresowej dynamiki satelitów. Metody symplektyczne wymagaj¡
jednak staªego kroku caªkowania, co sprawia »e stosowanie ich do orbit o du»ym
mimo±rodzie jest niewydajne. Zastosowanie regularyzacji pozwala obej±¢ t¦ nie-
dogodno±¢, zast¦puj¡c staªy krok czasu staªym krokiem nowej zmiennej niezale»nej.
Dzi¦ki temu mo»liwe jest zastosowanie integratora symplektycznego do badania dªu-
gookresowych zmian mimo±rodu dla wysokich orbit.

Rozdziaª czwarty skupia si¦ na podej±ciu analitycznym, a jego gªównym celem
jest wprowadzenie nowych zmiennych typu k¡t-dziaªanie. Rozwa»ania analityczne z
u»yciem formalizmu transformacji KS byªy ju» proponowane przez Stiefela i Sche-
ifele [43], ale uzmiennili oni amplitudy oscylatora, co nie byªo zbyt wygodne, ani nie
uwzgl¦dniaªo degeneracji ukªadu. Pó¹niejsze podej±cia (np. Zhao [49]) byªy lepsze,
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ale proponowane zmienne byªy osobliwe dla orbit prostoliniowych, a ich stosowa-
nie stawaªo si¦ kªopotliwe gdy perturbacje zale»¡ jawnie od czasu. Dlatego te» w
czwartym rozdziale zostaªy zaproponowane nowe zmienne typu k¡t-dziaªanie, oparte
na transformacji Lissajous i zmiennych KS, które s¡ nieosobliwe dla orbit prostoli-
niowych, a caªe przeksztaªcenie jest w peªni kanoniczne i mo»e by¢ stosowane dla
perturbacji jawnie zale»nych od czasu.

10



Rozdziaª 1

Zmienne KS

1.1 Ruch keplerowski

Ruch punktu materialnego o masie m wokóª punktu o masie m0 pod wpªywem siªy
wzajemnej grawitacji jest opisany przy pomocy kartezja«skiego wektora poªo»enia
x = (x1, x2, x3)T , przez równania

ẍ +
µ

r3
x = 0, (1.1)

gdzie µ = k2(m + m0) to parametr grawitacyjny równy iloczynowi kwadratu staªej
Gaussa k i sumy mas obu ciaª, a r = ||x||. To samo równanie (1.1) opisuje tak»e
ruch masy m wokóª barycentrum ukªadu; wtedy jednak parametr grawitacyjny jest
zde�niowany jako µ = k2m3

0(m+m0)−2. Zagadnienie dwóch ciaª mo»e zosta¢ tak»e
opisane za pomoc¡ kanonicznych równa« Hamiltona. Maj¡ one posta¢

ẋi =
∂H
∂Xi

, Ẋi = −∂H
∂xi

, (i = 1..3), (1.2)

gdzie X to wektor p¦dów kanonicznie sprz¦»onych z x, a

H =
X ·X

2
− µ

r
, (1.3)

to funkcja Hamiltona. W postaci jawnej równania (1.2) przyjmuj¡ posta¢

ẋi = Xi, Ẋi = − µ
r3
xi, (i = 1, 2, 3). (1.4)

Powy»sze równania ruchu s¡ silnie nieliniowe oraz posiadaj¡ osobliwo±¢ dla r = 0,
a wi¦c w ±rodku ukªadu wspóªrz¦dnych. Odpowiada ona kolizji obu ciaª zarówno w
przypadku wzgl¦dnym jak i barycentrycznym.

1.2 Przeksztaªcenie Sundmana

Aby wyeliminowa¢ osobliwo±¢ kolizyjn¡, zagadnienie dwóch ciaª mo»na zregularyzo-
wa¢. Regularyzacja odbywa si¦ poprzez wprowadzenie nowej zmiennej niezale»nej,
czasu Sundmana τ � �kcyjnego czasu zde�niowanego poprzez zale»no±¢

dτ

dt
=
β

r
, (1.5)
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gdzie β jest dowoln¡ staª¡. Przeksztaªcenie to zostaªo zaproponowane przez Sund-
mana [44], który jednak u»ywaª bezwymiarowego β = 1. Lepszym wyborem jest
parametr, który ma wymiar dªugo±ci, dzi¦ki czemu nowa zmienna τ ma wymiar
czasu. Mo»na te» przyj¡¢ β = na, gdzie n to ruch ±redni, za± a to póªo± wielka
orbity eliptycznej, które powi¡zane s¡ ze sob¡ trzecim prawem Keplera µ = n2a3;
wtedy nowa zmienna jest równa anomalii mimo±rodowej E w ruchu keplerowskim,
zde�niowanej równaniem ró»niczkowym

dE

dt
=
na

r
. (1.6)

Oznaczaj¡c przez ′ pochodn¡ wzgl¦dem τ , pochodne wzgl¦dem czasu dowolnej
funkcji f mo»na wyrazi¢ jako

ḟ =
β

r
f ′, (1.7)

f̈ =
β2

r2
f ′′ − β2

r3
r′f ′. (1.8)

Równanie (1.1) po zamianie zmiennej niezale»nej i pomno»eniu przez r3 zostaje
przeksztaªcone w

β2rx′′ − β2r′x′ + µx = 0. (1.9)

Dzi¦ki regularyzacji nowe równanie nie jest osobliwe dla r = 0. Osobliwo±¢ ta
ma jednak charakter �zyczny (zderzenie obu mas), wi¦c nie znika bez ±ladu: czas
rzeczywisty t w momencie zderzenia ma pochodn¡ t′ = 0, a równanie de�niuj¡ce
czas Sundmana (1.5) jest w tym punkcie osobliwe.

Równanie (1.9) mo»na rozwi¡za¢ wykorzystuj¡c caªki pierwsze zagadnienia dwóch
ciaª � caªk¦ Laplace'a

µe =
(
ẋ · ẋ− µ

r

)
x− (x · ẋ)ẋ =

(
x′ · x′β

2

r2
− µ

r

)
x− β2

r2
(x · x′)x′, (1.10)

oraz caªk¦ energii

h =
ẋ · ẋ

2
− µ

r
=

x′ · x′β2

2r2
− µ

r
. (1.11)

Z (1.10) wynika, »e

β2r′x′ = −µre− µx +
x′ · x′β2

r
x, (1.12)

co po wstawieniu do (1.9) daje

β2rx′′ + µre− (
x′ · x′β2

2r
− µ)2x = 0. (1.13)

Wykorzystuj¡c (1.11) otrzymujemy

x′′ =
2hx

β2
− µe

β2
. (1.14)

Jest to liniowe równanie oscylatora harmonicznego z cz¦sto±ci¡

ω =

√
−2h

β2
, (1.15)
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i staªym wymuszeniem −µe
β2 .

Charakter ruchu zale»y od warto±ci h. Gdy h < 0, wtedy ω jest liczb¡ rzeczywist¡
i rozwi¡zanie ma posta¢

x(τ) = (x(τ0) + ae) cosω(τ − τ0) +
x′(τ0)

ω
sinω(τ − τ0)− ae, (1.16)

gdzie a to póªo± wielka orbity, która wynosi a = − µ
2h
. Dla h > 0, cz¦sto±¢ ω jest

liczb¡ urojon¡, wi¦c funkcje trygonometryczne s¡ zast¡pione hiperbolicznymi

x(τ) = (x(τ0)− ae) coshω(τ − τ0) +
x′(τ0)

ω
sinhω(τ − τ0) + ae, (1.17)

gdzie a = µ
2h

oznacza póªo± rzeczywist¡ hiperboli. W skrajnym przypadku, gdy
h = ω = 0, rozwi¡zaniem jest parabola

x(τ) = − µe

2β2
(τ − τ0)2 + x′(τ0)(τ − τ0) + x(τ0). (1.18)

Transformacja Sundmana regularyzuje zagadnienie dwóch ciaª, a z wykorzysta-
niu caªek ruchu mo»liwa jest linearyzacja i sprowadzenie do postaci oscylatora har-
monicznego ze staªym przesuni¦ciem zale»nym od wektora Laplace'a.

1.3 Kanoniczne przeksztaªcenie Sundmana

Zmiana zmiennej niezale»nej jest tak»e mo»liwa w przypadku równa« kanonicznych.
Niech H(x,X, t) b¦dzie dowoln¡ funkcj¡ Hamiltona, a x i X b¦d¡ odpowiednio
wektorami poªo»e« i kanonicznie sprz¦»onych p¦dów. Transformacja Sundmana wy-
maga rozszerzenia przestrzeni fazowej poprzez wprowadzenie nowego hamiltonianu
M(x,X, v∗, V ∗) z now¡ par¡ zmiennych: poªo»enia v∗ i p¦du V ∗, którego warto±¢
jest taka, »e

M = H(x,X, v∗) + V ∗ = 0. (1.19)

Nowa zmienna v∗ zast¦puje w hamiltonianie �zyczny czas t, gdy»

v̇∗ =
∂M
∂V ∗

= 1, (1.20)

a wi¦c v∗ = t+ ∆, gdzie ∆ = const. Nast¦pnie wprowadzamy nowy hamiltonian

K =
dt

dτ
(H + V ∗) = 0. (1.21)

Nawias Poissona dowolnej funkcji f(x,X, v∗) z tym hamiltonianem wynosi

{f,K} =
dt

dτ
{f,H + V ∗} =

dt

dτ

df

dt
= f ′, (1.22)

a zatem nawias Poissona dowolnej funkcji z hamiltonianem K jest pochodn¡ tej
funkcji wzgl¦dem czasu Sundmana τ . Nale»y pami¦ta¢, »e powy»sza równo±¢ jest
prawdziwa tylko gdy H+V ∗ = 0. W szczególno±ci, dla dowolnego poªo»enia xi oraz
p¦du Xi

x′i =
∂K
∂Xi

, X ′i = −∂K
∂xi

(1.23)
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oraz

(v∗)′ =
∂K
∂V ∗

=
dt

dτ
, (V ∗)′ = − ∂K

∂v∗
. (1.24)

Je±li zastosujemy t¦ transformacj¦ do zagadnienia dwóch ciaª z hamiltonianem
(1.3), to

K =
X ·X

2β
r +

V ∗

β
r − µ

β
. (1.25)

Skªadnik −µ
β
jest staªy i nie wpªywa na równania ruchu, ale nie powinien on by¢

pomijany, gdy» bez niego nie byªby speªniony warunek K = 0. Równania ruchu
(1.23) maj¡ posta¢

x′ =
Xr

β
, X′ = − x

rβ

(
X ·X

2
+ V ∗

)
. (1.26)

Równanie dla p¦dów mo»na upro±ci¢ do postaci

X′ = − x

r2

(
K +

µ

β

)
= − x

r2

µ

β
. (1.27)

Otrzymane równania nie s¡ liniowe, a równanie dla p¦dów nadal posiada osobliwo±¢
dla r = 0. Je±li z równa« kanonicznych (1.26) wyprowadzimy równanie drugiego
rz¦du

x′′ =
1

β
(X′r + r′X) =

1

β

(
r′X− x

r

µ

β

)
, (1.28)

to podstawiaj¡c X = ẋ = β
r
x′ otrzymamy zregularyzowane równanie (1.9), które

mo»na zlinearyzowa¢ wykorzystuj¡c caªki pierwsze, tak jak pokazano wcze±niej. Je-
±li jednak chcemy pozosta¢ przy równaniach kanonicznych pierwszego rz¦du, to do
linearyzacji i regularyzacji zagadnienia konieczna jest dodatkowa transformacja po-
ªo»e« i p¦dów.

1.4 Transformacja LC

Ruch w zagadnieniu keplerowskim odbywa si¦ po krzywej pªaskiej lub wzdªu» pro-
stej, a wi¦c mo»e by¢ opisany jako ruch w dwuwymiarowej przestrzeni kon�gura-
cyjnej z wektorem poªo»enia x = (x1, x2)T . Levi-Civita zaproponowaª linearyzacj¦
dwuwymiarowego zagadnienia dwóch ciaª [33] poprzez transformacj¦ przy u»yciu
zmiennych zespolonych x = x1 + ix2, oraz v = v1 + iv2, dan¡ równaniem

αx = v2, (1.29)

co jest równoznaczne z przeksztaªceniem zmiennych rzeczywistych

αx1 = v2
1 − v2

2, (1.30)

αx2 = 2v1v2, (1.31)

gdzie α jest dowolnym staªym parametrem wi¦kszym od zera. Podobnie jak w przy-
padku przeksztaªcenia Sundmana, zazwyczaj przyjmuje si¦ bezwymiarowe α = 1,
ale lepiej jest, tak jak Deprit i Williams [16], wprowadzi¢ dowolne α i gdy parametr
ma wymiar dªugo±ci, wtedy v tak»e ma wymiar dªugo±ci. Przeksztaªcenie to nosi
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nazw¦ przeksztaªcenia Leviego-Civity (LC) i jest ono przeksztaªceniem konforem-
nym przestrzeni zespolonej, które nie jest jednoznaczne, to znaczy prawie ka»demu
punktowi x (poza x = 0) przyporz¡dkowane s¡ dwa punkty: v i −v.

Liczby zespolone mo»na przedstawi¢ jako macierze

a+ ib =

(
a −b
b a

)
, (1.32)

przy czym dodawanie i mno»enie zespolone zostaje zast¡pione dodawaniem i mno-
»eniem macierzy. Zapisuj¡c w ten sposób przeksztaªcenie LC

α

(
x1 −x2

x2 x1

)
=

(
v1 −v2

v2 v1

)(
v1 −v2

v2 v1

)
, (1.33)

a nast¦pnie bior¡c pod uwag¦ tylko pierwsze kolumny macierzy

α

(
x1

x2

)
=

(
v1 −v2

v2 v1

)(
v1

v2

)
, (1.34)

otrzymujemy transformacj¦ w postaci wektorowej, zaproponowanej przez Stiefela i
Scheifele [43], z macierz¡ przeksztaªcenia

L(v) =

(
v1 −v2

v2 v1

)
, (1.35)

która jest macierzowym zapisem liczb zespolonej v.
Geometryczne znaczenie tego przeksztaªcenia mo»na pozna¢ wykorzystuj¡c po-

sta¢ wykªadnicz¡ liczby zespolonej

x = r exp iφ, v = ±
√
rα exp i

φ

2
. (1.36)

Argument liczby zespolonej zmniejszyª si¦ o poªow¦, a moduª |v| jest pierwiastkiem
moduªu |αx|, co oznacza »e odlegªo±¢

r = |x| = |v|
2

α
. (1.37)

Mo»na to zobrazowa¢ obserwuj¡c jak transformuje si¦ elipsa keplerowska. W zmien-
nych kartezja«skich, eliptyczny ruch keplerowski wyra»a si¦ za pomoc¡ anomalii
mimo±rodowej wzorami

x1 = a(cosE − e), x2 = a
√

1− e2 sinE. (1.38)

Powy»sze równania s¡ parametrycznymi równaniami opisuj¡cymi elips¦ o póªosi
wielkiej a, mimo±rodzie e i póªosi maªej a

√
1− e2 ze ±rodkiem przesuni¦tym wzdªu»

osi x1 o odlegªo±¢ ogniskow¡ ae. Punkt najbli»szy ±rodkowi ukªadu wspóªrz¦dnych
(perycentrum orbity) ma E = 0, a najdalszy (apocentrum) E = π i znajduj¡ si¦
one na ko«cach obu póªosi wielkich. Gdy zastosujemy transformacj¦ LC do elipsy
(1.38) i przyjmiemy α = a, równania przyjmuj¡ posta¢

v1 = ±a
√

(1− e) cos
E

2
, v2 = ±a

√
(1 + e) sin

E

2
. (1.39)
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Rysunek 1.1: Poªowa elipsy keplerowskiej we wspóªrz¦dnych (x1, x2) przeksztaªca
si¦ w dwie ¢wiartki elipsy na pªaszczy¹nie (v1, v2)

K¡t E zostaª podzielony przez 2, co oznacza, »e poªowa elipsy na pªaszczy¹nie
(x1, x2) odpowiada dwóm przeciwlegªym ¢wiartkom elipsy na pªaszczy¹nie (v1, v2)
(rys. 1.1). �rodek elipsy na pªaszczy¹nie (v1, v2) jest przesuni¦ty do ±rodka ukªadu
wspóªrz¦dnych. Perycentrum zostaªo odwzorowane na dwa punkty znajduj¡ce si¦
na ko«cach obu póªosi maªych, a apocentrum na punkty na ko«cach pólosi wielkich
nowej elipsy. Odlegªo±¢ tych punktów od ±rodka ukªadu wspóªrz¦dnych jest ±redni¡
geometryczn¡ odpowiednio odlegªo±ci perycentrum lub apocentrum i póªosi wielkiej
a (w ogólno±ci parametru α).

Gdy zró»niczkujemy (1.38) wzgl¦dem czasu, otrzymamy pr¦dko±ci

ẋ1 = −a sinEĖ = − na sinE

1− e cosE
, (1.40)

ẋ2 = a
√

1− e2 cosEĖ =
na
√

1− e2 cosE

1− e cosE
. (1.41)

Równania te s¡ równaniami parametrycznymi opisuj¡cymi pewn¡ krzyw¡ zwan¡

hodografem i w tym przypadku opisuj¡ okr¡g o ±rodku w punkcie
(

0, nae√
1−e2

)
i

promieniu na√
1−e2 (rys. 1.2a). Je±li obliczymy pr¦dko±ci wzgl¦dem czasu Sundmana

(w tym przypadku anomalii mimo±rodowej), wtedy otrzymamy równania

x′1 = −a sinE, (1.42)

x′2 = a
√

1− e2 cosE, (1.43)

które opisuj¡ elips¦ o ±rodku w pocz¡tku ukªadu wspóªrz¦dnych, póªosi wielkiej a i
póªosi maªej b = a

√
1− e2 (rys. 1.2b). Zró»niczkowanie równa« w zmiennych LC

(1.39) daje równania

v′1 = ±− 1

2
a
√

(1− e) sin
E

2
, v′2 = ±1

2
a
√

(1 + e) cos
E

2
, (1.44)
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które opisuj¡ dwie poªowy elipsy o póªosiach 1
2
a
√

(1 + e) i 1
2
a
√

(1− e) (rys. 1.2b).
Póªosie te maj¡ dªugo±ci b¦d¡ce ±rednimi geometrycznymi póªosi wielkiej orbity
oraz odpowiednio odlegªo±ci apocentrum i perycentrum. Pr¦dko±ci liczone wzgl¦dem
czasu �zycznego wynosz¡

v̇1 = ±−
na
√

(1− e) sin E
2

2(1− e cosE)
, v̇2 = ±

na
√

(1 + e) cos E
2

2(1− e cosE)
(1.45)

i opisuj¡ nieco bardziej skomplikowan¡ krzyw¡ zamkni¦t¡ (rys. 1.2a).

(a) Hodograf dla pr¦dko±ci ẋ i v̇ (b) Hodograf dla pr¦dko±ci x′ i v′

Rysunek 1.2: Hodografy dla e = 0.5 i n = 1, a = 1 dla ró»nych pr¦dko±ci kartezja«-
skich (pomara«czowe) i LC (niebieskie) liczonych jako pochodne wzgl¦dem czasu
�zycznego (lewy wykres) lub anomalii mimo±rodowej (prawy wykres)

1.5 Rozszerzenie kanoniczne transformacji LC

Transformacja (1.34) jest transformacj¡ punktow¡, a wi¦c nowy wektor p¦dów V
sprz¦»onych z v mo»na otrzyma¢ stosuj¡c rozszerzenie kanoniczne. Mo»na tu zasto-
sowa¢ transformacj¦ Mathieu, w której zachowana jest forma ró»niczkowa

X · dx = V · dv. (1.46)

Wprowadzaj¡c wielko±ci zespolone X = X1 + iX2, V = V1 + iV2, x = x1 + ix2,
v = v1 + iv2 i oznaczaj¡c sprz¦»enie zespolone dowolnej liczy a jako ā, mo»emy
zapisa¢ (1.46) w postaci

1

2

(
Xdx̄+ X̄dx

)
=

1

2

(
V dv̄ + V̄ dv

)
. (1.47)

Ró»niczkuj¡c (1.29) otrzymujemy

dx =
2v

α
dv, (1.48)
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co po wstawieniu do (1.47) daje

1

α

(
Xv̄dv̄ + X̄vdv

)
=

1

2

(
V dv̄ + V̄ dv

)
. (1.49)

Porównuj¡c wspóªczynniki przy dv̄ lub dv otrzymujemy transformacj¦ p¦dów

V =
2

α
v̄X, X =

1

2r
vV, (1.50)

która w zapisie rzeczywistym ma posta¢

V1 =
2

α
(v1X1 + v2X2) , (1.51)

V2 =
2

α
(−v2X1 + v1X2) ,

oraz

X1 =
1

2r
(v1V1 − v2V2) , (1.52)

X2 =
1

2r
(v2V1 + v1V2) . (1.53)

W przeciwie«stwie do przeksztaªcenia poªo»e«, transformacja ta dla wybranej war-
to±ci v jest wzajemnie jednoznaczna.

Funkcja Hamiltona w nowych zmiennych ma posta¢

H =
α

8r
|V |2 − µ

r
=

α

8|v|2
|V 2| − αµ

|v|2
. (1.54)

Hamiltonian ten posiada osobliwo±¢ dla r = 0, ale mo»na go zapisa¢ jako H =
α
4r

(
|V |2

2
− 4µ

α

)
i w tej postaci czynnik w nawiasie nie posiada osobliwo±ci.

Kolejnym krokiem na drodze do linearyzacji zagadnienia jest zastosowanie ka-
nonicznego przeksztaªcenia Sundmana dla czasu. Wprowadzamy rozszerzon¡ prze-
strze« fazow¡ oraz czas Sundmana zde�niowany równaniem (1.5). Wybieraj¡c

β =
α

4
, (1.55)

oraz korzystaj¡c z (1.21) otrzymujemy nowy hamiltonian

K =
1

2
||V||2 +

4

α2
V ∗||v||2 − µ

4α
= 0, (1.56)

z równaniami ruchu

v′1 =
∂K
∂V1

= V1, V ′1 = −∂K
∂v1

= −8V ∗

α2
v1 (1.57)

v′2 =
∂K
∂V2

= V2, V ′2 = −∂K
∂v2

= −8V ∗

α2
v2, (1.58)

(v∗)′ =
∂K
∂V ∗

=
4r

α
, (V ∗)′ = − ∂K

∂v∗
= 0. (1.59)

Równania (1.57) i (1.58) s¡ liniowe i s¡ równaniami dwuwymiarowego izotropowego
oscylatora harmonicznego ze staª¡ cz¦sto±ci¡

ω =

√
8V ∗

α2
. (1.60)
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Wyraz staªy − µ
4α

w funkcji Hamiltona K nie ma wpªywu na równania ruchu, ale
jego obecno±¢ ma znaczenie dla warto±ci V ∗ wynikaj¡cej z konieczno±ci przyj¦cia
V ∗ +H = 0. Od warto±ci V ∗ zale»y charakter ruchu. Gdy V ∗ > 0, wtedy cz¦sto±¢
ω jest liczb¡ rzeczywist¡ i ruch w zmiennych v odbywa si¦ po krzywej zamkni¦tej �
elipsie. Gdy V ∗ < 0, cz¦sto±¢ jest liczb¡ urojon¡ i ruch odbywa si¦ po hiperboli, a
w szczególnym przypadku gdy V ∗ = 0 torem ruchu jest linia prosta. Po przej±ciu
do zmiennych kartezja«skich tor eliptyczny w zmiennych v nadal ma ksztaªt elipsy,
a hiperboliczny nadal ma ksztaªt hiperboli (cho¢ ich ksztaªt si¦ zmienia i nale»y
pami¦ta¢ »e jednemu punktowi x odpowiadaj¡ dwa punkty v1 i v2, patrz rysunek
(1.1)), ale prosta na pªaszczy¹nie v staje si¦ parabol¡ na pªaszczy¹nie kartezja«skiej
(x1, x2).

1.6 Transformacja KS

Odpowiednikiem transformacji LC dla trójwymiarowego zagadnienia dwóch ciaª jest
transformacja Kustaanheimo-Stiefela (KS), zaproponowana przez Paula Kustaan-
heimo [29] i rozwini¦ta przez Kustaanheimo i Stiefela [30]. Pierwszym podej±ciem
do regularyzacji trójwymiarowego zagadnienia Keplerowskiego byªo wykorzystanie
spinorów, zaproponowane przez Kustaanheimo [29]. Oznaczmy przez σi macierze
spinowe Pauliego

σ1 =

(
1 0
0 −1

)
, σ2 =

(
0 1
1 0

)
, σ3 =

(
0 i
−i 0

)
. (1.61)

Powy»sza de�nicja przyj¦ta przez Kustaanheimo [29] ró»ni si¦ kolejno±ci¡ oznacze«
σ1, σ2, σ3 od zwyczajowo przyjmowanej (zazwyczaj σx = σ3, σy = σ1, σz = σ2).
Niech s = (S1, S2) b¦dzie dwuwymiarowym wektorem zespolonym, a x = (x1, x2, x3).
Zde�niujmy macierz

S = 2

(
S1S̄1 S1S̄2

S̄1S2 S2S̄2

)
, (1.62)

a wektorowi x przypiszmy macierz

X = r

(
1 0
0 1

)
+ x1σ1 + x2σ2 + x3σ3 =

(
r + x1 x2 + ix3

x2 − ix3 r − x1

)
. (1.63)

Transformacja Kustaanheimo jest zde�niowana poprzez przyrównanie tych macierzy

X = S. (1.64)

Z przeksztaªcenia macierzowego mo»na ªatwo wyprowadzi¢ przeksztaªcenie dla po-
szczególnych zmiennych

x1 = S1S̄1 − S2S̄2,

x2 = S1S̄2 + S̄1S2, (1.65)

x3 = i(S1S̄2 − S̄1S2),

a tak»e
r = S1S̄1 + S2S̄2 = |s|2 (1.66)
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W ten sposób przeksztaªcamy trójwymiarowy wektor kartezja«ski x w dwie liczby
zespolone, co oznacza dodanie dodatkowego stopnia swobody. Podobnie jak w przy-
padku transformacji LC, drugim krokiem jest regularyzacja poprzez wprowadzenie
nowej zmiennej niezale»nej. Kustaanheimo u»yª uogólnionej transformacji Sund-
mana

dτ

dt
=
β

r
exp

(
−
∫
Kdt

)
, (1.67)

gdzie β to dowolna staªa a K to dowolna rzeczywista funkcja t,x i ẋ. Zazwyczaj
jednak przyjmuje si¦ K = 0 i wtedy otrzymujemy zwykª¡ transformacj¦ Sundmana
(1.5).

Dzi¦ki transformacji Kustaanheimo problem keplerowski zostaje przeksztaªcony
w zagadnienie oscylatora harmonicznego z równaniami ruchu

s′′ =
h

2
s, (1.68)

gdzie h jest staª¡ energii. Uzyskanie takiej postaci wymaga przyj¦cia dodatkowego
zaªo»enia

S̄1S
′
1 − S1S̄

′
1 + S̄2S

′
2 − S2S̄

′
2 = 0. (1.69)

Takie zaªo»enie jest mo»liwe, gdy» jak zauwa»yª Kustaanheimo, zde�niowana w
(1.69) forma dwuliniowa nie zmienia swojej warto±ci pod wpªywem perturbacji b¦-
d¡cych funkcjami poªo»e« i pr¦dko±ci kartezja«skich oraz czasu.

Transformacj¦ Kustaanheimo mo»na w prosty sposób zredukowa¢ do transfor-
macji Leviego-Civity, wystarczy na przykªad przyj¡¢, »e S1 i S2 s¡ liczbami rzeczy-
wistymi, wtedy

x1 = S2
1 − S2

2 ,

x2 = 2S1S2, (1.70)

x3 = 0.

Ruch zostaª ograniczony do pªaszczyzny x3 = 0 i otrzymali±my w ten sposób prze-
ksztaªcenie dwuwymiarowego wektora (x1, x2) w wektor (S1, S2), które jest równo-
znaczne z transformacj¡ LC (1.31). Alternatywnie mo»na te» przyj¡¢, »e S1 i S2 s¡
liczbami czysto urojonymi, co da nam podobny wynik, tylko w tym wypadku ruch
ograniczy si¦ do pªaszczyzny x2 = 0.

Przeksztaªcenie zaproponowane przez Kustaanheimo zostaªo pó¹niej rozwini¦te
przez Kustaanheimo i Stiefela [30] oraz Stiefela i Scheifele [43]. Porzucony zostaª
przez nich pomysª wykorzystania spinorów i liczb zespolonych, a zastosowany zo-
staª formalizm macierzowo-wektorowy i liczby rzeczywiste. Je±li do równa« (1.65)
wstawimy S1 = v1 + iv4 oraz S2 = v2 + iv3, to otrzymamy transformacj¦ w postaci
rzeczywistej, w formie przedstawionej przez Kustaanheimo i Stiefela [30]

x1 = v2
1 − v2

2 − v2
3 + v2

4,

x2 = 2(v1v2 + v3v4), (1.71)

x3 = 2(v1v3 − v2v4),

które zostaªo tak»e przedstawione przy pomocy macierzy

L(v) =


v1 −v2 −v3 v4

v2 v1 −v4 −v3

v3 v4 v1 v2

v4 −v3 v2 −v1

 , (1.72)
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w postaci wektorowo-macierzowej jako

x = L(v)v. (1.73)

W powy»szym równaniu czwarta skªadowa wektora x zawsze wynosi zero. Przy
takiej notacji niezmiennik (1.69) ma posta¢

v′1v
′
4 − v4v

′
1 + v2v

′
3 − v3v

′
2 = 0. (1.74)

Transformacja KS wyró»nia w pewien sposób pierwsz¡ o± ukªadu wspóªrz¦dnych.
Wspóªrz¦dna x1 wyra»a si¦ przez kombinacj¦ liniow¡ kwadratów zmiennych KS,
podczas gdy dwie pozostaªe wspóªrz¦dne maj¡ posta¢ sumy b¡d¹ ró»nicy iloczynów
dwóch ró»nych zmiennych.

Dzi¦ki pracom Kustaanheimo i Stiefela [30] oraz Stiefela i Scheifele [43] posta¢
macierzowa transformacji byªa powszechnie stosowana, w przeciwie«stwie do nieco
zapomnianego pierwotnego sformuªowania tego przeksztaªcenia przy pomocy liczb
zespolonych i spinorów. Oba te sposoby przedstawienia transformacji KS, zarówno
reprezentacja spinorowa jak i macierzowa, ukazuj¡ pewien zwi¡zek tej transformacji
z algebr¡ kwaternionów [8]. Macierz L wykazuje pewne podobie«stwo do reprezenta-
cji kwaternionu jako rzeczywistej macierzy o wymiarach 4×4, co zostaªo zauwa»one
przez Stiefela i Scheifele [43], ale uznane za maªo istotn¡ ciekawostk¦. Algebra spino-
rów w trzech wymiarach jest izomor�czna do algebry kwaternionów1. Ten zwi¡zek
z kwaternionami zostaª jednak wykorzystany dopiero przez Vivarelli [48], a pó¹niej
zostaª rozwini¦ty przez Deprit, Elipe i Ferrera [15].

1.7 Opis kwaternionowy transformacji KS

Aby opisa¢ przeksztaªcenie KS za pomoc¡ kwaternionów, zde�niujmy x = (x0,x) =
(x0, x1, x2, x3) oraz v = (v0,v) = (v0, v1, v2, v3), a tak»e przyjmijmy kwaterniony
jednostkowe

e0 =(1, 0, 0, 0),

e1 =(0, 1, 0, 0), (1.75)

e2 =(0, 0, 1, 0),

e3 =(0, 0, 0, 1).

Korzystaj¡c z tych oznacze«, transformacja KS w postaci kwaternionowej przedsta-
wionej przez Deprit, Elipe i Ferrera [15], mo»e zosta¢ opisana jako

x =
1

α
ve1v̄. (1.76)

Ta de�nicja ró»ni si¦ od poprzednich. Wprowadzony zostaª dodatkowo staªy czynnik
α, który ma wymiar dªugo±ci i peªni tak¡ sam¡ role jak w przypadku transformacji
Leviego-Civity, a wi¦c sprawia, »e v ma tak»e wymiar dªugo±ci. Dodatkowo, za-
miast v4 wyst¦puje tutaj v0 jako skalarna cz¦±¢ kwaternionu. Transformacja dla

1Podstawowe informacje o algebrze kwaternionów znajduj¡ si¦ w dodatku A.
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poszczególnych skªadowych ma posta¢

αx0 = 0,

αx1 = v2
0 + v2

1 − v2
2 − v2

3,

αx2 = 2(v1v2 − v3v0), (1.77)

αx3 = 2(v1v3 + v2v0),

któr¡ da si¦ sprowadzi¢ do postaci (1.71) podstawiaj¡c α = 1 oraz v0 = −v4.
W praktyce kwaterniony cz¦sto wykorzystywane s¡ do opisu obrotu wektora w

trzech wymiarach. Kwaternion jednostkowy

q = (cos
θ

2
, n̂ sin

θ

2
), (1.78)

pozwala pisa¢ obrót dowolnego wektora y wokóª osi n̂ o k¡t θ, w rezultacie którego
otrzymujemy wektor z jako

(0, z) = q(0,y)q̄. (1.79)

Powy»sze równanie przypomina de�nicj¦ transformacji KS (1.76) � je±li zast¡pimy
kwaternion jednostkowy q kwaternionem zmiennych KS v, wektor z wektorem αx, a
wektor y zast¡pimy wersorem e1, to otrzymamy dokªadnie równanie transformacji
KS. Oznacza to »e znormalizowany kwaternion zmiennych KS v

|v| opisuje

obrót wektora e1 na kierunek wektora poªo»enia x. Oczywi±cie, ka»dy obrót
w trzech wymiarach mo»na opisa¢ przy pomocy macierzy obrotu. Tak¡ macierz R(q)
mo»na wyrazi¢ poprzez skªadowe kwaternionu q, nazywane parametrami Eulera-
Rodriguesa, jako

R(q) =
1

α

q2
0 + q2

1 − q2
2 − q2

3 2q1q2 − 2q0q3 2q1q3 + 2q0q2

2q1q2 + 2q3q0 q2
0 + q2

2 − q2
3 − q2

1 2q2q3 − 2q0q1

2q1q3 − 2q0q2 2q2q3 + 2q0q1 q2
0 + q2

3 − q2
1 − q2

2

 . (1.80)

Dzi¦ki powi¡zaniu zmiennych KS z obrotem, mo»emy zapisa¢ transformacj¦ KS przy
pomocy macierzy jako

αx = R(v)e1. (1.81)

Powi¡zanie transformacji KS z obrotem zostaªo zauwa»one przez Stiefela i Sche-
ifele [43], ale nie zbadali oni tego dokªadniej. Pó¹niej to powi¡zanie rozwa»aªa tak»e
Vivarelli [48], a nast¦pnie Saha [41].

Ju» od pierwszego sformuªowania transformacji przez Kustaanheimo, we wzo-
rach j¡ opisuj¡cych, wida¢, »e w pewien sposób wyró»niona jest pierwsza o± ukªadu
wspóªrz¦dnych. Jest to szczególnie widoczne w formalizmie kwaternionowym [15],
gdzie we wzorze opisuj¡cym transformacj¦ wyst¦puje kwaternion e1. Tymczasem w
wielu zagadnieniach tradycyjnie wyró»nion¡ osi¡ jest trzecia o± ukªadu wspóªrz¦d-
nych. Wybór pierwszej osi mo»e wynika¢ z faktu, »e Kustaanheimo, przed opubli-
kowaniem pracy po±wi¦conej regularyzacji zagadnienia keplerowskiego za pomoc¡
spinorów, u»ywaª formalizmu spinorowego w szczególnej teorii wzgl¦dno±ci, gdzie
tradycyjnie w przeksztaªceniu Lorentza pr¦dko±¢ skierowana jest wzdªu» pierwszej
osi. Inn¡ de�nicj¦ zastosowali Cordani [13] i Saha [41] wyró»niaj¡c trzeci¡ o± ukªadu,
ale ten fakt nie zostaª wykorzystany w »aden istotny sposób. Okazuje si¦ jednak, »e
jak poka»emy dalej, wybór odpowiedniej de�nicji transformacji KS mo»e prowadzi¢
do uproszczenia niektórych wyra»e« i w rezultacie uproszczenia oblicze«.
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1.8 Transformacja KS z dowolnym wektorem de�-

niuj¡cym

Do zde�niowania innych wariantów transformacji KS u»yjemy transformacji w po-
staci Deprit, Elipe i Ferrera, ale kwaternion e1 zast¡pimy dowolnym kwaternionem
jednostkowym c = (0, c), otrzymuj¡c

x =
1

α
vcv̄. (1.82)

Oczywi±cie mo»liwa jest jeszcze ogólniejsza de�nicja, w której c = (c0, c), ale dla
takiej transformacji dodatkowa skªadowa wektora kartezja«skiego nie wynosi zero i
ma warto±¢

x0 =
c0

α
(v2

0 + v2
1 + v2

2 + v2
3) = c0r. (1.83)

Z tego powodu przyjmujemy wi¦c c0 = 0. Transformacj¦ (1.82) mo»emy zapisa¢
przy pomocy macierzy R (1.80) jako

αx = R(v)c. (1.84)

Alternatywnie mo»na wykorzysta¢ zapis wektorowy

αx =
(
v2

0 − v · v
)
c + 2(c · v)v + 2v0v × c. (1.85)

Podobnie jak wcze±niej, transformacja KS mo»e by¢ interpretowana jako zªo»enie
obrotu wektora c na wektor x i jego skalowania. Obrót wektora w trzech wymiarach
opisywany jest przez kwaternion jednostkowy q = v

|v| , a czynnikiem skaluj¡cym jest

r = |x| = |v|2
α
.

�atwo zauwa»y¢, »e transformacja ma najprostsz¡ posta¢ w trzech przypadkach:
gdy c = (1, 0, 0) (klasyczna transformacja KS), c = (0, 1, 0) lub gdy c = (0, 0, 1)
(wariant transformacji stosowany np. przez Cordaniego [13]), a wi¦c gdy wektor c
jest skierowany wzdªu» jednej z osi przyj¦tego ukªadu wspóªrz¦dnych. Nazwijmy
te transformacje odpowiednio KS1, KS2 i KS3. W pozostaªych przypadkach prawe
strony równa« transformacji b¦d¡ kombinacjami liniowymi prawych stron równa«
dla tych trzech podstawowych wariantów transformacji KS.

1.9 Transformacja odwrotna

Istotn¡ cech¡ transformacji KS, znan¡ ju» od pierwszej publikacji Kustaanheimo,
jest to, »e nie jest ona wzajemnie jednoznaczna. Jeden kwaternion w przestrzeni KS
v odpowiada jednemu wektorowi w przestrzeni kartezja«skiej x, ale temu samemu
wektorowi x mo»na przypisa¢ ró»ne kwaterniony zmiennych KS. W przypadku trans-
formacji z wektorem de�niuj¡cym c, je±li v odpowiada wektorowi x, to dla dowolnego
k¡ta φ kwaternion

w = v(cosφ, c sinφ), (1.86)

b¦dzie generowaª ten sam wektor x. Udowodni¢ to mo»na wstawiaj¡c powy»sze do
de�nicji (1.82) i zauwa»aj¡c, »e

(cosφ, c sinφ)c(cosφ,−c sinφ) = c. (1.87)
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Zbiór wszystkich kwaternionów odpowiadaj¡cych danemu wektorowi kartezja«skiemu
nazywany jest wªóknem (ang. �ber, patrz [40]), albo wªóknem Hopfa (który jako
pierwszy, na dªugo przed prac¡ Kustaanheimo opisaª przeksztaªcenie trójwymiaro-
wej sfery na sfer¦ dwuwymiarow¡, ale bez powi¡zania tego z dynamik¡ [25]). Ze
wzgl¦du na t¦ niejednoznaczno±¢, transformacj¦ odwrotn¡ mo»na zde�niowa¢ na
wiele sposobów. Je±li we¹miemy pod uwag¦ interpretacj¦ transformacji KS jako ob-
rotu wektora de�niuj¡cego c na wektor x, to najbardziej oczywistym takim obrotem
jest obrót o k¡t θ mi¦dzy tymi wektorami wokóª osi prostopadªej do obydwu z nich
(czyli wokóª wektora n = c× x). Je±li we¹miemy

cos θ =
c · x
|c||x|

=
c · x
r
, n̂ sin θ =

c× x

|c||x|
=

c× x

r
,

to

cos
θ

2
=

√
r + c · x

2r
, n̂ sin

θ

2
=

c× x√
2r(r + c · x)

.

Nast¦pnie, korzystaj¡c z de�nicji kwaternionu q reprezentuj¡cego obrót (1.78) i z
faktu, »e v = |v|q =

√
αrq, otrzymujemy

v =

√
α

2

(
√
r + c · x, c× x√

(r + c · x)

)
. (1.88)

Ta transformacja mo»e by¢ stosowana jedynie gdy c · x̂ > −1. Gdy c · x̂ = −1,
powy»sze równanie posiada osobliwo±¢. Wynika to z faktu, »e wektory c i x s¡
wtedy antyrównolegªe i wektor n prostopadªy do nich nie mo»e by¢ wyznaczony za
pomoc¡ iloczynu wektorowego. W tej sytuacji musimy przyj¡¢ de�nicj¦

v =
√
αr (0, n̂) , (1.89)

gdzie n̂ to dowolny wektor prostopadªy do c i x, czyli taki, »e c · n = x · n = 0.
Kwaternion (0, n̂) odpowiada obrotowi o 180◦ wokóª n. Inny wariant transformacji
odwrotnej podaª Saha [41], przyjmuj¡c »e cz¦±¢ skalarna v wynosi zero. Mo»na to
uzyska¢ mno»¡c prawa stron¦ poprzedniej de�nicji (1.88) prawostronnie przez przez
(0, c), co na mocy (1.86) powoduje jedynie zmian¦ poªo»enia na wªóknie, a wi¦c takie
zmienne odpowiadaj¡ temu samemu wektorowi x. Tego typu zmienne nazwiemy
wektorem Sahy i b¦dziemy oznacza¢ jako vS. Otrzymany wynik ma prost¡ posta¢

vS = ±
√

α

2r (1 + c · x̂)
(0, x + rc) , dla c · x̂ > −1. (1.90)

Gdy c · x̂ = −1 stosujemy de�nicj¦ tak¡ sam¡ jak poprzednio (1.89). Je±li zinter-
pretujemy zmienne KS jako obrót, to kwaternion vS/|vS| odpowiada obrotowi wokóª
osi znajduj¡cej si¦ mi¦dzy wektorami c i x o k¡t 180◦. Mo»liwe jest tak»e przyj¦-
cie innych wariantów transformacji odwrotnej, dostaj¡c inne warto±ci v nale»¡ce do
tego samego wªókna odpowiadaj¡cego wektorowi x. Dla dowolnego kwaternion v z
v0 6= 0 mo»na wyliczy¢ vS na tym samym wªóknie korzystaj¡c z formuªy

vS = ±vqS, (1.91)
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Rysunek 1.3: Rzut wªókna na przestrze« trójwymiarow¡ [7].

gdzie

qS =
(v · c, v0c)√
v2

0 + (v · c)2
. (1.92)

Dzi¦ki takiej redukcji mo»liwe jest przedstawienie ewolucji zmiennych KS w trzech
wymiarach, jako wykres vs(t).

Na rysunku (1.3) przedstawiono geometryczn¡ interpretacj¦ wªókna. Naryso-
wane zostaªa cz¦±¢ wektorowa wszystkich kwaternionów nale»¡cych do jednego wªókna
odpowiadaj¡cego wektorowi poªo»enia x. Ko«ce wektorów tworz¡ elips¦ znajduj¡c¡
si¦ na pªaszczy¹nie zawieraj¡cej wektor ĉ + x̂ i prostopadªej do pªaszczyzny zawie-
raj¡cej wektory c i x. Póªo± wielka tej elipsy skierowana jest wzdªu» wektora Sahy,
a k¡t β opisuje pozycj¦ na tym wªóknie. Mimo±ród elipsy zale»y od k¡ta pomi¦dzy
wektorami c i x. Gdy s¡ one antyrównolegªe, elipsa staje si¦ okr¦giem, a gdy s¡
równolegªe elipsa degeneruje si¦ do postaci odcinka skierowanego wzdªu» wektora
c. Cz¦±¢ skalarna v0 ma tak¡ warto±¢, aby wªókno w przestrzeni czterowymiarowej
byªo okr¦giem, czyli tak¡, »e v2

0 + |v|2 = |vs|2. Oznacza to, »e cz¦±¢ skalarna jest
najwi¦ksza gdy k¡t β wynosi 90◦ lub 270◦, czyli gdy wektor v jest skierowany wzdªu»
póªosi maªej elipsy i jest prostopadªy do vs.

1.10 Rozszerzenie kanoniczne transformacji KS

Gdy chcemy korzysta¢ z formalizmu Hamiltona konieczne jest znalezienie p¦dów
V sprz¦»onych kanonicznie ze zmiennymi v. Transformacja KS (1.82) jest trans-
formacj¡ punktow¡, wi¦c jej rozszerzenie kanoniczne mo»emy znale¹¢ przy pomocy
trasformacji Mathieu, badaj¡c zachowanie formy ró»niczkowej

X · dx = V · dv, (1.93)

gdzie X to p¦dy kanonicznie sprz¦»one z x. Przyjmujemy przy tym »e X0 = 0.
Procedura znalezienia p¦dów nie ró»ni si¦ od tej, któr¡ przedstawili Deprit i in. [15]
lub Kurcheeyeva [28] dla klasycznej transformacji z wektorem e1. Zast¦puj¡c go
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dowolnym c, otrzymujemy

X =
Vcv̄

2r
. (1.94)

Cz¦±¢ wektorowa ma posta¢

X =
1

2r
[(c · v)V + (v0V0 − v ·V)c + (V0v + v0V)× c + (c ·V)v] . (1.95)

Cz¦±¢ skalarn¡ X, która zgodnie z wcze±niejszym zaªo»eniem powinna wynosi¢
zero, mo»na przedstawi¢ jako

X0 =
J · c
2r

, (1.96)

gdzie wektor J mo»na przedstawi¢ przy pomocy iloczynu wektorowego kwaternionów

J =
[
v̄ ∧ V̄

]\
= −v0V + V0v + v ×V. (1.97)

Je±li hamiltonian H jest funkcj¡ poªo»e« i p¦dów kartezja«skich (to znaczy zale»y
jednie od wektorów x i X) oraz czasu, to X0 = const. Najprostszym uzasadnieniem
tej wªasno±ci mo»e by¢ proste spostrze»enie: Ẋ0 = ∂H

∂x0
= 0. Jednak»e ze wzgl¦du na

specy�czny charakter zmiennej x0, lepszym uzasadnieniem jest zbadanie nawiasów
Poissona {X0, xi} oraz {X0, Xi}, które (jak stwierdzili Deprit i in. [15]) maj¡ warto±¢
zero. Pocz¡tkowo przyj¦ta warto±¢ X0 = 0 nie ulegnie zmianie. Wyra»enie J · c
odpowiada niezmiennikowi (1.69) w sformuªowaniu Kustaanheimo.

Mimo znalezienia kanonicznego rozszerzenia transformacji KS nale»y pami¦ta¢,
»e nie jest to w peªni transformacja kanoniczna, gdy» ze wzgl¦du na zwi¦kszenie
liczby stopni swobody z trzech (wektor kartezja«ski) do czterech (kwaternion KS)
nie jest ona wzajemnie jednoznaczna, ale zachowuje ona równania Hamiltona.

Transformacja odwrotna p¦dów ma posta¢

V =
2Xvc̄

α
. (1.98)

Ta posta¢ jest jednoznaczna, ale warto±¢ V zale»y od v. Poniewa» jednemu ustalo-
nemu x odpowiada zbiór ró»nych v, jednej parze x i X odpowiada zbiór par kwa-
ternionów v i V.

1.11 Ruch keplerowski w zmiennych KS

Funkcja Hamiltona zagadnienia keplerowskiego (1.1) zale»y jedynie od dªugo±ci wek-
torów poªo»enia i p¦du oraz od staªego parametru µ. Je±li obliczymy normy kwa-
ternionów w równaniach (1.82) oraz (1.94), to otrzymamy dªugo±ci wektorów p¦du
i poªo»enia wyra»one przez zmienne KS

|x| = r =
1

α
|v|2, (1.99)

|X| =α
2

|V|
|v|
.

Poniewa» x0 = 0, to |x| = |v|. W przypadku transformacji p¦dów tak»e X0 = 0,
ale X0 jest funkcj¡ zmiennych KS i mo»e mie¢ niezerowe pochodne cz¡stkowe, wi¦c
formalnie

|X|2 = |X|2 −X2
0 =

1

2r
|V|2 −X2

0 . (1.100)
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Zmienna X0 wyst¦puje w kwadracie, co oznacza, »e jej pierwsze pochodne cz¡stkowe
tak»e wynosz¡ zero, wi¦c mo»e ona zosta¢ w praktyce pomini¦ta. W sytuacji gdy
istotne s¡ drugie i dalsze pochodne (np. w równaniach wariacyjnych) czªonX2

0 b¦dzie
wpªywaª na otrzymany wynik. Równo±ci (1.99) nie zale»¡ od przyj¦tego wektora
de�niuj¡cego c, co oznacza, »e zarówno odlegªo±¢ od ±rodka ukªadu wspóªrz¦dnych
r jak i kwadrat dªugo±ci wektora p¦dów |X|2 maj¡ identyczn¡ posta¢ dla ka»dego
wariantu zmiennych KS, a funkcja Hamiltona dla zagadnienia keplerowskiego w
zmiennych KS ma posta¢

H0 =
α

4r

|V|2

2
− µ

r
. (1.101)

Nast¦pnym krokiem jest zastosowanie kanonicznej transformacji Sundmana. Po-
przez rozszerzenie przestrzeni fazowej o zmienn¡ v∗ oraz stowarzyszony z ni¡ p¦d
V ∗, wprowadzamy now¡ funkcj¦ Hamiltona

M0 = H0 + V ∗ = 0, (1.102)

a nast¦pnie de�niujemy now¡ zmienn¡ niezale»n¡ okre±lon¡ równaniem ró»niczko-
wym

dτ

dt
=

α

4r
, (1.103)

i now¡ funkcj¦ Hamiltona

K0 =
dt

dτ
M. (1.104)

Hamiltonian keplerowski po takiej transformacji ma posta¢

K0 =
|V|2

2
+

8V ∗

α2

|v|2

2
− µ

4α
. (1.105)

Dzi¦ki regularyzacji, z cz¦±ci keplerowskiej znikn¦ªa osobliwo±¢ dla r = 0. Co wi¦cej,
równania ruchu

v′i =
∂K0

∂Vi
= Vi, V ′i =

∂K0

∂vi
= −ω2vi, i = 0..3, (1.106)

gdzie

ω2 =
8V ∗

α2
. (1.107)

Mo»na to zapisa¢ za pomoc¡ kwaternionów jako

v′ = V, V′ = −ω2v. (1.108)

Równania te trzeba uzupeªni¢ równaniami dla zmiennych v∗ oraz V ∗, które maj¡
posta¢

(v∗)′ =
∂K0

∂V ∗
=

4r

α
, (V ∗)′ = 0. (1.109)

Równania ruchu keplerowskiego staªy si¦ w ten sposób równaniami czterowymia-
rowego izotropowego oscylatora harmonicznego o staªej cz¦sto±ci ω, zale»¡cej tylko
od warto±ci V ∗, która jest staªa i równa −H0 (w ogólno±ci, w zagadnieniu zabu-
rzonym V ∗ = −H, czyli ma warto±¢ równ¡ caªemu hamiltonianowi z zaburzeniem i
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niekoniecznie jest staªe). Od znaku V ∗ zale»y charakter ruchu. Gdy V ∗ > 0, wtedy
ω2 > 0 i ruch jest ograniczony, a rozwi¡zanie ma posta¢

v(τ) = u cosωτ +
U

ω
sinωτ, V(τ) = U cosωτ − uω sinωτ, (1.110)

gdzie u = v(0), U = V(0) to warto±ci pocz¡tkowe. W przypadku gdy ω2 < 0, wtedy
funkcje trygonometryczne s¡ zast¡pione hiperbolicznymi, ruch nie jest ograniczony,
a rozwi¡zanie ma posta¢

v(τ) = u coshωτ +
U

ω
sinhωτ V(τ) = U coshωτ + uω sinhωτ. (1.111)

W przypadku granicznym, gdy ω2 = 0, ruch w zmiennych KS jest ruchem jedno-
stajnym prostoliniowym

v(τ) = u + Uτ V(τ) = U. (1.112)

Ruch po elipsie i hiperboli w czterowymiarowej przestrzeni zmiennych KS przekªada
si¦ na ruch eliptyczny lub hiperboliczny w zmiennych kartezja«skich. Z kolei ruch
po prostej odpowiada ruchowi po paraboli w przestrzeni kartezja«skiej.

1.12 Powi¡zania mi¦dzy caªkami ruchu oscylatora i

orbity keplerowskiej

Hamiltonian K0, je±li nie dodamy do niego »adnych zaburze«, mo»e zosta¢ podzie-
lony na cztery osobne oscylatory jednowymiarowe

K0 = −4µ

α
+

3∑
i=0

Ni = 0, (1.113)

gdzie

Ni =
1

2

(
V 2
i + ω2v2

i

)
= Ei. (1.114)

Ka»de Ni jest caªk¡ ruchu tego zagadnienia, ale tylko trzy z nich s¡ niezale»ne, gdy»
s¡ one powi¡zane zale»no±ci¡ K0 = 0. Dla tego ukªadu mo»emy znale¹¢ wi¦cej caªek.
W tym celu wprowad¹my czterowymiarowy tensor Fradkina [19]:

Fij =
ViVj
ω

+ ωvivj. (1.115)

Ze wzgl¦du na symetri¦ daje to 10 ró»nych caªek, z których nie wszystkie s¡ nie-
zale»ne, przy czym Fii = 2Ei/ω. Inny zestaw caªek pochodzi z tensora momentu
p¦du

Lij = viVj − vjVi. (1.116)

Tworzy on antysymetryczn¡ macierz, w której znajdujemy 6 caªek (tak»e nie s¡
niezale»ne). �atwo mo»na pokaza¢, »e

L2
ij = FiiFjj − F 2

ij. (1.117)
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Elementy tensora L mo»na powi¡za¢ z iloczynem wektorowym kwaternionów

(v ∧ V)\ = (L01 + L23)e1 + (L02 + L31)e2 + (L03 + L12)e3, (1.118)

oraz
(v̄ ∧ V̄)\ = (L10 + L23)e1 + (L20 + L31)e2 + (L30 + L12)e3. (1.119)

Bior¡c pod uwag¦, »e X0 = (v̄ ∧ V̄) · c/2r = 0, otrzymujemy pewne ograniczenie dla
momentu p¦du oscylatora.

Z jednej strony, ukªad opisywany przez K jest czterowymiarowym oscylatorem
harmonicznym, z drugiej strony wci¡» jest to hamiltonian, który opisuje ruch ke-
plerowski, a wi¦c klasyczne caªki ruchu zagadnienia keplerowskiego (caªka energii,
momentu p¦du oraz wektor Laplace'a) tak»e musz¡ by¢ caªkami ruchu i powinny si¦
wyra»a¢ poprzez caªki oscylatora. Najprostszy jest przypadek caªki energii

h =
X ·X

2
− µ

r
, (1.120)

która jest równa co do warto±ci pierwotnemu hamiltonianowi H0, przed rozszerze-
niem przestrzeni fazowej i regularyzacj¡. Caªka h jest wi¦c równa

h =
α

4r
K0 − V ∗. (1.121)

W przypadku caªki momentu p¦du G, zwanej tak»e caªk¡ pól, wyra»onej wzorem

G = x×X, (1.122)

warto zacz¡¢ od zauwa»enia, »e

x×X = (x ∧ X)\ +X0x. (1.123)

W powy»szym równaniu pomini¦ty zostaª skªadnik −x0X, który pojawiªby si¦ z
prawej strony, gdyby±my rozpatrywali dowolne kwaterniony. W tym przypadku
wykorzystujemy fakt, »e x0 = 0. Pomimo »e X0 tak»e jest równe co do warto±ci zeru,
nie pomijamy go, gdy» w przeciwie«stwie do x0, jest on pewn¡ funkcj¡ zmiennych
KS, która ma niezerowe pochodne, co niekiedy mo»e by¢ istotne. Oczywi±cie, cz¦sto
(na przykªad kiedy interesuje nas tylko warto±¢ momentu p¦du) skªadnik X0x jest
tak»e pomijalny. Maj¡c (1.123) mo»emy podstawi¢ de�nicj¦ transformacji KS i
wykorzystuj¡c wªasno±ci iloczynu mieszanego (A.13) uzyska¢

x ∧ X =
(vcv̄) ∧ (Vcv̄)

2αr
=

(vc) ∧ (Vcv̄v)

2αr
=

(v) ∧ (Vcc̄)

2
=

v ∧ V

2
, (1.124)

co oznacza »e

G =
(v ∧V)\

2
+X0x =

1

2

(
v ∧V +

J · c
αr

vcv̄

)\
. (1.125)

Ten sam wynik pojawiª si¦ w pracy [15], ale zostaª uzyskany przy pomocy oblicze«
z wykorzystaniem oprogramowania do oblicze« symbolicznych. Tymczasem wyko-
rzystanie algebry kwaternionów pozwoliªo uzyska¢ powy»szy wynik w do±¢ prosty
sposób. Id¡c dalej uzyskujemy

G =
1

2
((L01 + L23)e1 + (L02 + L31)e2 + (L03 + L12)e3) +X0x. (1.126)
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Wektor de�niuj¡cy c nie wyst¦puje w de�nicji G, pojawia si¦ jedynie po±rednio
poprzez X0.

Wektor Laplace'a (zwany czasem wektorem Laplace'a-Rungego-Lenza, albo po
prostu wektorem mimo±rodu) wyra»a si¦ poprzez zmienne kartezja«skie jako

µe = X×G− µx̂. (1.127)

Aby opisa¢ go przy pomocy zmiennych KS, warto przeksztaªci¢ podwójny iloczyn
wektorowy X×G = X× (x×X), otrzymuj¡c posta¢ ze wzoru 1.10

µe =
(
X ·X− µ

r

)
x− (x ·X)X. (1.128)

Wyra»enie x ·X traktujemy w podobny sposób jak poprzednio iloczyn wektorowy
x ∧X, tym razem wykorzystuj¡c wªasno±¢ (A.13)

x · X =
(vcv̄) · (Vcv̄)

2αr
=

V̄ · cv̄vc̄v̄

2αr
=

v · V
2
. (1.129)

Pozwala to nam zapisa¢ wektor Laplace'a przy pomocy zmiennych KS

µe =
1

2r

[((
V · V

2
− 2µ

α
+

(J · c)2

2αr

)
v − v · V

2
V

)
cv̄

]\
. (1.130)

Otrzymane wyra»enie jest do±¢ zªo»one, ale mo»na je przeksztaªci¢ do postaci

µe = −αω
4

Ec−X0G +
αK0

4r
x. (1.131)

Dwa ostatnie skªadniki wynosz¡ zero, gdy» X0 = 0, a K0 = 0 dla niezaburzonego
zagadnienia keplerowskiego. Macierz E ma posta¢

E =

 E11 F12 − F03 F13 + F02

F12 + F03 E22 F23 − F02

F13 − F02 F23 + F01 E33

 , (1.132)

z elementami na przek¡tnej

E11 =
F00 + F11 − F22 − F33

2
=
K0

ω
+

4µ

αω
− F22 − F33, (1.133)

E22 =
F00 − F11 + F22 − F33

2
=
K0

ω
+

4µ

αω
− F11 − F33, (1.134)

E33 =
F00 − F11 − F22 + F33

2
=
K0

ω
+

4µ

αω
− F11 − F22. (1.135)

�atwo zauwa»y¢ podobie«stwo macierzy E do macierzy obrotu R obecnej przy trans-
formacji KS (1.80). W przeciwie«stwie do momentu p¦du G, w sposób jawny wyst¦-
puje tutaj wektor de�niuj¡cy c, a wi¦c posta¢ wektora mimo±rodu zale»y od wyboru
tego wektora.
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1.13 Wpªyw niezmiennika J · c na dynamik¦

W poprzednim podrozdziale uzyskano de�nicje caªek ruchu wyra»onych przy po-
mocy zmiennych KS. W de�nicjach tych pojawia si¦ czynnik X0 = J·c

2r
. Transfor-

macja KS ograniczona jest do podprzestrzeni X0 = 0, wi¦c przy obliczaniu warto±ci
liczbowych pomini¦cie lub uwzgl¦dnienie tego skªadnika nie zmienia wyniku. Nie-
zmiennik ten ma jednak niezerowe pochodne wzgl¦dem poªo»e« i p¦dów KS, wi¦c
jego obecno±¢ w funkcji Hamiltona zmienia równania ruchu. Warto wi¦c zbada¢ jego
wpªyw na trajektori¦ badanego ukªadu.

Zacznijmy od oczywistej obserwacji, »e nawias Poissona {X0, Xi} = {X0, xi} = 0
dla i 6= 0. Oznacza to »e dowolna funkcja postaci M = J · cΦ, dodana do funkcji
Hamiltona, nie zmienia trajektorii w przestrzeni kartezja«skiej. Co wi¦cej, je±li ory-
ginalny hamiltonian K jest funkcj¡ tylko i wyª¡cznie kartezja«skich poªo»e« i p¦dów
(czyli odpowiada jakiemu± �zycznemu ukªadowi, a nie jest dowoln¡ funkcj¡ zmien-
nych KS), to nawias Poissona {K,M} = 0, co oznacza, »e rozwi¡zanie dla równa«
ruchu b¦dzie zªo»eniem rozwi¡za« generowanych przez obie te funkcje osobno. Ko-
rzystaj¡c z formalizmu kwaternionowego, kanoniczne równania ruchu generowane
przezM mo»na zapisa¢ jako

v′ = {v,M} = −Φvc, V′ = {V,M} = −ΦVc. (1.136)

Rozwi¡zaniem takiego ukªadu równa« jest

v = u (cosφ, sinφc) , v = u (cosφ, sinφc) , (1.137)

gdzie u i U to staªe, a φ to pewna funkcja speªniaj¡ca Φ = −φ′. Mo»na to udowodni¢
w prosty sposób, wykorzystuj¡c (A.27):

v′ = u (− sinφ, cosφc)φ′ = u (cosφ, sinφĉ) (0, ĉ)φ′ = vcφ′, (1.138)

i podstawiaj¡c Φ = −φ′, co prowadzi do wyj±ciowego ukªadu równa«.
Je±li porównamy ten wynik z (1.82), to okazuje si¦, »e wszystkie punkty na-

le»¡ce do trajektorii wyznaczonej przez to rozwi¡zanie le»¡ na jednym wªóknie, co
dodatkowo potwierdza, »e dodanieM do funkcji Hamiltona nie zmienia rozwi¡zania
dla zmiennych kartezja«skich (x,X), ale wpªywa na trajektori¦ w zmiennych KS,
generuj¡c dodatkowy ruch na wªóknie.

1.14 Pªaszczyzna Leviego-Civity

Wyra»enie J·c peªni kluczow¡ rol¦ w transformacji KS. Dla dowolnych kwaternionów
zde�niujemy form¦ dwuliniow¡

J (u,w) = (ū ∧ w̄) · c = −u0w · c + w0u · c + (u×w) · c. (1.139)

Je±li ruch ogranicza si¦ do podprzestrzeni rozpi¦tej przez dwa kwaterniony, dla któ-
rych J (u,w) = 0, transformacja KS redukuje si¦ do transformacji LC. Taka pod-
przestrze« zostaªa nazwana przez Stiefela i Scheifele [43] pªaszczyzn¡ Leviego-Civity.
Dla dowolnego kwaternionu jednostkowego u, drugi kwaternion bazowy w mo»na
uzyska¢ dzi¦ki równaniu

w = u(0, f), (1.140)
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gdzie f to dowolny jednostkowy wektor prostopadªy do wektora de�niuj¡cego c.
Maj¡c zde�niowan¡ t¦ pªaszczyzn¦ nale»y spyta¢, w jaki sposób ruch w pªaszczy¹nie
LC przekªada si¦ na ruch w przestrzeni kartezja«skiej. Niech wektor w przestrzeni
KS b¦dzie kombinacj¡ liniow¡ wektorów bazowych

v = ψu + ηw = u(ψ, ηf), (1.141)

gdzie ψ i η s¡ rzeczywiste i maj¡ wymiar dªugo±ci. Stosuj¡c transformacj¦ KS
otrzymujemy

αx = u(ψ, ηf)c(ψ,−ηf)ū. (1.142)

Wyra»enie po±rodku mo»na wyliczy¢ wykorzystuj¡c de�nicj¦ mno»enia kwaternio-
nów i rozwijaj¡c podwójny iloczyn wektorowy

(ψ, ηf)c(ψ,−ηf) =
(
0, (ψ2 − η2)c + 2ψηf × c + 2η2(f · c)f

)
. (1.143)

Wstawiaj¡c to do wcze±niejszego równania, otrzymujemy

αx = (ψ2 − η2)u(0, c)ū + 2ψηu(0, f × c)ū + 2η2(f · c)u(0, f)ū. (1.144)

Gdy zgodnie z przyj¦tym zaªo»eniem wektory f i c s¡ prostopadªe, caªo±¢ redukuje
si¦ do postaci

x =
1

α
(ψ2 − η2)x1 +

1

α
2ψηx2, (1.145)

gdzie
x1 = u(0, c)ū, x2 = u(0, f × c)ū. (1.146)

Kwaterniony x1 i x2 maj¡ cz¦±¢ skalarn¡ wynosz¡c¡ zero. Ruch w przestrzeni karte-
zja«skiej odbywa si¦ wi¦c w pªaszczy¹nie rozpi¦tej przez dwa wektory x1 i x2, b¦d¡ce
cz¦±ciami wektorowymi tych kwaternionów. Równanie (1.145) jest te» identyczne z
równaniem transformacji LC, a parametry ψ i η peªni¡ rol¦ zmiennych LC. Oznacza
to, »e ruch keplerowski w pªaszczy¹nie (x1,x2) przeksztaªca si¦ na dwuwymiarowy
oscylator harmoniczny w pªaszczy¹nie Leviego-Civity.

1.15 Obracaj¡cy si¦ ukªad wspóªrz¦dnych

W wielu zagadnieniach mechaniki nieba wprowadza si¦ obracaj¡cy si¦ ukªad od-
niesienia. Cz¦sto pozwala to usun¡¢ jawn¡ zale»no±¢ od czasu z potencjaªu. W
zagadnieniu ruchu sztucznych satelitów ukªad, którego osie obracaj¡ si¦ wraz z pla-
net¡ pozwala usun¡¢ jawn¡ zale»no±¢ od czasu z tesseralnej cz¦±ci geopotencjaªu
(np. Segerman i Co�ey [42]). Z kolei w ograniczonym koªowym zagadnieniu trzech
ciaª jedn¡ z osi ukªadu wspóªrz¦dnych okre±la si¦ tak, aby przechodziªa przez dwa
gªówne ciaªa (np. Szebehely [45] lub Kurcheeva [28]). W zagadnieniu ruchu ko-
met w Obªoku Oorta zaburzanego przez pªywy galaktyczne wygodnie jest umie±ci¢
pierwsz¡ o± ukªadu tak aby byªa skierowana do centrum Galaktyki, a ±rodek ukªadu
odniesienia znajdowaª si¦ w barycentrum Ukªadu Sªonecznego (np. Breiter et. al
[4]).

Ze wzgl¦du na wykorzystanie kwaternionów do opisu transformacji KS, przej±cie
do obracaj¡cego si¦ ukªadu wspóªrz¦dnych wygodnie b¦dzie opisa¢ tak»e za pomoc¡
tego formalizmu. Je±li x to wektor poªo»enia w ukªadzie nieobracaj¡cym si¦, a
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x∗ = (x∗1, x
∗
2, x
∗
3) to ten sam wektor w ukªadzie obracaj¡cym si¦ wokóª osi n ze staª¡

pr¦dko±ci¡ k¡tow¡ Ω, to korzystaj¡c z de�nicji kwaternionu opisuj¡cego obrót (1.78),

(0,x∗) =

(
cos

Ωt

2
,n sin

Ωt

2

)
(0,x)

(
cos

Ωt

2
,−n sin

Ωt

2

)
. (1.147)

Nast¦pnie mo»emy znale¹¢ rozszerzenie kanoniczne takiej transformacji badaj¡c
zachowanie formy

−Hdt+ X · dx = −H∗dt+ X∗ · dx∗. (1.148)

Je±li

dx∗ =
[
q(dx)q̄ +

(
q̇xq̄ + qx ˙̄q

)
dt
]\

=
[
q(dx)q̄ +

(
q̇q̄x∗ + x∗q ˙̄q

)
dt
]\
, (1.149)

to

X · dx = X∗ · q(dx)q̄ = qX∗q̄ · dx, (1.150)

a wi¦c transformacja p¦dów polega tak»e na obrocie

X = qX∗q̄. (1.151)

Transformacja ta jest jawnie zale»na od czasu, wi¦c do funkcji Hamiltona dodana
zostaje reszta

H = H∗ −X∗ ·
(
q̇q̄x∗ + x∗q ˙̄q

)
. (1.152)

Je±li zauwa»ymy, »e

q̇q̄ = q ˙̄q =
Ω

2
(0,n), (1.153)

to zamieniaj¡c cyklicznie zmienne w iloczynie mieszanym (zgodnie z (A.13)) otrzy-
mujemy

H = H∗ − Ω

2
(0, c) ·

(
X̄∗x∗ − x̄∗X∗

)
= H∗ − Ω(0, c) · (x∗ ×X∗) . (1.154)

Wielko±¢ x∗ × X∗ to moment p¦du, który oznaczymy jako G. Reszta jest wi¦c
rzutem wektora momentu p¦du na o± obrotu pomno»onym przez pr¦dko±¢ obrotu
Ω. Obrót nie zmienia dªugo±ci wektorów

|x| = |x∗| = r, |X| = |X∗|, (1.155)

wi¦c hamiltonian zagadnienia Keplerowskiego b¦dzie miaª posta¢

H =
X∗ ·X∗

2
− µ

r
+ ΩG · n. (1.156)

Aby przej±¢ do zmiennych KS wykonujemy standardow¡ transformacj¦ dla zmien-
nych w nowym ukªadzie odniesienia

αx∗ = vcv̄, 2rX∗ = Vcv̄. (1.157)

oraz regularyzacj¦ przeksztaªceniem Sundmana. Moment p¦du w zmiennych KS zo-
staª znaleziony wcze±niej i wyra»a si¦ przez równanie (1.126), a jego rzut na o± obrotu
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nie zmienia si¦ pod wpªywem tego obrotu. Hamiltonian zagadnienia keplerowskiego
w obracaj¡cym si¦ ukªadzie odniesienia w zmiennych KS ma wi¦c posta¢

K =
V · V

2
+

8V ∗

α2

v · v
2
− 4µ

α
− 4Ωv · v

α2

(
v ∧ V +

J · c
αr

x

)
· (0,n). (1.158)

W tym hamiltonianie pojawia si¦ wyraz zawieraj¡cy czynnik J · c. Zgodnie z
podrozdziaªem 1.13 mo»emy doda¢ do funkcji Hamiltona dowolne wyra»enie zawie-
raj¡ce ten czynnik, co nie b¦dzie miaªo wpªywu na ruch w przestrzeni kartezja«skiej.
Dodajmy wi¦c

4Ωv · v
α2

J · c
αr

x · (0,n), (1.159)

dzi¦ki czemu otrzymamy funkcj¦ Hamiltona

K′ = V · V
2

+
8V ∗

α2

v · v
2
− 4µ

α
− 2Ωv · v

α2
(v ∧ V) · (0,n). (1.160)

1.16 Ruch keplerowski w obracaj¡cym si¦ ukªadzie

odniesienia

Rozwi¡zanie równa« ruchu keplerowskiego w obracaj¡cym si¦ ukªadzie wspóªrz¦d-
nych byªo tak»e opisywane jako rozwi¡zanie tworz¡ce ograniczonego koªowego zagad-
nienia trzech ciaª w przypadku granicznym, gdy stosunek mas dwóch gªównych mas
d¡»y do zera. Rozwi¡zanie tego problemu w zmiennych KS wyprowadzili Ahmad i
Huda [1], ale jak pokazaª Hasssan [23], u»yte zostaªy niewªa±ciwe i zbyt szczególne
warto±ci staªych caªkowania. Przedstawiª on swoje rozwi¡zania w pracach [23] i [24].
Niestety, rozwi¡zania te wyra»one s¡ przez elementy keplerowskie orbity, przez co
ich zastosowanie wymaga przechodzenia do wspóªrz¦dnych kartezja«skich. Peªne
rozwi¡zanie wyra»one w caªo±ci przez zmienne KS z wykorzystaniem formalizmu
kanonicznego zostaªo wyprowadzone przez Langnera i Bretera [31]. U»ywane byªy
jednak klasyczne zmienne KS1. Tymczasem, u»ycie transformacji KS z dowolnym
wektorem de�niuj¡cym umo»liwia znaczne uproszczenie caªego rozwi¡zania.

Hamiltonian (1.160) tworzy równania ruchu

v′0 = V0 +
2Ωv · v
α2

v · n v′ = V − 2Ωv · v
α2

(v0n + n× v) , (1.161)

V ′0 = −ω2v0 +
2Ωv · v
α2

V · n V′ = −ω2v − 2Ωv · v
α2

(V0n + n×V) , (1.162)

gdzie cz¦sto±¢ ω jest funkcj¡ poªo»e« i p¦dów

ω2 =
8

α2
(V ∗ − ΩG3). (1.163)

Cz¦sto±¢ ta jest staªa w niezaburzonym zagadnieniu keplerowskim, gdy» zarówno
moment p¦du, jak V ∗ s¡ caªkami ruchu. Oprócz tych równa« potrzebne s¡ tak»e
równania dla zmiennych v∗ i V ∗, które maj¡ tak¡ sam¡ posta¢ jak w ukªadzie nie-
obracaj¡cym si¦

(v∗)′ =
4v · v
α2

, (1.164)

(V ∗)′ =0. (1.165)
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Równania ruchu mo»na zapisa¢ w jeszcze bardziej zwartej postaci wykorzystuj¡c
formalizm kwaternionowy

v′ =V +
2Ωv · v
α2

nv = V +
1

2
(v∗)′Ωnv, (1.166)

V′ =− ω2v +
2Ωv · v
α2

nV = −ω2v +
1

2
(v∗)′ΩnV. (1.167)

Rozwi¡zaniem tego ukªadu równa« jest

v(τ) =

(
cos

Ωt(τ)

2
,n sin

Ωt(τ)

2

)[
v(0) cosωτ +

V(0)

ω
sinωτ

]
, (1.168)

V(τ) =

(
cos

Ωt(τ)

2
,n sin

Ωt(τ)

2

)
[V(0) cosωτ − v(0)ω sinωτ ] , (1.169)

gdzie
t(τ) = v∗(τ)− v∗(0). (1.170)

Podobnie jak przy badaniu wpªywu niezmiennika J · c na dynamik¦ (podrozdziaª
1.13), w znalezieniu rozwi¡zania pomaga znajomo±¢ specy�cznych wªasno±ci kwa-

ternionu jednostkowego
(

cos Ωt(τ)
2
,n sin Ωt(τ)

2

)
, który oznaczymy jako q(n, τ)(patrz

dodatek A). Okazuje si¦, »e

d

dτ
q(n, τ) =

Ωt′(τ)

2
nq(n, τ). (1.171)

Wykorzystanie tej wªasno±ci pozwala ªatwo sprawdzi¢ przedstawione rozwi¡zanie
poprzez jego zró»niczkowanie i porównanie z równaniami ruchu. Rozwi¡zanie to
wymaga jeszcze znajomo±ci v∗(τ). Do jego znalezienia wyznaczymy zale»no±¢ od
czasu Sundmana odlegªo±ci r(τ) = v · v/α. Wielko±¢ ta nie powinna zale»e¢ od
przyj¦tego obrotu ukªadu wspóªrz¦dnych. Z rozwi¡zania (1.168) wynika, »e

v(τ) · v(τ) =
V(0) · V(0) + ω2v(0) · v(0)

2ω2
+
−V(0) · V(0) + ω2v(0) · v(0)

2ω2
cos 2ωτ

+
v(0) · V(0)

ω
sin 2ωτ. (1.172)

Rozwi¡zanie to jest identyczne jak dla ruchu w inercjalnym ukªadzie wspóªrz¦dnych
i zale»y ono jedynie od pocz¡tkowych warto±ci poªo»e« i p¦dów oraz czasu τ . Dzi¦ki
temu równanie opisuj¡ce zale»no±¢ zmiennej v∗ od czasu mo»na uzyska¢ poprzez
prost¡ caªk¦

v∗(τ)− v∗(0) =
4

α2

∫ τ

0

v(s) · v(s)ds, (1.173)

która wynosi

v∗(τ)− v∗(0) =
2(V(0) · V(0) + ω2v(0) · v(0))

α2ω2
τ

+
−V(0) · V(0) + ω2v(0) · v(0)

α2ω3
sin 2ωτ +

2v(0) · V(0)

α2ω2
(sinωτ)2.

(1.174)

Rozwi¡zanie dla ruchu w obracaj¡cym si¦ ukªadzie wspóªrz¦dnych nie zale»y od
wyboru konkretnej postaci transformacji KS. Okazuje si¦ jednak, »e je±li wybierzemy
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wektor de�niuj¡cy skierowany wzdªu» osi obrotu, to znaczy c = n (alternatywnie
c = −n), wtedy mo»liwe jest pewne uproszczenie rozwi¡zania. Do funkcji Hamiltona
(1.160) mo»emy doda¢ wyra»enie

P = −2Ωv · v
α2

J · c, (1.175)

b¦d¡ce wielokrotno±ci¡ J · c. Otrzymamy wtedy funkcj¦ Hamiltona

K′′ = V · V
2

+
8V ∗

α2

v · v
2
− 4µ

α
− 4Ωv · v

α2
(v ×V) · c. (1.176)

Dzi¦ki temu otrzymujemy nowe równania ruchu

v′0, = V0 v′ = V − 4Ωv · v
α2

c× v, (1.177)

V ′0 = −ω2v0, V′ = −ω2v − 4Ωv · v
α2

c×V. (1.178)

Wybór wektora de�niuj¡cego c = n umo»liwiª wi¦c uproszczenie równa« ruchu w
taki sposób, »e obrót nie wpªywa na zmian¦ cz¦±ci skalarnej kwaternionów v i V. Co
wi¦cej, nie wpªywa on równie» na rzuty wektorów v·c i V·c. Obrót w przestrzeni KS
odbywa si¦ wi¦c w pªaszczy¹nie prostopadªej do c. Pr¦dko±¢ obrotu (w przestrzeni
KS) jest dwa razy wi¦ksza ni» bez stosowania tego uproszczenia.

Alternatywnie, zamiast dodawa¢ do funkcji Hamiltona wyra»enie P , mo»na je
odj¡¢, co prowadzi do równa« ruchu

v′0 = V0 +
4Ωv · v
α2

v · c v′ = V − 4Ωv · v
α2

v0c, (1.179)

V ′0 = −ω2v0 +
4Ωv · v
α2

V · c V′ = −ω2v − 4Ωv · v
α2

V0c, (1.180)

co z kolei ogranicza obrót do pªaszczyzny (e0, c).

1.17 Zmienne KS3

Wybór wektora de�niuj¡cego skierowanego wzdªu» osi obrotu umo»liwiª uproszczenie
równa« ruchu tak, aby obrót wpªywaª tylko na cz¦±¢ zmiennych. W rozwa»aniach
tych nie byª wybrany konkretny ukªad wspóªrz¦dnych, co daje pewn¡ swobod¦ przy
jego wyborze. Wybór ukªadu w którym wektor c jest skierowany wzdªu» jednej z
osi tego ukªadu prowadzi do najprostszej postaci transformacji KS. Rozpatrzymy
zatem jakie skutki ma taki wybór ukªadu wspóªrz¦dnych na ruch keplerowski w
obracaj¡cym si¦ ukªadzie wspóªrz¦dnych na przykªadzie c = e3 (zmienne KS3).
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Stosuj¡c opisane wcze±niej uproszczenie otrzymujemy równania ruchu

v′0 = V0

v′1 = V1 +
4Ωv · v
α2

v2,

v′2 = V2 −
4Ωv · v
α2

v1,

v′3 = V3, (1.181)

V ′0 = −ω2v0,

V ′1 = −ω2v1 +
4Ωv · v
α2

V2,

V ′2 = −ω2v2 −
4Ωv · v
α2

V1,

V ′3 = −ω2v3.

Dla dwóch stopni swobody otrzymane zostaªy równania ruchu oscylatora harmo-
nicznego, a obrót wpªywa jedynie na zmienne w pªaszczy¹nie e1, e2). Rozwi¡zaniem
równa« ruchu dla tych par zmiennych jest

v1(τ) =

(
v1(0) cosωτ +

V1(0)

ω
sinωτ

)
cos Ωt+

(
v2(0) cosωτ +

V2(0)

ω
sinωτ

)
sin Ωt,

v2(τ) =

(
v2(0) cosωτ +

V2(0)

ω
sinωτ

)
cos Ωt−

(
v1(0) cosωτ +

V1(0)

ω
sinωτ

)
sin Ωt,

V1(τ) = (V1(0) cosωτ − v1(0)ω sinωτ) cos Ωt+ (V2(0) cosωτ − v2(0)ω sinωτ) sin Ωt,

V2(τ) = (V2(0) cosωτ − v2(0)ω sinωτ) cos Ωt− (V1(0) cosωτ − v1(0)ω sinωτ) sin Ωt.
(1.182)

Rozwi¡zanie to jest zªo»eniem ruchu harmonicznego w pªaszczyznach (v1, V1) i (v2, V2)
z niejednostajnym (wzgl¦dem czasu τ) obrotem ukªadu wspóªrz¦dnych w pªaszczy-
znach (v1, v2) oraz (V1, V2).

Je±li zastosowane zostaªoby alternatywne uproszczenie, w którym zamiast do-
dawa¢, odj¦liby±my od funkcji Hamiltona wyra»enie P , to uzyskaliby±my równania
ruchu

v′0 = V0 +
4Ωv · v
α2

v3,

v′1 = V1,

v′2 = V2,

v′3 = V3 −
4Ωv · v
α2

v0 (1.183)

V ′0 = −ω2v0 +
4Ωv · v
α2

V3

V ′1 = −ω2v1,

V ′2 = −ω2v2,

V ′3 = −ω2v3 −
4Ωv · v
α2

V0.

W tym wypadku rozwi¡zanie jest analogiczne, ale obrót ogranicza si¦ do pªaszczyzny
(e0, e3).
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Przedstawione rozwi¡zanie ró»ni si¦ od przedstawionego w [31] tym, »e obrót zo-
staª ograniczony do dwóch z czterech stopni swobody (ale pr¦dko±¢ obrotu zostaªa
podwojona). Redukcja taka jest mo»liwa jedynie przy wybraniu odpowiedniego wa-
riantu transformacji KS, w której wektor de�niuj¡cy skierowany jest wzdªu» osi
obrotu. Dodatkowym atutem jest mo»liwo±¢ wyboru jednego z dwóch wariantów
pªaszczyzn, na których odbywa si¦ obrót w przestrzeni KS. Warto te» zauwa»y¢, »e
»adna z tych pªaszczyzn nie jest pªaszczyzn¡ Leviego-Civity zde�niowan¡ w podroz-
dziale 1.14.
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Rozdziaª 2

Potencjaª zaburzaj¡cy w zmiennych

KS

Zagadnienie ruchu sztucznego satelity wokóª Ziemi mo»na przedstawi¢ jako zabu-
rzone zagadnienie dwóch ciaª z równaniami ruchu

ẍ = − µ
r3

x + R (x, ẋ, t) , (2.1)

gdzie R (x, ẋ, t) jest siª¡ zaburzaj¡c¡. W przypadku sztucznego satelity jest to sze-
reg ró»nych oddziaªywa«, z których najwa»niejszym zazwyczaj jest siªa wynikaj¡ca
z niesferycznego rozkªadu masy wewn¡trz Ziemi. Dla wysokich satelitów istotne
jest tak»e oddziaªywanie grawitacyjne pochodz¡ce od Sªo«ca i Ksi¦»yca oraz ci±nie-
nie promieniowania sªonecznego (dalej nazywane oddziaªywaniami lunisolarnymi).
Dla niskich wa»ny jest opór atmosfery. Zarówno siªa zwi¡zana z niesferyczno±ci¡
Ziemi jak i oddziaªywania lunisolarne s¡ potencjalne, to znaczy istnieje taka funkcja
skalarna P (x, t), »e

R(x, t) = −∇xP (x, t), (2.2)

co pozwala to zastosowa¢ formalizm kanoniczny z funkcj¡ Hamiltona H = H0(x) +
P (x, t), gdzie H0(x) to hamiltonian niezaburzonego zagadnienia wzgl¦dnego dwóch
ciaª (w tym przypadku ruchu satelity wokóª idealnie punktu materialnego o masie
Ziemi).

Tradycyjnie geopotencjaª, czyli potencjaª pola grawitacyjnego Ziemi opisywany
jest przy pomocy harmonik sferycznych. Co wi¦cej, potencjaª oddziaªywa« lunisolar-
nych mo»na tak»e rozwin¡¢ w szereg wyra»ony przez harmoniki sferyczne. Dlatego
te» w dalszej cz¦±ci przedstawione zostan¡ podstawowe wªasno±ci tych funkcji, które
nast¦pnie zostan¡ wykorzystane do wyra»enia ich przez zmienne KS, co pozwoli za-
pisa¢ geopotencjaª oraz jego pochodne wzgl¦dem zmiennych KS w dogodnej postaci.

2.1 Harmoniki sferyczne

Harmoniki sferyczne to funkcje zde�niowane na jednostkowej sferze S2. Najcz¦±ciej
wyra»a si¦ je za pomoc¡ dwóch k¡tów opisuj¡cych poªo»enie na tej sferze: dªugo±ci
λ ∈ [0; 2π) i odlegªo±ci biegunowej θ ∈ [0; π]. Razem z promieniem sfery r, k¡ty te
tworz¡ sferyczny ukªad wspóªrz¦dnych, który powi¡zany jest z kartezja«skim rów-
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naniami

x1 = r sin θ cosλ,

x2 = r sin θ sinλ, (2.3)

x3 = r cos θ.

Harmonik¡ sferyczn¡ (lub funkcj¡ sferyczn¡) stopnia n ∈ N i rz¦du m ∈ {−n,−n+
1..., n+ 1, n} nazywamy funkcj¦ Y m

n , która wyra»a si¦ wzorem [2]

Y m
n (λ, θ) = (−1)m

(
(2n+ 1)(n−m)!

4π(n+m)!

) 1
2

Pm
n (cos θ) exp imλ, (2.4)

gdzie Pm
n to stowarzyszona funkcja Legendre'a stopnia n i rz¦du m. Mo»na j¡

wyrazi¢ równaniem

Pm
n (x) = (1− x2)m/2

dm

dxm
Pn(x), (2.5)

gdzie Pn(x) jest wielomianem Legendre'a stopnia n. U ró»nych autorów powy»sza
de�nicja mo»e ró»ni¢ si¦ czynnikiem (−1)m zwanym faz¡ Condona-Shortleya (czasem
wyra»enie to zawarte jest w de�nicji funkcji Legendre'a). Mo»e tak»e pojawi¢ si¦
inny czynnik normalizuj¡cy harmonik¦ sferyczn¡.

Gdy k¡t θ = 0 lub θ = π, to k¡t λ jest nieokre±lony, ale dla m 6= 0, funkcja
Legendre'a Pm

n (1) = Pm
n (−1) = 0 i caªa funkcja Y m

n (λ, 0) = Y m
n (λ, π) = 0. Gdy

m = 0, wtedy k¡t mλ = 0, a wi¦c harmoniki sferyczne s¡ okre±lone tak»e na
biegunach sfery, mimo »e jedna ze wspóªrz¦dnych sferycznych nie jest tam okre±lona.

Gdy rz¡d funkcji sferycznej m wynosi zero, wtedy przyjmuje ona warto±ci rze-
czywiste, i wyra»a si¦ ona przez wielomian Legendre'a

Y 0
n (λ, θ) =

(
2n+ 1

4π

) 1
2

P 0
n(cos θ). (2.6)

Zamiast wspóªrz¦dnych sferycznych mo»na wyrazi¢ harmoniki sferyczne przez wspóª-
rz¦dne kartezja«skie x, podstawiaj¡c

cos θ =
x3

r
, (2.7)

exp iλ =
x1 + ix2√
x2

1 + x2
2

, (2.8)

r = |x|. (2.9)

Otrzymujemy wtedy

Y m
n (x) = (−1)m

(
(2n+ 1)(n−m)!

4π(n+m)!

) 1
2

Pm
n (

x3

r
)

(
x1 + ix2√
x2

1 + x2
2

)m

. (2.10)

W dalszej cz¦±ci pracy b¦dzie stosowana powy»sza de�nicja harmonik sferycznych
jako funkcji wektora x (w tym wypadku wektor niekoniecznie musiaªby by¢ jednost-
kowy, gdy» przy takiej de�nicji jego norma nie wpªywa na warto±¢ funkcji).

Ogólniejsze od harmonik sferycznych s¡ harmoniki bryªowe (ang. solid harmo-
nics), które s¡ funkcjami okre±lonymi na caªej przestrzeni R3/0. Dziel¡ si¦ one na
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harmoniki regularne Rm
n (x) i nieregularne Imn (x), zde�niowane jako

Rm
n (x) =

√
4π

2n+ 1
rnY m

n (x̂), (2.11)

Imn (x) =

√
4π

2n+ 1
r−(n+1)Y m

n (x̂). (2.12)

Istotn¡ wªasno±ci¡ tych funkcji jest, to »e s¡ one rozwi¡zaniami ró»niczkowego rów-
nania Laplace'a w trzech wymiarach(

∂2

∂x2
1

+
∂2

∂x2
2

+
∂2

∂x2
3

)
y(x1, x2, x3) = 0. (2.13)

2.2 Obroty harmonik sferycznych, macierz Wignera

D

Transformacja wektora x przy obrocie ukªadu odniesienia mo»e by¢ przedstawiona
przy pomocy macierzy obrotu R b¡d¹ kwaternionu jednostkowego q (patrz rozdziaª
1.7). Otrzymujemy wtedy nowy wektor y

(0,y) = q(0,x)q̄, (2.14)

lub
y = Rx. (2.15)

Nowe wspóªrz¦dne y1, y2, y3 s¡ liniowymi kombinacjami starych x1, x2, x3, a wi¦c

yi =
3∑
j=1

Rijxj, (2.16)

gdzie Rij jest funkcj¡ obrotu (wyra»on¡ np. przez k¡ty Eulera, b¡d¹ wspóªczynniki
kwaternionu). W podobny sposób mo»na przetransformowa¢ harmoniki sferyczne

Y m
n (y) =

m∑
j=−m

(Dn
k,m)∗Y k

n , (2.17)

gdzie Dn
k,m s¡ funkcjami obrotu, zwanymi funkcjami Wignera, które tworz¡ macierz

Wignera Dn o wymiarach (2n + 1) × (2n + 1). Zazwyczaj funkcje te wyra»a si¦
poprzez k¡ty Eulera 3-2-3 (np. [46]) lub 3-1-3. Dla k¡tów typu 3-2-3 (α, β, γ)
funkcja Wignera ma posta¢

Dn
k,m = dnk,m(β) exp (−i(mα + kγ)), (2.18)

gdzie dnk,m to

dnk,m(β) =(−1)k−m
√

(n+m)!(n−m)!(n+ k)!(n− k)! (2.19)∑
s

(−1)s
(
cos β

2

)2n−2s−m−k (
sin β

2

)2s+k−m

s!(n− k − s)!(n+m− s)!(k −m+ s)!
. (2.20)
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Sumowanie przebiega po wszystkich mo»liwych caªkowitych indeksach s, dla których
argumenty silni w mianowniku s¡ nieujemne.

Funkcje Wignera zazwyczaj wyra»ane s¡ przez k¡ty Eulera, ale mo»na je tak»e
wyrazi¢ przy pomocy wspóªczynników kwaternionu q opisuj¡cego dany obrót (tak¡
posta¢ podaje na przykªad Louck [2])

Dn
k,m(q) =

√
(n+m)!(n−m)!(n+ k)!(n− k)!∑
s

(q0 − iq3)n+k−s(−iq1 − q2)m−k+s(−iq1 + q2)s(q0 + iq3)n−m−s

s!(n−m− s)!(n+ k − s)!(m− k + s)!
. (2.21)

Sumowanie w powy»szym równaniu tak»e odbywa si¦ po wszystkich s, caªkowi-
tych dla których argumenty silni s¡ nieujemne. Powy»sza de�nicja funkcji Wignera
pozwala tak»e zde�niowa¢ funkcje o stopniu poªówkowym, to znaczy o stopniu
n = j + 1

2
, gdzie j jest nieujemn¡ liczb¡ caªkowit¡. Indeksy m i k musz¡ wtedy

tak»e przyjmowa¢ warto±ci poªówkowe, dzi¦ki czemu wykªadniki pot¦g oraz silnie w
mianowniku dalej b¦d¡ miaªy warto±ci caªkowite. Funkcje stopnia poªówkowego nie
maj¡ zastosowania przy transformacji ukªadu wspóªrz¦dnych harmonik sferycznych,
ale dalej oka»¡ si¦ przydatne podczas liczenia pochodnych potencjaªu wyra»onego
przez te funkcje. Z de�nicji (2.21) wynika, tak»e »e funkcje te s¡ wielomianami
jednorodnymi stopnia 2n zmiennych q, a wi¦c funkcje o stopniu poªówkowym b¦d¡
wielomianami nieparzystego stopnia.

2.3 Transformacja KS dla funkcji sferycznych

Poza podstawowym zastosowaniem do transformacji ukªadu wspóªrz¦dnych, funkcje
Wignera mo»emy zastosowa¢ do wyra»enia harmonik sferycznych poprzez zmienne
KS. W tym celu rozwa»my obrót ukªadu wspóªrz¦dnych, opisywany przez kwaternion
q taki »e pewien wektor c po obrocie b¦dzie wskazywaª kierunek kartezja«skiego
wektora poªo»enia x, to znaczy

1

||x||
(0,x) = q(0, c)q̄. (2.22)

Powy»sze równanie mo»na zestawi¢ z de�nicj¡ zmiennych KS z wektorem de�niuj¡-
cym c (1.82), co pozwala stwierdzi¢, »e

q =
v

|v|
. (2.23)

Odpowiada to interpretacji zmiennych KS jako kwaternionu opisuj¡cego obrót i
skalowanie wektora c na wektor x.

Harmoniki sferyczne transformuj¡ si¦ za pomoc¡ funkcji Wignera, a wi¦c je±li
rozwa»ymy obrót ukªadu wspóªrz¦dnych opisywany przez kwaternion q, to harmo-
niki sferyczne, których argumentami s¡ wektory x i c, s¡ powi¡zane równaniem
transformacyjnym

Y m
n (x̂) =

m∑
k=−m

Dn
k,m (q)Y k

n (c) =
m∑

k=−m

Dn
k,m

(
v

|v|

)
Y k
n (c). (2.24)

Funkcja sferyczna kartezja«skiego wektora x jest wi¦c równa pewnej kombinacji
liniowej funkcji Wignera od jednostkowego kwaternionu KS.
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Zgodnie z de�nicj¡ (2.21), funkcja Wignera jest jednorodnym wielomianem wspóª-
czynników kwaternionu rz¦du 2n, dzi¦ki czemu mo»emy norm¦ wektora wyci¡gn¡¢
przed funkcj¦

Y m
n (x̂) =

m∑
k=−m

1

|v|2n
Dn
k,m(v)Y k

n (ĉ). (2.25)

Trzeba przy tym pami¦ta¢, »e o ile wcze±niej funkcja Wignera opisywaªa obrót i
jej argumentem byª kwaternion jednostkowy, tak teraz argumentem tej funkcji jest
kwaternion zmiennych KS, który nie musi by¢ jednostkowy, wi¦c funkcja ta nie opi-
suje ju» obrotu. Otrzymali±my tym samym wyra»enie harmoniki sferycznej Y m

n (x)
przez funkcje Wignera zmiennych KS z wektorem de�niuj¡cym c (wymno»one przez
staªe wspóªczynniki Y k

n (ĉ)).
W takim podej±ciu problematyczne jest to, »e jedn¡ funkcj¦ zast¦pujemy kom-

binacj¡ liniow¡ 2n + 1 funkcji, co mo»e znacznie wydªu»y¢ dalsze obliczenia. Je±li
jednak przyjmiemy pewien konkretny wektor de�niuj¡cy skierowany wzdªu» trzeciej
osi ukªadu wspóªrz¦dnych (to znaczy c = ±ê3, dla uproszczenia rozwa»ymy tylko
wariant c = ê3 ), wtedy wszystkie funkcje Y k

n (ê3) = 0, za wyj¡tkiem funkcji rz¦du
zero. Dostajemy wtedy proste wyra»enie

Y m
n (x) =

1

|v|2n
Dn
m,0(v)Y 0

n (ê3), (2.26)

a po wstawieniu de�nicji harmonik sferycznych do prawej strony i zauwa»eniu, »e
Pn(1) = 1, otrzymujemy

Y m
n (x) =

(
1

αr

)n
(−1)m

(
(2n+ 1)

4π

) 1
2

Dn
m,0(v). (2.27)

Tym samym otrzymali±my wyra»enie pozwalaj¡ce zamieni¢ harmoniki sferyczne,
b¦d¡ce funkcjami wektora kartezja«skiego na funkcje Wignera w zmiennych KS.
Otrzymana zale»no±¢ przypomina znany zwi¡zek mi¦dzy harmonikami sferycznymi
a funkcjami Wignera

Y m
n (α, β) = (−1)m

(
(2n+ 1)

4π

) 1
2

Dn
m,0(α, β, γ), (2.28)

gdzie k¡t γ ma dowoln¡ warto±¢.
Wyprowadzaj¡c powy»sze równania, niestandardowo rozszerzyli±my de�nicj¦ funk-

cji Wignera, która w de�nicji (2.21) jest funkcj¡ kwaternionu jednostkowego (a wi¦c
punktu na trójwymiarowej sferze S3), a w ko«cowej postaci jest funkcj¡ dowolnego
kwaternionu v. Obie funkcje ª¡czy równo±¢

Dn
m,k(v) = |v|2nDn

m,k

(
v

|v|

)
. (2.29)

Ta de�nicja jest analogiczna do wspomnianych wcze±niej harmonik regularnych
(2.11) i na tej samej zasadzie mo»emy zde�niowa¢ odpowiednik nieregularnych har-
monik bryªowych (2.12)

En
m,k(v) = |v|−2(n+1)Dn

m,k

(
v

|v|

)
. (2.30)
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Analogia z harmonikami bryªowymi si¦ga gª¦biej i okazuje si¦ »e obie wprowadzone
funkcje (D i E) speªniaj¡ równanie Laplace'a w czterech wymiarach(

∂2

∂v2
0

+
∂2

∂v2
1

+
∂2

∂v2
2

+
∂2

∂v2
3

)
y(v0, v1, v2, v3) = 0. (2.31)

Wygodnym faktem jest te» wyst¦powanie w powy»szych wzorach pot¦g 2n oraz
−2(n + 1), gdy» je±li v jest kwaternionem KS to αr = |v|2 i harmoniki regularne i
nieregularne mo»na powi¡za¢ z funkcjamiD i E (caªy czas zakªadaj¡c, »e korzystamy
z transformacji z wektorem de�niuj¡cym skierowanym wzdªu» trzeciej osi ukªadu
wspóªrz¦dnych)

Rm
n (x) =α−n(−1)mDn

m,0(v), (2.32)

Imn (x) =α−n(−1)mEn
m,0(v). (2.33)

Dzi¦ki tym równo±ciom mo»liwe jest w prosty sposób przetransformowanie dowol-
nej funkcji wyra»onej przez harmoniki sferyczne w zmiennych kartezja«skich (x)
i wyra»enie jej przez zmienne KS (v). Ze wzgl¦du na symetri¦ wzgl¦dem obrotu
wokóª trzeciej osi ukªadu wspóªrz¦dnych, wyst¦puj¡c¡ w de�nicji harmonik sferycz-
nych, wykorzystujemy przy tym zmienne KS3 z wektorem de�niuj¡cym skierowanym
wzdªu» tej osi. Wykorzystanie innego zestawu zmiennych jest mo»liwe, ale wtedy
harmonika sferyczna zast¦powana byªaby kombinacj¡ liniow¡ funkcji Wignera.

2.4 Pochodne funkcji Wignera wzgl¦dem zmiennych

KS

Samo wyra»enie potencjaªu w zmiennych KS nie wystarcza do opisania dynamiki,
gdy» w równaniach ruchu wyst¦puj¡ pochodne potencjaªu wzgl¦dem tych zmiennych.
Potrzebne zatem b¦d¡ wzory pozwalaj¡ce obliczy¢ te pochodne, najlepiej w postaci
wyra»onej przez te same funkcje.

Do wyznaczenia pochodnych dowolnego rz¦du zastosowane b¦dzie podej±cie po-
dobne do u»ytego w pracy Métris, Xu i Wytrzyszczak [36] dla harmonik sferycznych
� u»yte b¦d¡ zespolone operatory ró»niczkowe, które dziaªaj¡c na funkcje specjalne
b¦d¡ zmieniaªby jej stopie« i rz¡d, a nast¦pnie poprzez odpowiednie kombinacje
tych operatorów otrzymamy wzory na dowolne pochodne tych funkcji. W tym celu
zde�niujmy cztery operatory

∂A =
1

2

(
∂

∂v0

+ i
∂

∂v3

)
,

∂B =
1

2

(
∂

∂v0

− i
∂

∂v3

)
, (2.34)

∂C =
1

2

(
∂

∂v2

+ i
∂

∂v1

)
,

∂D =
1

2

(
− ∂

∂v2

+ i
∂

∂v1

)
.

Operatory te dziaªaj¡c na funkcje Wignera zmieniaj¡ rz¡d i stopie« funkcji o 1
2
w
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nast¦puj¡cy sposób (wyprowadzenie tych równo±ci znajduje si¦ w dodatku B)

∂AD
n
k,m(v) =

√
n+m

√
n+ kD

n− 1
2

k− 1
2
,m− 1

2

(v),

∂BD
n
k,m(v) =

√
n−m

√
n− kDn− 1

2

k+ 1
2
,m+ 1

2

(v), (2.35)

∂CD
n
k,m(v) =

√
n+m

√
n− kDn− 1

2

k+ 1
2
,m− 1

2

(v),

∂DD
n
k,m(v) =

√
n−m

√
n+ kD

n− 1
2

k− 1
2
,m+ 1

2

(v),

oraz

∂AE
n
k,m(v) = −

√
n−m+ 1

√
n− k + 1E

n+ 1
2

k− 1
2
,m− 1

2

(v),

∂BE
n
k,m(v) = −

√
n+m+ 1

√
n+ k + 1E

n+ 1
2

k+ 1
2
,m+ 1

2

(v), (2.36)

∂CE
n
k,m(v) = −

√
n−m+ 1

√
n+ k + 1E

n+ 1
2

k+ 1
2
,m− 1

2

(v),

∂DE
n
k,m(v) = −

√
n+m+ 1

√
n− k + 1E

n+ 1
2

k− 1
2
,m+ 1

2

(v).

W ogólno±ci mo»emy zde�niowa¢ operator

∂(a,b,c,d) = ∂aA + ∂bB + ∂cC + ∂dD, (2.37)

b¦d¡cy zªo»eniem zde�niowanych wcze±niej operatorów. Jego dziaªanie na funkcje
Wignera zmienia rz¡d i stopie« tej funkcji

∂(a,b,c,d)D
n
k,m(v) =σ1(n, k,m, a, b, c, d)D

n− 1
2

(a+b+c+d)

k+ 1
2

(−a+b+c−d),m+ 1
2

(−a+b−c+d)
(v),

∂(a,b,c,d)E
n
k,m(v) =σ2(n, k,m, a, b, c, d)E

n+ 1
2

(a+b+c+d)

k+ 1
2

(−a+b+c−d),m+ 1
2

(−a+b−c+d)
(v). (2.38)

gdzie wspóªczynniki normalizuj¡ce wynosz¡

σ1(n,k,m, a, b, c, d) =

=

√
(n+m)!(n−m)!(n+ k)!(n− k)!

(n+m− a− c)!(n−m− b− d)!(n+ k − a− d)!(n− k − b− c)!
,

σ2(n,k,m, a, b, c, d) =

=

√
(n+m+ b+ d)!(n−m+ a+ c)!(n+ k + b+ c)!(n− k + a+ d)!

(n+m)!(n−m)!(n+ k)!(n− k)!
. (2.39)

Warto w tym momencie zauwa»y¢, »e dla dowolnego caªkowitego j dziaªaj¡c ope-
ratorami ∂(a+j,b+j,c−j,d−j) i ∂(a,b,c,d) na funkcje Wignera otrzymamy taki sam wynik.
Wynika to ze wspomnianego wcze±nie faktu, »e funkcje Wignera speªniaj¡ równanie
Laplace'a w czterech wymiarach (2.31), co w szczególno±ci oznacza »e

∂A∂BD
n
k,m(v) =∂C∂DD

n
k,m(v), (2.40)

∂A∂BE
n
k,m(v) =∂C∂DE

n
k,m(v). (2.41)
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Przedstawione równo±ci mo»na nast¦pnie wykorzysta¢ w celu uzyskania równa«
na pierwsze pochodne

∂

∂v0

Dn
k,m(v) =(∂A + ∂B)Dn

k,m(v) =

=
√
n+m

√
n+ kD

n− 1
2

k− 1
2
,m− 1

2

(v) +
√
n−m

√
n− kDn− 1

2

k+ 1
2
,m+ 1

2

(v),

∂

∂v1

Dn
k,m(v) =− i(∂C + ∂D)Dn

k,m(v) =

=− i
(√

n+m
√
n− kDn− 1

2

k+ 1
2
,m− 1

2

(v) +
√
n−m

√
n+ kD

n− 1
2

k− 1
2
,m+ 1

2

(v)
)
,

∂

∂v2

Dn
k,m(v) =(∂C − ∂D)Dn

k,m(v) =

=
√
n+m

√
n− kDn− 1

2

k+ 1
2
,m− 1

2

(v)−
√
n−m

√
n+ kD

n− 1
2

k− 1
2
,m+ 1

2

(v), (2.42)

∂

∂v3

Dn
k,m(v) =− i(∂A − ∂B)Dn

k,m(v) =

=− i
(√

n+m
√
n+ kD

n− 1
2

k− 1
2
,m− 1

2

(v) +
√
n−m

√
n− kDn− 1

2

k+ 1
2
,m+ 1

2

(v)
)
,

oraz

∂

∂v0

En
k,m(v) =(∂A + ∂B)En

k,m(v) =

=
√
n−m+ 1

√
n− k + 1E

n− 1
2

k− 1
2
,m− 1

2

(v) +
√
n+m+ 1

√
n+ k + 1E

n− 1
2

k+ 1
2
,m+ 1

2

(v),

∂

∂v1

En
k,m(v) =− i(∂C + ∂D)En

k,m(v) =

=− i
(√

n−m+ 1
√
n+ k + 1E

n− 1
2

k+ 1
2
,m− 1

2

(v) +
√
n+m− 1

√
n− k + 1E

n− 1
2

k− 1
2
,m+ 1

2

(v)
)
,

∂

∂v2

En
k,m(v) =(∂C − ∂D)En

k,m(v) =

=
√
n−m+ 1

√
n+ k + 1E

n− 1
2

k+ 1
2
,m− 1

2

(v)−
√
n+m+ 1

√
n− k + 1E

n− 1
2

k− 1
2
,m+ 1

2

(v),

(2.43)
∂

∂v3

En
k,m(v) =− i(∂A − ∂B)En

k,m(v) =

=− i
(√

n−m+ 1
√
n− k + 1E

n− 1
2

k− 1
2
,m− 1

2

(v) +
√
n+m+ 1

√
n+ k + 1E

n− 1
2

k+ 1
2
,m+ 1

2

(v)
)
.

Ró»niczkowanie powoduje zwi¦kszenie lub zmniejszenie rz¦du funkcji o 1
2
. W przy-

padku pochodnych wy»szych rz¦dów trzeba zªo»y¢ odpowiednie operatory, na przy-
kªad

∂2

∂v2
0

Dn
k,m(v) =

(
∂(2,0,0,0) + 2∂(1,0,0,1) + ∂(0,0,0,2)

)
Dn
k,m, (2.44)

a nast¦pnie zastosowa¢ równania (2.38).
Je±li pocz¡tkowo mamy do czynienia z funkcjami sferycznymi, którym odpowia-

daj¡ funkcje Wignera z jednym z dolnych indeksów równym zero, to ich pierwsze
pochodne wzgl¦dem poªo»e« KS, b¦d¡ wyra»one funkcjami stopnia poªówkowego.
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Drugie pochodne b¦d¡ znów wyra»aªy si¦ funkcjami stopnia caªkowitego (ró»ni¡-
cym si¦ od pierwotnego o ±1, w zale»no±ci od rodzaju funkcji). Ich dolne indeksy
niekoniecznie jednak b¦d¡ miaªy warto±¢ zero. Oznacza to, »e kolejne pochodne po-
tencjaªu wyra»onego przez harmoniki sferyczne wzgl¦dem zmiennych KS nie b¦d¡
wyra»one przez kombinacje liniowe harmonik sferycznych, tak jak to jest gdy ró»-
niczkujemy te funkcje wzgl¦dem zmiennych kartezja«skich (jak pokazaª Métris i in.
[36]). Jest to istotna niedogodno±¢, gdy» zwi¦ksza ona ilo±¢ funkcji które trzeba
obliczy¢. Je±li potencjaª jest kombinacj¡ liniow¡ funkcji Dn

m,0, to obliczenie jego

pochodnych b¦dzie wymagaªo obliczenia funkcji D
n− 1

2

m± 1
2
,± 1

2

, a drugie pochodne b¦d¡

wymagaªy dodatkowo obliczenia Dn−1
m,±1, D

n−1
m±1,±1, D

n−1
m±1,0. Dlatego warto zastosowa¢

pewne wªasno±ci i symetrie funkcji Wignera, które umo»liwi¡ skrócenie oblicze«.

2.5 Wªasno±ci funkcji Wignera i równania rekuren-

cyjne

Funkcje Wignera i harmoniki sferyczne maj¡ zastosowanie tak»e w �zyce � zwªasz-
cza w kwantowej teorii momentu p¦du. Dlatego wiele wªasno±ci tych funkcji zostaªo
dobrze zbadanych i mo»na je odnale¹¢ w publikacjach na ten temat. Ogromny zbiór
u»ytecznych wzorów mo»na znale¹¢ u Varshalovicha [46], a te, które b¦d¡ przydatne
w dalszych obliczeniach, zostan¡ przytoczone w tym podrozdziale. Niestety, funkcje
Wignera s¡ wyra»one tam poprzez k¡ty Eulera, dlatego je±li chcemy jest zastosowa¢
w przypadku potencjaªu wyra»onego przez zmienne KS, konieczne jest przeksztaª-
cenie ich do postaci, w której funkcje wyra»one s¡ przez elementy kwaternionu oraz
dostosowane do stosowania z wprowadzonymi tutaj funkcjami z kwaternionem nie-
jednostkowym1. Aby upewni¢ si¦, »e przej±cie ze zmiennych k¡towych b¦dzie wyko-
nane prawidªowo, porównamy najprostsze funkcje stopnia n = 1/2 (ªatwo popeªni¢
bª¡d poniewa» ró»ni autorzy stosuj¡ ró»ne konwencje oznacze«, dlatego takie po-
równanie pozwoli stworzy¢ pewnego rodzaju sªownik pozwalaj¡cy przej±¢ z jednego
zestawu zmiennych w drugi i przetªumaczy¢ potrzebne wzory na j¦zyk kwaternio-
nów). U Varshalovicha mamy

D
1/2
1/2,1/2(α, β, γ) = cos

β

2
e−i

α+γ
2 ,

D
1/2
−1/2,−1/2(α, β, γ) = cos

β

2
ei
α+γ
2 ,

D
1/2
1/2,−1/2(α, β, γ) =− sin

β

2
e−i

α−γ
2 , (2.45)

D
1/2
−1/2,1/2(α, β, γ) = sin

β

2
ei
α−γ
2 ,

1Wi¦kszo±¢ podanych dalej wzorów ma podobn¡ posta¢ dla obu funkcji Dn
m,k(v) i En

m,k(v),
dlatego aby unikn¡¢ niepotrzebnego dublowania, b¦d¡ wypisane tylko wzory dla funkcji D. Wzory
dla funkcji E mo»na ªatwo uzyska¢ mno»¡c obie strony równo±ci przez odpowiedni¡ pot¦g¦ |v|.
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natomiast korzystaj¡c z de�nicji (2.21) mamy

D
1/2
1/2,1/2(q) =q0 − iq3,

D
1/2
−1/2,−1/2(q) =q0 + iq3,

D
1/2
1/2,−1/2(q) =− iq1 + q2, (2.46)

D
1/2
−1/2,1/2(q) =− iq1 − q2,

co pozwala stwierdzi¢, »e

q0 = cos
β

2
cos

α + γ

2
,

q1 = − sin
β

2
sin

α− γ
2

,

q2 = − sin
β

2
cos

α− γ
2

, (2.47)

q3 = cos
β

2
sin

α + γ

2
.

Dodatkowo trzeba pami¦ta¢, »e stosujemy niestandardow¡ de�nicj¦ funkcji Wignera,
w której kwaternion nie musi by¢ kwaternionem jednostkowym � wykorzystana zo-
staªa do tego wªasno±¢, »e funkcje te s¡ jednorodnymi wielomianami skªadowych
kwaternionu stopnia 2n. Trzeba to uwzgl¦dni¢, przez co w niektórych równaniach
konieczne jest przemno»enie niektórych skªadników przez norm¦ kwaternionu pod-
niesion¡ do odpowiedniej pot¦gi.

Jedn¡ z najbardziej u»ytecznych wªasno±ci jest symetria

Dn
m,k(v) = (−1)m−k

(
Dn
−m,−k

)∗
(v), (2.48)

dzi¦ki której mo»emy ograniczy¢ si¦ do obliczenia funkcji i jej pochodnych z jednym
z indeksów nieujemnym, a pozostaªe uzyska¢ poprzez sprz¦»enie zespolone. Tym
samym zmniejszamy ilo±¢ potrzebnych oblicze« niemal o poªow¦.

W praktyce obliczanie warto±ci funkcji specjalnych ró»nego stopnia i rz¦du ko-
rzystaj¡c jedynie z de�nicji jest nieefektywne. Du»o lepiej jest skorzysta¢ z odpo-
wiednich równa« rekurencyjnych, pozwalaj¡cych wyznaczy¢ funkcj¦ wy»szego stop-
nia znaj¡c warto±¢ tej funkcji dla ni»szego stopnia. W przypadku funkcji Wignera
mamy do czynienia z dwoma rodzajami funkcji: stopnia caªkowitego i poªówkowego.

48



Poni»sze równania pozwalaj¡ powi¡za¢ je ze sob¡

(2n+ 1)(q0 + iq3)Dn
k,m(q) = |q|2

√
(n+ k)(n+m)D

n− 1
2

k− 1
2
,m− 1

2

(q)

+
√

(n− k + 1)(n−m+ 1)D
n+ 1

2

k− 1
2
,m− 1

2

(q)

(2n+ 1)(q0 − iq3), Dn
k,m(q) = |q|2

√
(n− k)(n−m)D

n− 1
2

k− 1
2
,m+ 1

2

(q)

+
√

(n+ k + 1)(n+m+ 1)D
n+ 1

2

k+ 1
2
,m+ 1

2

(q)

(2n+ 1)(−q2 − iq1), Dn
k,m(q) = −|q|2

√
(n+ k)(n−m)D

n− 1
2

k− 1
2
,m+ 1

2

(q)

+
√

(n+ k + 1)(n−m+ 1)D
n+ 1

2

k− 1
2
,m+ 1

2

(q) (2.49)

(2n+ 1)(q2 − iq1), Dn
k,m(q) = −|q|2

√
(n− k)(n+m)D

n− 1
2

k+ 1
2
,m− 1

2

(q)

+
√

(n− k + 1)(n+m+ 1)D
n+ 1

2

k− 1
2
,m+ 1

2

(q).

Z tych wzorów mo»na uzyska¢ bardziej praktyczne równo±ci

1

|q|
Dn
k,m(q) =

√
n− k
n−m

(q0 + iq3)D
n− 1

2

k+ 1
2
,m+ 1

2

(q)

+

√
n+ k

n−m
(q2 − iq1)D

n− 1
2

k− 1
2
,m+ 1

2

(q), (m 6= n), (2.50)

1

|q|
Dn
k,m(q) =

√
n− k
n+m

(−q2 − iq1)D
n− 1

2

k+ 1
2
,m− 1

2

(q)

+

√
n+ k

n+m
(q0 − iq3)D

n− 1
2

k− 1
2
,m− 1

2

(q), (m 6= −n),

które pozwalaj¡ obliczy¢ warto±¢ funkcji znaj¡c jedynie funkcje stopnia ni»szego o
1/2.

Jest to u»yteczne, gdy» do obliczenia pochodnej funkcji Wignera u»ywana jest
warto±¢ tej funkcji stopnia i rz¦du ró»nego o ±1

2
. Je±li potencjaª w zmiennych kar-

tezja«skich byª wyra»ony przez harmoniki sferyczne Y n
m, to w zmiennych KS b¦dzie

on wyra»ony przez funkcje Wignera Dn
m,0. Je±li znana jest warto±¢ tych funkcji dla

okre±lonego stopnia n i wszystkich mo»liwych warto±ci m, to korzystaj¡c z tych

równo±ci mo»na wyznaczy¢ warto±ci funkcji D
n+ 1

2

m± 1
2
,± 1

2

, które to s¡ potrzebne do wy-

liczenia pochodnych zgodnie z równaniami wyprowadzonymi w podrozdziale 2.4. Co
wi¦cej, je±li potrzebne s¡ drugie lub dalsze pochodne, proces ten mo»na powtórzy¢
otrzymuj¡c potrzebne funkcje z ostatnim indeksem równym ±1 lub wy»szym.

Poza wzorami pozwalaj¡cymi zmieni¢ stopnie« o poªow¦, istnieje te» wzór reku-
rencyjny umo»liwiaj¡cy pomini¦cie funkcji stopnia poªówkowego

Dn
k,m(q) =

(n)(2n− 1)√
(n2 − k2)(n2 −m2)

(
(q2

0 − q2
1 − q2

2 + q2
3)− km

n(n− 1)
|q|2
)
Dn−1
k,m (q)

−
n
√

((n− 1)2 − k2)((n− 1)2 −m2)

(n− 1)
√

((n− 1)2 −m2)((n− 1)2 − k2)
|q|4Dn−2

k,m (q), (2.51)
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którego nie mo»na stosowa¢ dla m = ±n i k = ±n. W takich przypadkach trzeba
skorzysta¢ z

Dn
n,m(q) =

√
2n(2n− 1)

n2 −m2
(q0 − iq3)(−iq1 − q2)|q|2Dn−1

n−1,m(q),

Dn
−n,m(q) =

√
2n(2n− 1)

n2 −m2
(q0 + iq3)(−iq1 + q2)|q|2Dn−1

−(n−1),m(q),

Dn
k,n(q) =

√
2n(2n− 1)

n2 − k2
(q0 − iq3)(−iq1 + q2)|q|2Dn−1

k,n−1(q), (2.52)

Dn
k,−n(q) =

√
2n(2n− 1)

n2 − k2
(q0 + iq3)(−iq1 − q2)|q|2Dn−1

k,−(n−1)(q),

a gdy oba dolne indeksy przyjmuj¡ warto±ci ekstremalne � z równa«, które maj¡
bardzo prost¡ posta¢

Dn
n,n(q) =(q0 − iq3)2Dn−1

n−1,n−1(q),

Dn
−n,−n(q) =(q0 + iq3)2Dn−1

−(n−1),−(n−1)(q),

Dn
n,−n(q) =(−iq1 − iq2)2Dn−1

n−1,−(n−1)(q), (2.53)

Dn
−n,n(q) =(−iq1 + iq2)2Dn−1

−(n−1),n−1(q).

Wykorzystuj¡c te równania mo»na stworzy¢ algorytm pozwalaj¡cy rekurencyjnie
oblicza¢ funkcje Wignera. Dla funkcji stopnia caªkowitego ogólna procedura mo»e
wygl¡da¢ nast¦puj¡co:

• ustawienie D0
0,0 = 1 oraz wyliczenie funkcji stopnia pierwszego (D1

k,m) z odpo-
wiednich równa« rekurencyjnych,

• wyliczenie funkcji kolejnych stopni n, wykorzystuj¡c znane funkcje stopnia
n− 1 i n− 2.

Natomiast dla funkcji poªówkowych:

• ustawienie D1/2
±1/2,±1/2 zgodnie z (2.46) oraz wyliczenie funkcji stopnia 3/2 z

odpowiednich równa« rekurencyjnych,

• wyliczenie funkcji kolejnych stopni n, wykorzystuj¡c znane funkcje stopnia
n− 1 i n− 2.

W zastosowaniu do perturbacji opisywanych harmonikami sferycznymi, potrzebne
b¦d¡ najcz¦±ciej funkcje z drugim dolnym indeksem równym zero oraz jej pierwsza
i czasem druga pochodna, wi¦c niepotrzebne jest wyznaczanie wszystkich mo»li-
wych funkcji (których liczba byªaby proporcjonalna do n3). Zamiast tego mo»na
ograniczy¢ si¦ do funkcji caªkowitego stopnia z drugim indeksem równym zero, gdy»
równania rekurencyjne nie wymagaj¡ znajomo±ci pozostaªych. Co wi¦cej, wystarczy
znale¹¢ funkcje z pierwszym dolnym indeksem nieujemnym i skorzysta¢ z symetrii
(2.48). Nast¦pnie, do wyznaczenie pierwszych pochodnych, potrzebne funkcje po-
ªówkowe mo»na wyznaczy¢ rekurencyjnie (ograniczaj¡c si¦ tylko do funkcji z drugim
dolnym indeksem 1/2, a te z indeksem −1/2 wyznaczy¢ korzystaj¡c z symetrii) albo
wykorzystuj¡c równania (2.50). W podobny sposób mo»na obliczy¢ funkcje z drugim
dolnym indeksem równym ±1, potrzebne do obliczenia drugich pochodnych.
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2.6 Geopotencjaª

W zagadnieniu ruchu sztucznego satelity najistotniejsz¡ siª¡ zaburzaj¡c¡ jest zabu-
rzenie wynikaj¡ce z nieizotropowego rozkªadu masy ciaªa wokóª którego odbywa si¦
ruch (w tym przypadku Ziemi). Potencjaª tego zaburzenia najcz¦±ciej przedstawia
si¦ jako

Hgeo = −µ
r

∞∑
n=0

n∑
m=0

(
R0

r

)n
Pm
n (cos θ) (Cn,m cosmλ+ Sn,m sinmλ) . (2.54)

K¡ty θ i λ to odlegªo±¢ od bieguna póªnocnego i dªugo±¢ geogra�czna, R0 to promie«
równikowy Ziemi, a Cn,m i Sn,m to wspóªczynniki stopnia n i rz¦dum danego modelu
pola grawitacyjnego. Pm

n to stowarzyszona funkcja Legendre'a. W praktyce, ze
wzgl¦du na sko«czony czas oblicze« i sko«czon¡ wielko±¢ modelu pola grawitacyjnego
sumowanie trzeba zako«czy¢ na jakiej± okre±lonej warto±ci nmax. Wspóªczynniki
potencjaªu o stopniu i rz¦dzie n = m = 0, odpowiadaj¡ ruchowi keplerowskiemu,
a przy ukªadzie wspóªrz¦dnych, którego ±rodek znajduje si¦ w ±rodku masy, mamy
C1,m = S1,m = 0, tak wi¦c pierwsze sumowanie odbywa si¦ od n = 2 do n = nmax.
Cz¦sto korzysta si¦ ze znormalizowanych wspóªczynników geopotencjaªu C̄n,m, S̄n,m,
ze wspóªczynnikiem normalizacyjnym

Nn,m =

√
(n−m)!(2n+ 1)(2− δ0,m)

(n+m)!
. (2.55)

Je±li u»ywamy wspóªczynników znormalizowanych, dla których

Cn,m = Nn,mC̄n,m, Sn,m = Nn,mS̄n,m, (2.56)

to funkcj¦ Legendre'a w (2.54) zast¦puje si¦ funkcj¡ znormalizowan¡

P̄m
n = Nn,mP

m
n . (2.57)

Dzi¦ki normalizacji wspóªczynniki geopotencjaªu maj¡ zbli»ony rz¡d wielko±ci nawet
dla du»ych warto±ci n i m. Ma to du»e znaczenie przy obliczeniach numerycznych,
gdy» mo»e wpªywa¢ na ich dokªadno±¢.

Geopotencjaª mo»na wyrazi¢ przez harmoniki sferyczne; wymaga to u»ycia ze-
spolonych wspóªczynników potencjaªu

Jn,m = C̄n,m − iS̄n,m. (2.58)

Pozwala to zapisa¢ potencjaª jako

Hgeo = −
√

4πµ
∞∑
n=2

n∑
m=0

√
2− δ0,m (R0)n r−(n+1)<(Jn,mY

m
n (λ, θ)). (2.59)

Je±li oznaczymy Jn,−m = (−1)mJ∗n,m = (−1)m (Cn,m − iSn,m), to potencjaª mo»na
przedstawi¢ jako

Hgeo =
√

4πµ
∞∑
n=2

n∑
m=−n

(R0)n r−(n+1)(2− δ0,m)−
1
2 (Jn,mY

m
n (λ, θ)). (2.60)
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Zmienne k¡towe θ i λ mo»na zast¡pi¢ wektorem kartezja«skim x = (x1, x2, x2) w
równikowym ukªadzie wspóªrz¦dnych (wprowadzaj¡c przy tym obracaj¡cy si¦ ukªad
wspóªrz¦dnych z obrotem wokóª trzeciej osi z pr¦dko±ci¡ równ¡ pr¦dko±ci obrotowej
Ziemi), korzystaj¡c z relacji

cos θ =
x3

r
, exp imλ =

(
x1 + ix2√
x2

1 + x2
2

)m

, (2.61)

a nast¦pnie przeprowadzaj¡c transformacj¦ KS otrzymujemy

Hgeo = µ
∞∑
n=2

n∑
m=−n

(R0)n
√

2n+ 1

2− δ0,m

r−(n+1)Jn,mD
n
m,0

(
v

|v|

)
. (2.62)

W tym miejscu warto zastosowa¢ funkcj¦ E, przeksztaªcaj¡c hamiltonian do postaci

Hgeo = µ
∞∑
n=2

n∑
m=−n

(R0)n
√

2n+ 1

2− δ0,m

αn+1Jn,mE
n
m,0 (v) . (2.63)

W ten sposób geopotencjaª jest wyra»ony jako kombinacja liniowa funkcji Wignera
En
m,0(v). Taka posta¢ geopotencjaªu umo»liwia obliczanie jego pochodnych stosuj¡c

wzory na pochodne funkcji Wignera wprowadzone w podrozdziale 2.4.

2.7 Potencjaª perturbacji wywoªanych przez trzecie

ciaªo

Poza zaburzeniami wynikaj¡cymi z niesferycznego rozkªadu masy wewn¡trz Ziemi, w
ruchu sztucznego satelity istotnymi perturbacjami s¡ perturbacje lunisolarne, czyli
grawitacyjne oddziaªywanie Sªo«ca i Ksi¦»yca. Grawitacja oddziaªuje bezpo±red-
nio na satelit¦, ale tak»e po±rednio poprzez oddziaªywanie grawitacyjne na Ziemi¦.
W skutek tego oddziaªywania ukªad wspóªrz¦dnych, którego ±rodek znajduje si¦ w
±rodku masy Ziemi, jest ukªadem nieinercjalnym. Przyspieszenie jakiemu ulega sa-
telita wzgl¦dem Ziemi wskutek grawitacji trzeciego ciaªa b¦dzie wi¦c ró»nic¡ oddzia-
ªywania bezpo±redniego i przyspieszenia ±rodka ukªadu wspóªrz¦dnych. Potencjaª
oddziaªywania bezpo±redniego trzeciego ciaªa, Hb wynosi

Hb = −GM
||∆||

. (2.64)

G jest staª¡ grawitacji, a M to masa trzeciego ciaªa2. Wektor ∆ opisuje poªo»enie
trzeciego ciaªa wzgl¦dem satelity (rysunek 2.1). Je±li R to poªo»enie trzeciego ciaªa
wzgl¦dem Ziemi, to

∆ = R− r. (2.65)

Oddziaªywanie po±rednie ma potencjaª

Hp = GM
R · r
||R||3

, (2.66)

2gdy mówimy o konkretnym ciele, b¦dzie stosowany odpowiedni indeks dolny przy dotycz¡cych
go wielko±ciach, na przykªad M� i R� b¦d¡ oznacza¢ odpowiednio mas¦ i poªo»enie Sªo«ca
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a ª¡czny potencjaª oddziaªywania trzeciego ciaªa wynosi

H3 = Hb +Hp = −GM
(

1

||∆||
− R · r
||R||3

)
. (2.67)

Potencjaª Hb mo»na rozpisa¢ jako

Hb = − GM√
||r||2 + ||R||2 − 2R · r

= −GM
R

1√
1 +

(
r
R

)2 − 2
(
r
R

)
R̂ · r̂

. (2.68)

Je±li rozwiniemy w szereg Taylora powy»sz¡ równo±¢ wzgl¦dem ilorazu r
R
w otoczeniu

zera, to otrzymamy potencjaª wyra»ony poprzez wielomiany Legendre'a

Hb = −GM
R

∞∑
n=0

( r
R

)n
Pn(R̂ · r̂). (2.69)

W tym szeregu wyraz n = 1 jest równy co do warto±ci bezwzgl¦dnej oddziaªywaniu
po±redniemu trzeciego ciaªa, ale ma przeciwny znak. Z kolei wyraz z n = 0 (równy
−GM

R
) zale»y jedynie od odlegªo±ci mi¦dzy Ziemi¡ a trzecim ciaªem, wi¦c jest on

jawn¡ funkcj¡ czasu. Je±li nie korzystamy z rozszerzonej przestrzeni fazowej, wyraz
ten nie ma wpªywy na równania ruchu i mo»e by¢ pomini¦ty, co oznacza »e ª¡czne
oddziaªywanie grawitacyjne trzeciego ciaªa b¦dzie zawieraªo sumowanie od n = 2

H3 = −GM
R

∞∑
n=2

( r
R

)n
Pn(R̂ · r̂). (2.70)

Troch¦ wi¦cej ostro»no±ci wymagane jest przy usuni¦ciu wyrazu z n = 0 w przy-

Rysunek 2.1: Wektory r, R i ∆.

padku stosowania rozszerzonej przestrzeni fazowej oraz regularyzacji. Je±li wyraz ten
nie b¦dzie pomini¦ty, wpªynie on na pocz¡tkow¡ warto±¢ energii (V ∗). Sam wyraz
zacznie te» wpªywa¢ na równania ruchu dla zmiennych, poniewa» zostanie przemno-
»ony przez czynnik regularyzuj¡cy zale»ny od poªo»e« (na przykªad 4r

α
). Co wi¦cej,

warto±¢ tego wyrazu mo»e by¢ du»a, na przykªad w przypadku oddziaªywania Sªo«ca
na satelit¦ mo»e ona przekracza¢ warto±¢ cz¦±ci keplerowskiej hamiltonianu (opisu-
j¡cej niezaburzony ruch satelity wokóª Ziemi). Mo»e to w istotny sposób wpªywa¢ na
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dokªadno±¢ niektórych numerycznych metod propagacji orbity, zwªaszcza gdy sto-
sowany integrator numeryczny zakªada, »e mamy do czynienia z zaburzeniem, które
jest niewielkie (jak integrator Laskara Robutela opisywany w nast¦pnym rozdziale).
Z tego powodu skªadnik n = 0 powinien by¢ pomini¦ty. Odnosi si¦ to tak»e do sy-
tuacji, kiedy hamiltonian nie jest rozwijany w szereg Taylora. Wtedy przyjmujemy,
»e

H3 = Hb +Hp = −GM
(

1

∆
− 1

R
− R · r

R3

)
. (2.71)

Niestety, takie podej±cie ma pewn¡ istotn¡ wad¦. W powy»szym równaniu mamy
do czynienia z odejmowaniem bliskich sobie liczb. Je±li trzecie ciaªo jest odlegªe
(odlegªo±¢ satelity od Ziemi r jest du»o mniejsza od odlegªo±ci trzeciego ciaªa R) to
wyrazy 1

∆
i 1
R
s¡ tego samego rz¦du wielko±ci, a ich ró»nica ma z kolei zbli»ony rz¡d

wielko±ci do wyrazu R·r
R3 . Powoduje to utrat¦ miejsc znacz¡cych w wypadku oblicze«

numerycznych. Problem ten mo»na rozwi¡za¢ stosuj¡c przeksztaªcenie

1

∆
− 1

R
=
R−∆

R∆
=

R2 −∆2

R∆ (R + ∆)
, (2.72)

a nast¦pnie wstawiaj¡c ∆2 = R2 + r2 − 2R · r

1

∆
− 1

R
=

2R · r− r2

R∆ (R + ∆)
. (2.73)

W ten sposób mo»na usun¡¢ odejmowanie dwóch bliskich liczb, które byªy rz¦du
1/R, dostaj¡c w wyniku wyra»enie rz¦du 1/R2. Odejmowanie 2R ·r−r2 nie jest tak
problematyczne, gdy» oba wyrazy maj¡ na ogóª ró»ny rz¡d wielko±ci. Kolejnym kro-
kiem mo»e by¢ poª¡czenie tej ró»nicy z wyrazem oddziaªywania po±redniego (R·r

R3 ).
Wyraz ten jest rz¦du 1/R2, takiego samego jak uzyskana wcze±niej ró»nica i znowu
nast¦puje odejmowanie bliskich sobie liczb. Post¦puj¡c podobnie jak poprzednio
mo»na doprowadzi¢ caªe wyra»enie do postaci rz¦du 1/R3

2R · r− r2

R∆ (R + ∆)
− R · r

R3
= − r2

R∆ (R + ∆)
+ R · r

(
2

R∆ (R + ∆)
− 1

R3

)
. (2.74)

Wyra»enie w nawiasie przeksztaªcamy dalej, otrzymuj¡c

2

R∆ (R + ∆)
− 1

R3
=

(2R + ∆)(R−∆)

R3∆ (R + ∆)
=

(2R + ∆)(R2 −∆2)

R3∆ (R + ∆)2 (2.75)

=
(2R + ∆)(2R · r− r2)

R3∆ (R + ∆)2 .

Po tych przeksztaªceniach potencjaª ma posta¢, w której skªada si¦ on z wyrazów
rz¦du 1/R3:

H3 = −GM
(
− r2

R∆ (R + ∆)
+

R · r(2R + ∆)(2R · r− r2)

R3∆ (R + ∆)2

)
. (2.76)

Unikamy w ten sposób problemu odejmowania bliskich liczb, bez konieczno±ci roz-
wijania potencjaªu w szereg, które spowodowaªoby znaczne wydªu»enie oblicze«.
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2.8 Rozwini¦cie w szereg

Rozwini¦cie potencjaªu trzeciego ciaªa w szereg mo»e by¢ u»yteczne w przypadku
rozwa»a« analitycznych. Dlatego wychodz¡c z równania (2.71) mo»emy dalej prze-
ksztaªci¢ ten szereg tak, aby uzyska¢ posta¢ dogodn¡ do dalszych oblicze«. Pierw-
szym krokiem b¦dzie rozdzielenie iloczynu skalarnego dwóch wersorów. W tym celu
wykorzystana zostanie wªasno±¢

Pn(û · v̂) =
4π

2n+ 1

n∑
m=−n

Y m∗
n (û|ε)Y m

n (v̂|ε), (2.77)

która pozwala zamieni¢ wielomian Legendre'a na sum¦ iloczynów dwóch funkcji
sferycznych od obu wersorów, przy czym oba wersory musz¡ by¢ opisywane w tym
samym dowolnie wybranym ukªadzie odniesienia ε. W przypadku ruchu sztucznego
satelity, gdy uwzgl¦dniamy geopotencjaª, dogodnym wyborem b¦dzie wybór ukªadu
równikowego eq

H3 = −GM
R

∞∑
n=2

( r
R

)n 4π

2n+ 1

n∑
m=−n

Y m∗
n (R̂|eq)Y m

n (r̂|eq). (2.78)

Nast¦pnie mo»emy wprowadzi¢ harmoniki bryªowe

H3 = −GM
∞∑
n=2

n∑
m=−n

Im∗n (R|eq)Rm
n (r|eq) (2.79)

oraz, tak jak dla geopotencjaªu, zamieni¢ funkcj¦ sferyczn¡ na funkcj¦ Wignera
zmiennych KS

H3 = −GM
∞∑
n=2

n∑
m=−n

(−1)mα−nIm∗n (R|eq)Dm
n (v). (2.80)

Dzi¦ki temu przeksztaªceniu, potencjaª trzeciego ciaªa wyra»ony jest jako wielomian
zmiennych KS, co uªatwi ewentualne wprowadzenie zmiennych typu k¡t dziaªanie.
Funkcja Im∗n (R|eq) zale»y tylko od poªo»enia trzeciego ciaªa, jest wi¦c jawnie za-
le»na od czasu. Niekiedy wygodnie b¦dzie zmieni¢ ukªad odniesienia tej funkcji na
zwi¡zany z orbit¡ trzeciego ciaªa, stosuj¡c równanie (2.17) i funkcje Wignera.

�¡czny potencjaª oddziaªywania grawitacyjnego wynikaj¡cego z geopotencjaªu
oraz wpªywu ciaª trzecich daje si¦ wi¦c wyrazi¢ jako kombinacja liniowa dwóch
rodzajów funkcji Wignera. Wspóªczynniki tej kombinacji mog¡ by¢ jawnie zale»ne
od czasu, czyli w przestrzeni rozszerzonej od dodatkowej zmiennej v∗.

2.9 Ci±nienie promieniowania

Poza zaburzeniami wynikaj¡cymi z dziaªania siªy grawitacji, na ruch sztucznego
satelity wpªywaj¡ tak»e siªy niegrawitacyjne. Poza oporem atmosfery, istotnym od-
dziaªywaniem jest ci±nienie promieniowania elektromagnetycznego padaj¡cego na
satelit¦. Wi¦kszo±¢ tego promieniowania to padaj¡ce bezpo±rednio promieniowanie
sªoneczne. Siªa oddziaªywania zale»y od wielko±ci o±wietlonej powierzchni satelity
i jej odlegªo±ci od Sªo«ca. Dokªadne wyznaczenie tej siªy wymaga wi¦c znajomo±ci
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ksztaªtu oraz orientacji w przestrzeni badanego obiektu, co wykracza poza zakres
tej pracy. Dlatego konieczne jest stosowanie pewnego przybli»enia. Zgodnie z Mon-
tenbruckiem i in. [37], przyspieszenie wywoªywane przez ci±nienie promieniowania
ẍ mo»na przedstawi¢ jako

ẍ = −P�CR
A

m

∆�
∆3
�
(1 au)2, (2.81)

gdzie P� to warto±¢ ci±nienia promieniowania w odlegªo±ci 1 au od Sªo«ca, która
wynosi

P� ≈ 4.56× 10−6 N
m2

, (2.82)

wspóªczynnik CR = 1 + ε, gdzie ε opisuje jaka cz¦±¢ promieniowania jest odbijana
przez powierzchni¦. Oddziaªywanie to zale»y od stosunku powierzchni A do masy
m, co oznacza na ogóª, »e jest silniejsze dla mniejszych obiektów (masa skaluje si¦ z
trzeci¡ pot¦g¡ rozmiaru, a powierzchnia z jego kwadratem). Dla takiego oddziaªy-
wania mo»emy zde�niowa¢ potencjaª

HRAD = P�CR
A

m

(1au)2

∆�
, (2.83)

który ma niemal identyczn¡ posta¢ co potencjaª bezpo±redniego oddziaªywania gra-
witacyjnego Sªo«ca, ró»ni si¦ jedynie staªym czynnikiem, który dodatkowo ma prze-
ciwny znak. W porównaniu z oddziaªywaniem grawitacyjnym nie wyst¦puje tutaj
oddziaªywanie po±rednie, gdy» wpªyw ci±nienia promieniowania na Ziemi¦ jest zni-
komy. �¡czne oddziaªywanie grawitacyjne i wynikaj¡ce z ci±nienia promieniowania
bywa nazywane oddziaªywaniem fotograwitacyjnym.

Dla perturbacji wywoªywanych przez ci±nienie promieniowania pojawia si¦ jesz-
cze jedno, niekiedy istotne zjawisko � efekt cienia. Przez pewien okres czasu satelita
mo»e znajdowa¢ si¦ w cieniu Ziemi, to znaczy Ziemia znajduje si¦ mi¦dzy satelit¡
a Sªo«cem, przez co promieniowanie nie dociera do satelity. Uwzgl¦dnienie tego
zjawiska wymaga pomno»enia siªy pochodz¡cej od ci±nienia promieniowania przez
dodatkowy czynnik, funkcj¦ cienia. Najprostszy model takiego cienia zakªada, »e
cie« ma ksztaªt walca o ±rednicy równaj ±rednicy Ziemi. Dla takiego modelu funkcja
cienia przyjmuje warto±¢ 0 gdy satelita znajduje si¦ w cieniu i 1 poza nim. Istniej¡
te» dokªadniejsze, bardziej realistyczne modele w których cie« ma ksztaªt sto»ka w
±rodku którego Sªo«ce jest caªkowicie przesªoni¦te, a wokóª niego znajduje si¦ strefa
póªcienia. Wtedy w takim póªcieniu funkcja cienia przyjmuje warto±ci mi¦dzy ze-
rem a jeden. Istotnym problemem jest to »e funkcja cienia nie jest funkcj¡ ci¡gª¡
(w przypadku prostego modelu walcowego), albo nie jest funkcj¡ gªadk¡ (dla mo-
delu z póªcieniem). Z tego powodu jej uwzgl¦dnienie mo»e by¢ niekiedy kªopotliwe,
zwªaszcza dla stosowanego w tej pracy formalizmu kanonicznego. Rozwi¡zanie tego
problemu zaproponowali Hubaux i in. [26] przybli»aj¡c funkcj¦ cienia pewn¡ funkcj¡
ci¡gª¡.

Okres czasu w którym satelita przebywa w cieniu zale»y od parametrów jego
orbity. W przypadku niskich orbit ten czas jest dªugi w porównaniu do okresu
orbitalnego i tylko satelity o bardzo du»ym nachyleniu orbity wzgl¦dem ekliptyki
mog¡ w ogóle nie wej±¢ w cie« w trakcie caªego obiegu. Obiekty na orbitach o
du»ej póªosi wielkiej przez krótsz¡ cz¦±¢ swojego okresu obiegu znajduj¡ si¦ w cieniu
caªkowitym, a dla wielu przypadków nie wchodz¡ w niego w ogóle.
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Rozdziaª 3

Zastosowanie zmiennych KS do

caªkowania numerycznego orbit

sztucznych satelitów

3.1 Metoda podziaªu

Symplektyczne metody caªkowania numerycznego to metody wykorzystuj¡ce specy-
�czne wªasno±ci ukªadów kanonicznych. Najwa»niejsz¡ cech¡ tych metod jest przy-
blio»one zachowanie funkcji Hamiltona opisuj¡cej dany ukªad dynamiczny � bª¡d w
warto±ci funkcji Hamiltona podczas caªkowania ma charakter quasi-okresowy i nie
posiada trendu wiekowego innego ni» spowodowany bª¦dem zaokr¡glenia. Dzi¦ki
temu metody te s¡ stabilne i mog¡ by¢ wykorzystywane do caªkowania orbit na
dªugim odcinku czasu [22].

Niech H(q,Q) b¦dzie funkcj¡ Hamiltona pewnego ukªadu kanonicznego z poªo-
»eniami q i p¦dami Q. Równania ruchu dla tego ukªadu mo»na zapisa¢ jako

q̇i = {qi,H} =
∂H
∂Qi

, Q̇i = {Qi,H} = −∂H
∂qi

. (3.1)

Nawias klamrowy oznacza kanoniczny nawias Poissona. Mo»na te równania zapisa¢
wykorzystuj¡c operator ró»niczkowy LX , zwany pochodn¡ Liego, zde�niowany jako

LXf = {f,X} , (3.2)

gdzie f i X s¡ funkcjami zmiennych kanonicznych. Równania ruchu mo»na zapisa¢
za pomoc¡ tego operatora jako

q̇i = LHQi, Q̇i = LHqi. (3.3)

Formalnym rozwi¡zaniem takiego ukªadu równa« jest

qi(t) = exp tLHqi(0), Qi(t) = exp tLHQi(0). (3.4)

Znalezienie operatora exp tLH oznacza rozwi¡zanie ukªadu równa« i jest mo»liwe
tylko w przypadku ukªadów caªkowalnych.

Metoda podziaªu, b¦d¡ca przykªadem metody symplektycznej, zakªada, »e Ha-
miltonian H(q,Q) mo»e zosta¢ podzielny na sum¦ dwóch cz¦±ci: jednej zale»nej
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tylko od p¦dów, a drugiej zale»nej od poªo»e«, czyli H(q,Q) = T (Q) +V (q). Trak-
towane jako osobny ukªad kanoniczne, q,Q, T (Q) oraz q,Q, V (Q) s¡ caªkowalne i
posiadaj¡ znane rozwi¡zania. W pierwszym przypadku mamy równania ruchu

q̇ = {q, T (Q)} , Q̇ = {Q, T (Q)} = 0, (3.5)

a rozwi¡zaniem jest

q(t) = q(0) + {q, T (Q)} t, Q(t) = Q(0). (3.6)

Analogicznie, drugi ukªad ma równania

q̇ = {q, V (q)} = 0, Q̇ = {Q, V (q)} , (3.7)

z rozwi¡zaniem

q(t) =q(0), Q(t) =Q(0) + {Q, V (q)} t. (3.8)

Rozwi¡zania tych równa« pozwalaj¡ zde�niowa¢ operatory symplektyczne exp tLT i
exp tLV . Metoda podziaªu polega na przybli»eniu prawdziwego rozwi¡zania ukªadu
równa«, wyra»onego przez operator exp tLH, poprzez odpowiednie zªo»enie pewnej
liczby operatorów exp tjLT i exp tjLV , na przykªad

exp tLH ≈ exp t1LT ◦ exp t2Lv ◦ . . . exp tn−1LT ◦ exp tnLv. (3.9)

Pojedynczy krok caªkowania polega wi¦c na naprzemiennym stosowaniu tych ope-
ratorów z odpowiednio dobranymi krokami tj.

Najprostszym przykªadem takiej metody jest symplektyczna metoda Eulera. Po-
jedynczy krok caªkowania o dªugo±ci t = h polega na zastosowaniu operatora

exphLH ≈ exphLV ◦ exphLT . (3.10)

Sprowadza si¦ to w n-tym kroku do zmiany p¦dów

Qi(nh) = Qi((n− 1)h)− h∂V
∂qi

((n− 1)h) , (3.11)

a nast¦pnie zmiany poªo»e«

qi(nh) = qi((n− 1)h) + h
∂T

∂Qi

(nh) . (3.12)

Ró»ni si¦ to od klasycznej metody Eulera tym, »e w klasycznej mieliby±my

qi(nh) = qi((n− 1)h) + h
∂T

∂Qi

((n− 1)h) . (3.13)

Podziaª na T i V jest mo»liwy dla wielu ukªadów dynamicznych i zazwyczaj
oznacza podziaª na energi¦ kinetyczn¡ i potencjaln¡. Stosowanie metody podziaªu
nie ogranicza si¦ jednak jedynie do takiego przypadku. W ogólno±ci, je±li hamilto-
nian H mo»emy podzieli¢ na sum¦ dwóch skªadników H1 i H2, które osobno tworz¡
ukªady caªkowalne ze znanymi rozwi¡zaniami, to tak»e mo»na zastosowa¢ t¦ metod¦.
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3.2 Integrator Laskara-Robutela

Symplektyczna metoda Eulera jest prosta w implementacji, ale aby uzyska¢ lepsza
dokªadno±¢ przy dªu»szych krokach caªkowania, lepiej jest stosowa¢ metody wy»-
szych rz¦dów. Laskar i Robutel [32] opisali rodzin¦ takich metod.

Niech funkcja Hamiltona ma posta¢ H = A+ εB, gdzie hamiltonian dzielimy na
dwa skªadniki A i εB, a ε jest pewnym maªym parametrem. Innymi sªowy, jeden ze
skªadników ma mniejszy rz¡d wielko±ci od drugiego. Laskar i Robutel zde�niowali
integratory typu SABAn jako

SABAn : exp c1LA exp d1LB exp c2LA exp d2LB... exp dn/2LB exp cn/2LA

exp dn/2LB... exp d2LB exp c2LA exp d1LB exp c1LA, (3.14)

dla n parzystego i

SABAn : exp c1LA exp d1LB exp c2LA exp d2LB... exp c(n+1)/2LA exp d(n+1)/2LB

exp c(n+1)/2LA... exp d2LB exp c2LA exp d1LB exp c1LA, (3.15)

dla n nieparzystego. Dªugo±ci kroków ci i di musz¡ by¢ odpowiednio dobrane w
zale»no±ci od metody i s¡ odpowiednimi cz¦±ciami kroku caªkowania h. Litera S w
nazwie metody oznacza »e jest ona symetryczna, to znaczy »e operator odwrotny
do powy»szego mo»na uzyska¢ bior¡c ujemny krok caªkowania −h. Oprócz metod
SABA zde�niowano równie» metody SBAB, w których inna jest kolejno±¢ stoso-
wanych operatorów

SBABn : exp d1LB exp c2LA exp d2LB... exp dn/2LB exp cn/2 + 1LA

exp dn/2LB... exp d2LB exp c2LA exp d1LB, (3.16)

dla n nieparzystego i

SBABn : exp d1LB exp c2LA exp d2LB... exp cn/2+1LA exp dn/2+1LB

exp cn/2+LA... exp d2LB exp c2LA exp d1LB, (3.17)

dla n parzystego.
Integratory te zostaªy skonstruowane tak, aby bª¡d w funkcji Hamiltona byª

rz¦du O(h2nε + h2ε2). Parametr ε powinien by¢ wi¦c dostatecznie maªy, aby czªon
O(h2ε2) nie wpªywaª mocno na dokªadno±¢ oblicze«. Przy maªym kroku caªkowania
h czªon ten nadal b¦dzie ograniczaª dokªadno±¢. Sposobem na poradzenie sobie z
tym jest u»ycie integratora z korektorem symplektycznym. Polega to na dodaniu
do kroku caªkowania dodatkowego elementu exp−τ 2ε2 c

2
L{{A,B},B}, z odpowiednio

dobranym uªamkiem kroku c. Je±li S oznacza integrator bez korektora to integrator
z korektorem Sc ma posta¢

Sc : exp
[
−τ 2ε2

c

2
L{{A,B},B}

]
S exp

[
−τ 2ε2

c

2
L{{A,B},B}

]
(3.18)

Dodatkowym warunkiem jest to, aby ukªad kanoniczny z hamiltonianem {{A,B}, B}
byª caªkowalny. Je±li A jest funkcj¡ kwadratow¡ p¦dów kanonicznych, a B zale»y
tylko i wyª¡cznie od poªo»e«, to zaªo»enie jest speªnione. Poprawienie dokªadno±ci
odbywa si¦ kosztem wi¦kszej zªo»ono±ci obliczeniowej, gdy» wymagane jest obliczenie
drugich pochodnych funkcji Hamiltona B. Koszt ten nie musi by¢ caªkiem stracony,
gdy» drugie pochodne b¦d¡ dalej u»ywane do rozwi¡zywania równa« wariacyjnych.
U»ycie korektora pozwala zmniejszy¢ rz¡d bª¦du do O(τ 4ε2) +O(τ kε).

59



3.3 Integrator Laskara-Robutela, a zmienne KS

Poª¡czenie integratora sympletycznego ze zmiennymi KS nie jest nowym pomysªem.
Na przykªad Breiter [3] poª¡czyª zmienne KS z integratorem Wisdoma�Holmana i
pokazaª, »e zmienne zregularyzowane pozwalaj¡ obej±¢ jedn¡ z wad integratorów
symplektycznych � konieczno±¢ stosowania staªego kroku caªkowania. Pokazaª te»,
»e integrator ze zmiennymi KS daje dokªadniejsze wyniki. Nieco pó¹niej Breiter i
in. [5] poª¡czyli integrator Laskara-Robutela ze zmiennymi KS i zastosowali go do
caªkowania orbit komet w obªoku Oorta pod wpªywem oddziaªywania grawitacyj-
nego pochodz¡cego od dysku i centrum Galaktyki. Przypadek kometarny jest o tyle
interesuj¡cy, »e mimo±rody orbit mog¡ by¢ zbli»one do warto±ci 1, co praktycznie
uniemo»liwia stosowanie w standardowy sposób integratorów staªokrokowych. Za-
gadnienie to zostaªo pó¹niej ponownie podj¦te przez Langnera i Breitera [31], przy
czym w tym wypadku dodano obracaj¡cy si¦ ukªad wspóªrz¦dnych, co pozwoliªo
nieco upro±ci¢ obliczenia dzi¦ki wyeliminowaniu jawnej zale»no±ci od czasu w tym
zagadnieniu.

Zagadnienie satelitarne ma nieco inn¡ specy�k¦ od zagadnienia ruchu komety.
W obu przypadkach mamy do czynienia z zaburzonym zagadnieniem dwóch ciaª, ale
zaburzenia maj¡ ró»ny charakter. Gªówn¡ siª¡ zaburzaj¡c¡ ruch satelity jest wpªyw
geopotencjaªu Ziemi i jej uwzgl¦dnienie jest do±¢ kosztowne obliczeniowo. Siªa ta
jest w przybli»eniu odwrotnie proporcjonalna do czwartej pot¦gi odlegªo±ci satelity
od ±rodka Ziemi (w przypadku najwi¦kszej z harmonik J2), przez co zaburzenie ro±ne
gwaªtownie w miar¦ zbli»ania si¦ satelity do powierzchni planety, a wi¦c ro±nie wraz
ze wzrostem mimo±rodu. Tymczasem w przypadku komety zaburzenie od pªywów
galaktycznych ma charakter ró»nicowy (to znaczy siªa oddziaªywania jest ró»nic¡
mi¦dzy oddziaªywaniem Galaktyki na Sªo«ce i komet¦) i ro±nie wraz z odlegªo±ci¡.
Na satelit¦ z kolei dziaªaj¡ siªy ró»nicowe pochodz¡ce od innych obiektów Ukªadu
Sªonecznego. Te siªy najmocniej dziaªaj¡ na obiekt w apocentrum orbity. Inn¡
istotn¡ ró»nic¡ jest zakres mimo±rodów. Niskie satelity musz¡ mie¢ niemal koªowe
orbity, a w przypadku wysokich satelitów tak»e istnieje górna granica mimo±rodu,
powy»ej której satelita wchodzi gª¦boko w atmosfer¦ lub nawet uderza w Ziemi¦.
Na przykªad dla orbity geostacjonarnej, przy zaªo»eniu »e perycentrum znajduje si¦
tu» nad powierzchni¡ Ziemi, mimo±ród wyniósªby okoªo 0, 85. Dlatego t¦ metod¦
caªkowania numerycznego opªaca si¦ stosowa¢ dopiero dla satelitów o wi¦kszej póª-
osi wielkiej, dla których mimo±ród mo»e by¢ odpowiednio wysoki, a nawet wtedy
mimo±ród nie mo»e �zycznie osi¡gn¡¢ tak ekstremalnych warto±ci jak w przypadku
komet.

W zagadnieniach zwi¡zanych z ruchem sztucznych satelitów mamy do czynienia
z zaburzonym zagadnieniem dwóch ciaª. Je±li ograniczymy si¦ tylko do zaburze«,
które s¡ potencjalne, mo»emy to zagadnienie opisa¢ w formalizmie kanonicznym z
funkcj¡ Hamiltona H = H0 + H1, gdzie H0 opisuje niezaburzone wzgl¦dne zagad-
nienie dwóch ciaª � ruch satelity wzgl¦dem kulistej Ziemi, a H1 to czªon zawieraj¡cy
wszystkie uwzgl¦dniane perturbacje, który zale»y tylko od poªo»e« i czasu. Taki
podziaª umo»liwia w naturalny sposób zastosowanie opisanej wcze±niej metody caª-
kowania, czyli integratora symplektycznego Laskara-Robutela SBABn lub SABAn,
gdzie funkcj¡ A b¦dzieH0, a funkcj¡ B b¦dzieH1. Oba podukªady s¡ caªkowalne, ale
w przypadku zagadnienia dwóch ciaª w zmiennych kartezja«skich ±cisªe rozwi¡zanie
wymaga rozwi¡zywania równania Keplera, co wydªu»a obliczenia.
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Je±li zastosujemy regularyzacj¦ i zmienne KS, wtedy zagadnienie b¦dzie opisy-
wane przez now¡ funkcj¦ Hamiltona

K =
4r

α
(H0 +H1 + V ∗) = 0, (3.19)

któr¡ dzielimy na cz¦±¢ keplerowsk¡

K0 =
4r

α
(H0 + V ∗) , (3.20)

oraz zaburzenie

K1 =
4r

α
H1. (3.21)

Rozwi¡zanie równa« ruchu dla cz¦±ci keplerowskiej zagadnienia dla inercjalnego oraz
w obracaj¡cego si¦ ukªadu odniesienia zostaªy przedstawione w rozdziale pierwszym.
Zdecydowan¡ zalet¡ stosowania zmiennych KS jest jawna posta¢ tego rozwi¡zania.
W przeciwie«stwie do stosowania zmiennych kartezja«skich, unikamy rozwi¡zywania
równania Keplera.

Hamiltonian K1 tworzy równania ruchu dla p¦dów kanonicznych

d

dτ
Vi = −∂K1

∂vi
= −4r

α

∂H1

∂vi
− 8vi
α2
H1, (3.22)

oraz wspóªrz¦dnych
d

dτ
vi =

∂K1

∂Vi
= 0, (3.23)

dla i = 0..4. Je±li zaburzenie jest jawnie zale»ne od czasu, to dodatkowo trzeba
uwzgl¦dni¢ równania dla zmiennych w rozszerzonej przestrzeni fazowej

d

dτ
V ∗ = −∂K1

∂v∗
= −4r

α

∂H1

∂v∗
,

d

dτ
v∗ =

∂K1

∂V ∗
= 0. (3.24)

Podczas caªkowania dziaªanie zaburzenia K1 nie zmienia warto±ci wspóªrz¦dnych vi
oraz czasu v∗, dzi¦ki czemu prawe strony powy»szych równa« maj¡ staª¡ warto±¢
podczas pojedynczego etapu caªkowania. Zaburzenie powoduje wi¦c liniow¡ zmian¦
warto±ci p¦dów (oraz energii V ∗ gdy zaburzenie zale»y jawnie od czasu) proporcjo-
naln¡ do kroku caªkowania h

Vi(τ + h) = Vi(τ)− ∂K1

∂vi
h. (3.25)

3.4 Korektor symplektyczny

Zastosowanie integratora z korektorem symplektycznym jest tak»e mo»liwe w przy-
padku stosowania zmiennych KS. Równania ruchu dla korektora generowane s¡ przez
Hamiltonian {{K0,K1},K}, który ma posta¢

{{K0,K1},K1} =
3∑
j=0

(
∂K1

∂vj

)2

. (3.26)
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Zale»y on znów jedynie od poªo»e« oraz czasu, tworzy wi¦c on ukªad caªkowalny
w którym zmienia si¦ jedynie warto±¢ p¦dów oraz V ∗, proporcjonalnie do kroku
korektora hc

V cor

i = Vi − 2hc

3∑
j=0

(
∂K1

∂vj

∂2K1

∂vj∂vi

)
. (3.27)

Warto te» zauwa»y¢, »e pierwsze i drugie pochodne K1 nie ulegaj¡ zmianom pod
wpªywem ruchu wywoªanego zarówno przez K1, jaki i przez korektor, a jedynie gdy
dziaªamy czªonem keplerowski K0 . Je±li korektor jest stosowany bezpo±rednio przed
lub po kroku z hamiltonianem K1, to nie trzeba osobno oblicza¢ tych pochodnych. Z
tego powodu lepiej jest stosowa¢ integratory SBABc ni» SABAc i tylko te pierwsze
b¦d¡ dalej u»ywane.

3.5 Dokªadno±¢ oblicze«

Podstawowym sposobem oszacowania dokªadno±ci caªkowania numerycznego mo»e
by¢ sprawdzenie warto±ci funkcji Hamiltona. W przypadku integratorów symplek-
tycznych bª¡d w funkcji Hamiltona nie powinien posiada¢ trendu wiekowego, a ze
wzgl¦du na stosowanie kanonicznej transformacji Sundmana pozbawiona bª¦dów nu-
merycznych funkcja Hamiltona ma warto±¢ zero.

Integrator z korektorem SBAB3c ma teoretyczny bª¡d funkcji Hamiltona rz¦du
O(h4ε2) + O(h8ε), zale»ny od kroku caªkowania h oraz od maªego parametru ε. Ze
wzgl¦du na to, »e dziaªamy w rozszerzonej przestrzeni fazowej, funkcja Hamiltona
K = 0 i przy jakimkolwiek podziale na sum¦ dwóch skªadników oba b¦d¡ miaªy
ten sam rz¡d wielko±ci. Mogªoby to sugerowa¢ »e ε = 1, co znacznie pogorszyªoby
dokªadno±¢ oblicze«. Je±li jednak przeanalizujemy równania ruchu dla hamiltonianu
K1 = 4r

α
H1 z H1 ≈ εH0, to

V ′i = −4vi
α2

(H1)− 4r

α

∂H1

∂vi
≈ O(H1 +

∂H1

∂vi
) ≈ O(ε), (3.28)

oraz dla K0 = 4r
α

(H0 + V ∗), gdzie H0 + V ∗ jest równe co do warto±ci H1,

V ′i = −4vi
α2

(H0 + V ∗)− 4r

α

∂H0

∂vi
≈ O(H1) +O(

∂H0

∂vi
) ≈ O(H0). (3.29)

Okazuje si¦ wi¦c, »e pomimo równej warto±ci obu funkcji Hamiltona podczas caªko-
wania ich wpªyw na zmienne b¦dzie ró»ny, a wpªyw zaburzenia b¦dzie tego rz¦du co
maªy parametr ε.

Warto w tym miejscu wspomnie¢ o pewnym paradoksie. Oczywistym faktem jest,
»e w formalizmie kanonicznym dodanie do funkcji Hamiltona H dowolnej staªej C
(lub dowolnej funkcji zale»nej jedynie od czasu) nie ma wpªywu na równania ruchu.
Rozszerzenie przestrzeni fazowej i regularyzacja takiego hamiltonianu przy pomocy
kanonicznej transformacji Sundmana spowoduje, »e w nowej funkcji Hamiltona K =
4r
α

(H + V ∗ + C) = 0 warto±¢ V ∗ b¦dzie inna ni» gdyby±my nie dodawali staªej.
Zmieni si¦ te» posta¢ równa« ruchu � zamiast V ∗ pojawi si¦ V ∗ + C o tej samej
warto±ci, ale rozwi¡zanie pozostanie takie samo (w przypadku gdy C jest funkcj¡
czasu, warto±¢ V ∗ b¦dzie si¦ zmienia¢, ale V ∗ + C b¦dzie dalej miaªo warto±¢ tak¡
sam¡ jak¡ by miaªo V ∗ bez dodawania do hamiltonianu funkcji C). W przypadku
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gdy stosujemy caªkowanie metod¡ podziaªu, trzeba by¢ jednak ostro»nym. Je»eli C
b¦dzie du»e i dodamy je do maªej funkcji H1, to mo»e si¦ okaza¢ »e K1 nie b¦dzie
ju» funkcj¡ rz¦du ε, co spowoduje znacz¡cy spadek dokªadno±ci oblicze«, mimo i»
wªa±ciwe rozwi¡zanie pozostanie takie samo. Problem ten nie jest czysto teoretyczny,
pojawia si¦ gdy chcemy uwzgl¦dni¢ zaburzenie pochodz¡ce od grawitacji Sªo«ca.
Hamiltonian ma wtedy posta¢ (patrz 2.7)

H1 = −GM�
(

1

∆
− R� · r

R3
�

)
, (3.30)

i dla wy»szych satelitów jest on w przybli»eniu tego samego rz¦du co potencjaª
grawitacji Ziemi. Jednak po odj¦ciu od niego zale»nej jedynie od czasu funkcji
GM�

1
R�

(tak jak pokazano w rozdziale 2.7), rz¡d wielko±ci zaburzenia zmniejsza
si¦, co znacz¡co poprawia precyzj¦ oblicze«.

3.6 Wpªyw mimo±rodu orbity na dokªadno±¢ obli-

cze«

Jednym z podstawowych celów dla których stosowana jest regularyzacja, jest zwi¦k-
szenie dokªadno±ci i szybko±ci oblicze« w przypadku orbit o du»ym mimo±rodzie.
Staªy krok caªkowania, który jest konieczny w przypadku stosowania opisywanego
integratora symplektycznego, powoduje, »e bez stosowania regularyzacji miejsca w
których znajdzie si¦ obiekt na orbicie keplerowskiej na koniec poszczególnych kroków
caªkowania b¦d¡ nierównomiernie rozªo»one na orbicie, z najwi¦ksz¡ g¦sto±ci¡ przy
apocentrum orbity i najmniejsz¡ w okolicach perycentrum. W zagadnieniu ruchu
sztucznego satelity wokóª Ziemi, zaburzenie wynikaj¡ce z niesferycznego rozkªadu
masy wewn¡trz Ziemi zwi¦ksza si¦ gdy wysoko±¢ satelity nad powierzchni¡ ziemi ma-
leje, a wi¦c ma najwi¦kszy wpªyw na ruch w okolicach perygeum orbity. Oba te fakty
oznaczaj¡, »e w punkcie orbity gdzie satelita podlega silnym zaburzeniom caªkowanie
jest najmniej dokªadne. W wyniku regularyzacji staªy krok caªkowania b¦dzie odno-
siª si¦ do czasu Sundmana, a nie do czasu �zycznego, co sprawi, »e poszczególne kroki
caªkowania b¦d¡ rozkªadaªy si¦ równomiernie na orbicie. Nierównomierny rozkªad
kroków caªkowania nie jest jedyn¡ przyczyn¡ zmniejszonej dokªadno±ci w przypadku
caªkowania orbit o du»ym mimo±rodzie. W zagadnieniu satelitarnym perturbacje od
geopotencjaªu wzrastaj¡ gdy maleje wysoko±¢ nad powierzchni¡ Ziemi. W stosowa-
nej metodzie caªkowania bª¡d w funkcji Hamiltona jest proporcjonalny do pierwszej
lub drugiej pot¦gi maªego parametru ε, którego warto±¢ jest wi¦ksza gdy zbli»amy
si¦ do powierzchni Ziemi, wi¦c bª¡d powinien rosn¡¢ w okolicach perycentrum. Aby
sprawdzi¢ wpªyw mimo±rodu na bª¡d w funkcji Hamiltona wykonano caªkowanie
metod¡ SBAB3c z uwzgl¦dnieniem harmonik geopotencjaªu do rz¦du czwartego,
z uwzgl¦dnieniem perturbacji lunisolarnych i ci±nienia promieniowania sªonecznego
(A/m = 1m2/kg). Orbita pocz¡tkowa byªa orbit¡ geosynchroniczn¡ z póªosi¡ wielk¡
6.61075 promienia Ziemi i nachyleniem 45 stopni. Pocz¡tkowa dªugo±¢ w¦zªa, ar-
gument perycentrum i anomalia ±rednia wynosiªy zero, a przyj¦ty krok caªkowania
wyniósª okoªo 0.01152 niezaburzonego okresu obiegu (krok caªkowania de�niowany
jest jako pewien odst¦p czasu Sundmana i za ka»dym razem odpowiada ró»nemu od-
st¦powi czasu �zycznego; dokªadn¡ �zyczn¡ dªugo±¢ kroku mo»na okre±li¢ dopiero
po zako«czeniu caªkowania sprawdzaj¡c warto±ci v∗). Caªkowanie przeprowadzono
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Rysunek 3.1: Orbita o mimo±rodzie 0.9 i póªosi wielkiej 1. Kolejne czerwone punkty
oddalone s¡ od siebie o ten sam odst¦p czasu �zycznego (lewy obrazek) lub czasu
Sundmana (prawy obrazek)

dla dwóch ró»nych warto±ci mimo±rodu e = 0.2 i e = 0.5 i sprawdzono warto±¢
funkcji Hamiltona K (wykres 3.2). Na obu wykresach wida¢ oscylacje warto±ci ha-
miltonianu wokóª pewnej warto±ci ±redniej. Warto±¢ ta nie wynosi zero, czyli wyst¦-
puje pewne przesuni¦cie wzgl¦dem zaªo»onej warto±ci hamiltonianu. W odst¦pach
czasu równych okresowi orbitalnemu (czyli w tym wypadku 1 doba) obserwujemy
krótkotrwaªe, silne oscylacje wokóª warto±ci ±redniej, co jest bardziej widoczne dla
wi¦kszego mimo±rodu. Je±li na osi poziomej zamiast czasu �zycznego odªo»ymy
warto±¢ anomalii ±redniej, skªadaj¡c na jednym wykresie kolejne okresy orbitalne,
to okazuje si¦ »e ten pik odchylenia znajduje si¦ w okolicach perycentrum orbity
(rysunek 3.3).

Test ten powtórzono dla tej samej orbity, ale innych warto±ci pocz¡tkowej ano-
malii ±redniej i argumentu perycentrum aby unikn¡¢ przypadkowej zbie»no±ci i za
ka»dym razem uzyskiwano podobny rezultat (rysunek 3.4). Zauwa»y¢ mo»na jednak
pewn¡ subteln¡ ró»nic¦ � ±rednia warto±¢ funkcji Hamiltona posiada widoczne od-
chylenie od zera, je±li na pocz¡tku oblicze« anomalia ±rednia ma warto±¢ zbli»on¡ do
zera. Natomiast dla pocz¡tkowej anomalii ró»nej od zera (z dala od perycentrum)
±rednie odchylenie jest zbli»one do zera. Bior¡c pod uwag¦, »e kanoniczna transfor-
macja KS ograniczona jest do rozmaito±ci H = 0, ten rozkªad odchyle« mo»e mie¢
pewien niewielki wpªyw na dokªadno±¢ oblicze« i w sytuacjach gdy pocz¡tkowa war-
to±¢ anomalii ±redniej nie ma wi¦kszego znaczenia a mimo±ród jest wysoki, warto
rozpocz¡¢ caªkowanie z dala od perycentrum. Obliczenia powtórzono tak»e dla orbit
o innej póªosi wielkiej i nachyleniu, aby upewni¢ si¦ »e na ten wynik nie wpªyn¡ª
wybór konkretnej orbity (w tym wypadku b¦d¡cej w rezonansie ruchu ±redniego) i
wyniki okazaªy si¦ by¢ spójne z tymi dla satelity geosynchronicznego.

Przyczyn¡ wzrostu bª¦du w okolicy perycentrum orbity jest czynnik 1/rn po-
jawiaj¡cy si¦ w geopotencjale. Regularyzacja znacz¡co ogranicza wpªyw czynnika
1/r w zagadnieniu keplerowskim dzi¦ki pomno»eniu hamiltonianu przez r. Niestety,
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Rysunek 3.2: Warto±¢ funkcji Hamiltona w zale»no±ci od czasu dla orbity o mimo-
±rodzie 0.2 (górny wykres) i 0.5 (dolny)

w zaburzeniu dalej wyst¦powa¢ b¦d¡ czynniki 1/rn−1. Ich wpªyw na dokªadno±¢
mo»na potwierdzi¢ wykonuj¡c caªkowanie bez uwzgl¦dnienia geopotencjaªu, a jedy-
nie z perturbacjami lunisolarnymi. Wtedy podbicie bª¦du w okolicy perygeum znika
(rys. 3.5), a nawet bª¡d staje si¦ nieznacznie wi¦kszy w okolicy apogeum, gdzie
perturbacje lunisolarne s¡ najwi¦ksze.

Aby pokaza¢ wpªyw rosn¡cego mimo±rodu na dokªadno±¢, na rysunku 3.6 poka-
zano wyniki caªkowania numerycznego satelity geosynchronicznego o pocz¡tkowym
mimo±rodzie równym 0.01 i nachyleniu 63◦ (pocz¡tkowa warto±¢ anomalii ±redniej,
argumentu perygeum i dªugo±ci w¦zªa wyniosªy zero), na dªugim odcinku czasu
ponad 300 lat. Mimo±ród pocz¡tkowo ro±nie do niemal maksymalnej dopuszczal-
nej �zycznie warto±ci, po czym spada i zaczyna oscylowa¢. Te zmiany umo»liwiªy
pokazanie bª¦du funkcji Hamiltona dla tej orbity w funkcji jej mimo±rodu. Bª¡d
gwaªtownie ro±nie wraz ze wzrostem mimo±rodu i maleje wraz z jego spadkiem.
Oczywi±cie, wyniki po pierwszym maksimum mimo±rodu s¡ nie�zyczne, gdy» przy
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Rysunek 3.3: Warto±¢ funkcji Hamiltona w zale»no±ci od anomalii ±redniej dla orbity
o mimo±rodzie 0.2 (górny) i 0.5 (dolny). Na rysunkach przedstawiono zªo»enie 200
kolejnych okresów orbitalnych.

takim mimo±rodzie na satelit¦ dziaªaªaby mocno atmosfera lub te» uderzyªby w
Ziemi¦, ale pozwalaj¡ zbada¢ zachowanie si¦ integratora.

3.7 Badanie stabilno±ci orbit

Jednym ze sposobów na jako±ciow¡ analiz¦ dynamiki danego zagadnienia jest usta-
lenie stopnia jego chaotyczno±ci, czyli okre±lenie jak bardzo zachowanie si¦ obiektu
jest podatne na drobn¡ zmian¦ w warunkach pocz¡tkowych, któr¡ oznaczymy jako
wektor δ. Jednym z podstawowych narz¦dzi stosowanych w tym celu jest okre±lenie
najwi¦kszego wykªadnika Lapunowa σ. Wykªadnik ten okre±la jak szybko oddalaj¡
si¦ od siebie wykªadniczo dwie in�nitezymalnie bliskie sobie orbity. Zde�niowany
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Rysunek 3.4: Warto±¢ funkcji Hamiltona w zale»no±ci od anomalii ±redniej dla po-
cz¡tkowej anomalii ±redniej 168 stopni dla argumentu perycentrum 0 (górny) i 123
stopnie (dolny). Zªo»enie 200 kolejnych okresów orbitalnych.

jest on jako

σ = lim
t→∞

1

t
ln
δ(t)

δ(0)
, (3.31)

albo w postaci caªki

σ = lim
t→∞

1

t

∫ t

0

δ̇(s)

δ(s)
ds, (3.32)

Dobre wyznaczenie tego wykªadnika wymaga odpowiednio dªugich oblicze«, tak
aby czas t byª wystarczaj¡co du»y. Cincotta i Simó [11] zaproponowali alterna-
tywny wska¹nik MEGNO (ang. Mean Exponential Growth factor of Nearby Orbits
� ±redni wykªadniczy czynnik wzrostu bliskich orbit), który oznaczymy jako Y (t).
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Rysunek 3.5: Warto±¢ funkcji Hamiltona w zale»no±ci od anomalii ±redniej dla mimo-
±rodu 0.5, bez uwzgl¦dniania perturbacji pochodz¡cych od geopotencjaªu. Zªo»enie
200 kolejnych okresów orbitalnych.

Zde�niowany jest on jako

Y (t) =
2

t

∫ t

0

δ̇(s)

δ(s)
sds. (3.33)

Wska¹nik ten zazwyczaj posiada pewne okresowe zmiany i dlatego stosuje si¦ jego
warto±¢ u±rednion¡

Ȳ (t) =
1

t

∫ t

0

Y (s)ds. (3.34)

Dla orbit które s¡ regularne, warto±¢ tego wspóªczynnika d¡»y do 2. W przypadku
orbit chaotycznych d¡»y on liniowo do niesko«czono±ci, przy czym

Ȳ (t)

t
=
σ

2
, (3.35)

a wi¦c MEGNO jest ±ci±le powi¡zane z wykªadnikiem Lapunowa, ale jego zalet¡
jest szybsza zbie»no±¢. Pozwala to wi¦c na zaoszcz¦dzenie czasu podczas oblicze«
i caªkowanie równa« ruchu na krótszym odcinku czasu, aby uzyska¢ dostatecznie
dobry wynik.

3.8 Równania wariacyjne dla sztucznego satelity

Do wyznaczenia wska¹nika MEGNO konieczne jest wyznaczenie ewolucji w czasie
wektora δ. Dla zagadnienia satelitarnego w zmiennych KS, wektor ten b¦dzie skªadaª
si¦ z ró»niczek dla wszystkich zmiennych δv i δV oraz δv∗ i δV ∗, których ewolucja w
czasie b¦dzie caªkowana równolegle z równaniami ruchu. Dzi¦ki temu, »e dla równa«
ruchu korzystamy z formalizmu kanonicznego, równania wariacyjne mo»emy zapisa¢
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Rysunek 3.6: Wyniki caªkowania numerycznego � mimo±ród w funkcji czasu i ha-
miltonian w funkcji mimo±rodu.

w postaci

δv′i =
∑
q

∂2K
∂q∂Vi

δq,

δV ′i = −
∑
q

∂2K
∂q∂vi

δq, (3.36)

δ(v∗)′ =
∑
q

∂2K
∂q∂Vi

δq,

δ(V ∗)′ = −
∑
q

∂2K
∂q∂vi

δq,
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gdzie sumowanie wzgl¦dem q przebiega po wszystkich zmiennych kanonicznych: Vj,
vj, v∗ i V ∗. Drugie pochodne funkcji Hamiltona s¡ wyliczone z rozwi¡zania równa«
ruchu sztucznego satelity, czyli s¡ funkcjami czasu τ . Jest to wi¦c liniowy ukªad rów-
na« ze wspóªczynnikami jawnie zale»nymi od czasu. Co wi¦cej, jest on kanoniczny
je±li przyjmiemy dla niego funkcj¦ Hamiltona

Hδ =
∑
p

∑
q

∂2K
∂q∂p

1

1 + δp,q
δpδq, (3.37)

gdzie sumowania wzgl¦dem p i q ponownie odbywaj¡ si¦ po wszystkich zmiennych.
W powy»szym równaniu myl¡ce mo»e by¢ u»ycie delty Kroneckera δp,q dla skrócenia
zapisu � nie nale»y jej myli¢ z ró»niczkami. Operator ró»niczkowania jest operato-
rem liniowym, a wi¦c ta funkcja jest liniowa ze wzgl¦du na K, co pozwala podzieli¢ j¡
na dwa skªadniki tworzone przez K0 i K1, co umo»liwia wª¡czenie równa« wariacyj-
nych do stosowanego integratora symplektycznego. Konieczne jest wi¦c wyznaczenie
rozwi¡za« równa« wariacyjnych utworzonych z obu cz¦±ci funkcji Hamiltona.

Dla cz¦±ci keplerowskiej zagadnienia, rozwi¡zanie równa« wariacyjnych mo»na
uzyska¢ poprzez zró»niczkowanie rozwi¡zania dla zmiennych przedstawionego w roz-
dziale pierwszym. Je±li rozwi¡zanie dla zmiennych vi i Vi ma posta¢

vi(τ) =vi(0) cosωτ +
Vi(0)

ω
sinωτ, (3.38)

Vi(τ) =Vi(0) cosωτ − vi(0)ω sinωτ, (3.39)

to po zró»niczkowaniu otrzymujemy

δvi(τ) =δvi(0) cosωτ +
δVi(0)

ω
sinωτ+(

−vi(0) sinωτ +
Vi(0)

ω
cosωτ

)
τδω − δωVi(0)

ω2
sinωτ

=δvi(0) cosωτ +
δVi(0)

ω
sinωτ +

δω

ω

(
Vi(τ)τ − Vi(0)

ω

)
, (3.40)

oraz

δVi(τ) =δVi(0) cosωτ − δvi(0)ω sinωτ+

(−Vi(0) sinωτ − vi(0)ω cosωτ) δωτ − vi(0)δω sinωτ

=δVi(0) cosωτ − δvi(0)ω sinωτ − ωvi(τ)δωτ − vi(0)δω sinωτ. (3.41)

Je»eli wprowadzony ukªad wspóªrz¦dnych obracaj¡cy si¦ z pr¦dko±ci¡ k¡tow¡ Ω, to
rozwi¡zania dla przynajmniej jednej pary zmiennych vi, vj (w zale»no±ci od wybranej
osi obrotu) maj¡ posta¢

vi(τ) = vni (τ) cos Ωv∗(τ) + vnj (τ) sin Ωv∗(τ),

vj(τ) = vnj (τ) cos Ωv∗(τ)− vni (τ) sin Ωv∗(τ), (3.42)

Vi(τ) = V n
i (τ) cos Ωv∗(τ) + V n

j (τ) sin Ωv∗(τ),

Vj(τ) = V n
j (τ) cos Ωv∗(τ)− V n

i (τ) sin Ωv∗(τ),
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gdzie vn to warto±¢ zmiennej w nieobracaj¡cym si¦ ukªadzie wspóªrz¦dnych, przed-
stawione wcze±niej. Wtedy ró»niczki b¦d¡ równe

δvi(τ) = δvni (τ) cos Ωv∗(τ) + δvnj (τ) sin Ωv∗(τ) + vjΩδv
∗,

δvj(τ) = δvnj (τ) cos Ωv∗(τ)− δvni (τ) sin Ωv∗(τ)− viΩδv∗, (3.43)

δVi(τ) = δV n
i (τ) cos Ωv∗(τ) + δV n

j (τ) sin Ωv∗(τ) + VjΩδv
∗,

δVj(τ) = δV n
j (τ) cos Ωv∗(τ)− δV n

i (τ) sin Ωv∗(τ)− ViΩδv∗.

Równania dla ró»niczek dodatkowej pary zmiennych, wynikaj¡cych z rozszerzenia
przestrzeni fazowej, nie zale»¡ od przyj¦tego ukªadu wspóªrz¦dnych. Ró»niczka δV ∗

jest staªa, gdy» V ∗ jest staªe, a δv∗ jest równa

δv∗(τ) =δv∗(0)− 2δω

ω
(v∗(τ)− v∗(0))

+
1

α2ω2

[
4(V(0) · δV(0) + ω2v(0) · δv(0))τ + 2 (−V(0) · δV(0)

+ω2v(0) · δv(0)
sin 2ωτ

ω

)
+ 2(v(0) · δV(0) + V(0) · δv(0))(sinωτ)2

]
+

δω

α2ω3
[2v(0) · v(0)(2ωτ + sin 2ωτ)

+(−V(0) · V(0) + ω2v(0) · v(0))

(
2 cos 2ωτ − sin 2ωτ

ω

)
+ 2v(0) · V(0)τ sin 2ωτ ] . (3.44)

Pojawiaj¡ca si¦ w równaniach ró»niczka δω jest staªa podczas ruchu keplerowskiego
i mo»e zosta¢ obliczona poprzez zró»niczkowanie cz¦sto±ci ω i wstawienie pocz¡tko-
wych warto±ci poªo»e« i p¦dów oraz ró»niczek.

Dla perturbacji, które zale»¡ jedynie od zmiennych typu poªo»enie, równania
wariacyjne b¦d¡ zmieniaªy tylko warto±ci ró»niczek p¦dów

δVi(τ) = δVi(0)−
∑
q

∂2K1

∂q∂vi
δqτ,

δV ∗(τ) = δVi(0)−
∑
q

∂2K1

∂q∂v∗
δqτ. (3.45)

W ten sposób mo»na propagowa¢ warto±ci ró»niczek równolegle z caªkowaniem
równa« ruchu.

3.9 Obliczanie MEGNO

W wyniku caªkowania otrzymywa¢ b¦dziemy warto±ci ró»niczek, a z nich dªugo±¢
wektora |δ|. Przy obliczaniu dªugo±ci tego wektora pojawia si¦ problem ró»nych
jednostek dla konkretnych ró»niczek (skªadowymi wektora s¡ wielko±ci δvi w jed-
nostkach dªugo±ci i δVi wyra»one w jednostkach pr¦dko±ci itd.). Mo»liwe jest wpro-
wadzenie pewnych staªych normalizuj¡cych, ale do obliczania MEGNO istotny jest
eksponencjalny przyrost tych wielko±ci i dlatego stosowane b¦dzie nie do ko«ca ±ci-
sªe podej±cie, które jednak jest powszechnie stosowane - dªugo±¢ wektora ró»niczek
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b¦dzie pierwiastkiem z sumy kwadratów jego skªadowych z pomini¦ciem jednostek.
Jako »e mamy tylko kolejne warto±ci dªugo±ci tego wektora (które oznaczymy jako
δk, gdzie k to numer kroku caªkowania) w konkretnych momentach czasu, a nie peªen
przebieg, to warto±¢ MEGNO zamiast z caªki mo»e by¢ obliczona z wykorzystaniem
dyskretnych równa« (Cincotta i in. [12])

Y (n) =
2

n

n∑
k=1

ln

(
δk
δk−1

)
. (3.46)

dla MEGNO i

Ȳ (n) =
1

n

n∑
k=1

Y (n), (3.47)

dla jego warto±ci ±redniej. W praktyce, aby zaoszcz¦dzi¢ pami¦¢ podczas oblicze«,
lepiej jest skorzysta¢ z wygodniejszych w u»yciu równa« rekurencyjnych (Breiter i
in. [5])

Y (n) =
n− 1

n
Y (n− 1) + 2 ln

(
δn
δn−1

)
, (3.48)

oraz

Ȳ (n) =
(n− 1)Ȳ (n− 1) + Y (n)

n
. (3.49)

Wymagaj¡ one tylko znajomo±ci warto±ci MEGNO wyliczonej w poprzednim kroku
oraz dªugo±ci wektora ró»niczek. Ze wzgl¦du na liniowo±¢ ukªadu równa« wariacyj-
nych, je±li pomno»ymy warto±¢ pocz¡tkow¡ ró»niczek przez t¡ sam¡ dowoln¡ staª¡,
to ich warto±¢ po pojedynczym kroku caªkowania tak»e zostanie zwi¦kszona o ten
sam czynnik. Taka zmiana nie wpªywa te» w »aden sposób na wyznaczon¡ war-
to±¢ MEGNO, gdy» ona zale»y od wzgl¦dnego przyrostu dªugo±ci wektora ró»niczek
( δn
δn−1

). Dzi¦ki temu mo»liwa jest renormalizacja tego wektora w trakcie caªkowa-
nia, na przykªad ustawianie go na dªugo±¢ równ¡ 1 co krok caªkowania, co pozwala
na unikni¦cie przekroczenia zakresu zmiennej przy dªu»szym caªkowaniu (jest to
mo»liwe przy eksponencjalnym przyro±cie). Upraszcza to te» formuª¦ pozwalaj¡c¡
wyliczy¢ MEGNO do

Y (n) =
n− 1

n
Y (n− 1) + 2 ln (δn). (3.50)

O ile pocz¡tkowa dªugo±¢ wektora ró»niczek nie ma znaczenia, to jego kierunek
mo»e by¢ istotny. Breiter i in. [5] zastosowali proste podej±cie � wektor ró»niczek
zostaª wybrany tak, aby byª prostopadªy do prawych stron równa« ruchu dla ruchu
keplerowskiego. Dokªadniejszym wyborem jest wektor prostopadªy do prawych stron
równa« ruchu caªego zagadnienia. Mo»na te» tak dobra¢ ró»niczki, aby zachowana
byªa warto±¢ funkcji Hamiltona lub niezmiennika transformacji KS J · c (to znaczy,
gdy dodamy do wektora zmiennych wektor ró»niczek, warto±¢ tych funkcji pozosta-
nie taka sama). Pierwsze testy wykonane w ramach tej pracy pokazaªy jednak, »e
nie wpªywa to w widoczny sposób na wynik, dlatego te» stosowane byªo prostsze
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podej±cie i wybrano wektor prostopadªy do keplerowskiej cz¦±ci równa« ruchu

δvi(0) =− V ′i = ωvi,

δVi(0) =v′i = Vi,

δv∗(0) =− V ′i = 0, (3.51)

δv∗(0) =v′i =
4r

α
.

(3.52)

Tak wybrany wektor ró»niczek, po znormalizowaniu do jednostkowej dªugo±ci, b¦dzie
u»ywany w caªkowaniu równa« wariacyjnych, a wynik tego caªkowania umo»liwi
okre±lenie MEGNO.

3.10 Integrator

Do przeprowadzenia oblicze« opisan¡ w tym rozdziale metod¡ zostaªo przygotowane
odpowiednie oprogramowanie, napisane w j¦zyku C++. Integrator ten wykorzystuje
metod¦ SBAB3c (opcjonalnie metody wy»szych rz¦dów) i uwzgl¦dnia zaburzenia po-
chodz¡ce od geopotencjaªu (dowolnego rz¦du i stopnia), grawitacji Sªo«ca i Ksi¦»yca
oraz ci±nienie promieniowania sªonecznego, wyliczane tak jak opisano w poprzednim
rozdziale tej rozprawy. Poza caªkowaniem równa« ruchu i równa« wariacyjnych oraz
obliczaniem MEGNO, dodatkowo wyznaczany jest maksymalny mimo±ród orbity w
trakcie caªkowania. Wielko±¢ ta nie jest wyznaczana z elementów oskulacyjnych or-
bity, tylko wyznaczany jest punkt najwi¦kszego zbli»enia si¦ satelity do Ziemi, czyli
minimalna odlegªo±¢ perycentrum qmin, z której mimo±ród wyznacza si¦ z prostej
zale»no±ci

eq = 1− q

a
. (3.53)

Zazwyczaj póªo± wielka a ulega tylko bardzo niewielkim oscylacjom wokóª warto±ci
±redniej, wi¦c zamiast warto±ci póªosi w danym momencie u»ywana jest jej warto±¢
pocz¡tkowa. Mimo±ród eq, wyznaczany z monitorowanej podczas caªkowania odle-
gªo±ci perycentrum, nie jest to»samy z oskulacyjnym mimo±rodem e. Jest on tak
okre±lony, gdy» w trakcie symulacji istotn¡ wielko±ci¡ b¦dzie odlegªo±¢ maksymal-
nego zbli»enia si¦ satelity do Ziemi, a jej znajomo±¢ pozwala okre±li¢ czy satelita
wchodzi w atmosfer¦.

Obrana metoda caªkowania nie jest metod¡ bardzo dokªadn¡ i nie powinna by¢
stosowana do precyzyjnego wyznaczania poªo»e« satelitów. Celem tych symulacji
jest zbadanie dynamiki obiektów w dªu»szym okresie czasu (kilkadziesi¡t lub wi¦cej
lat i tysi¡ce lub wi¦cej obiegów satelity wokóª Ziemi), z zachowaniem odpowiednio
krótkiego czasu caªkowania (na przeci¦tnym PC jest to czas rz¦du sekund na po-
jedyncz¡ symulacj¦, skªadaj¡c¡ si¦ z 300000 kroków caªkowania). Metoda ta nie
wykorzystuje »adnego u±rednienia, co mo»e okaza¢ si¦ istotne gdy badane s¡ orbity
znajduj¡ce si¦ w rezonansie ruchu ±redniego. Stosowanie integratora symplektycz-
nego pozwala zachowa¢ odpowiedni¡ dokªadno±¢ na tak dªugim odcinku czasu, a
wykorzystanie zmiennych KS umo»liwia badanie orbit o du»ym mimo±rodzie.

Oczywi±cie, metoda ta ma te» swoje wady. Wykorzystanie równa« kanonicznych
uniemo»liwia uwzgl¦dnienie perturbacji niepotencjalnych, zwªaszcza oporu atmos-
fery i dlatego nie mo»e by¢ ona stosowana dla niskich orbit. Nie jest ona te» tak
szybka jak gdyby stosowa¢ równania dla zmiennych ±rednich.
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Obliczanie perturbacji lunisolarnych wymaga znajomo±ci poªo»e« Sªo«ca i Ksi¦-
»yca w danym momencie czasu. W rozszerzonej przestrzeni fazowej pochodne funkcji
Hamiltona wzgl¦dem czasu (v∗) b¦d¡ pojawiaªy si¦ w równaniach ruchu dla dodatko-
wej zmiennej V ∗, przez co wymagana jest te» znajomo±¢ pr¦dko±ci tych ciaª. Ponadto
w równaniach wariacyjnych pojawia si¦ druga pochodna wzgl¦dem czasu, a wi¦c
przyspieszenie Sªo«ca i Ksi¦»yca. Zazwyczaj efemerydy (np. dokªadna efemryda
horizons JPL1) podaj¡ jedynie wektory poªo»enia i pr¦dko±ci. Dodatkowym utrud-
nieniem jest to, »e momenty czasu dla kolejnych kroków caªkowania s¡ wyliczane w
trakcie samego caªkowania (poprzez zmienn¡ v∗), co uniemo»liwia wcze±niejsze przy-
gotowanie efemeryd z zewn¦trznego ¹ródªa. Dlatego te» efemerydy s¡ generowane
przez kod programu w trakcie caªkowania. W przypadku Sªo«ca wykorzystana jest
efemeryda niskiej precyzji opisana w Astronomical Almanach publikowanym przez
USNO. Porównanie z efemeryd¡ JPL na odcinku 50 lat od roku 2000, daªo ±redni
bª¡d w poªo»eniu Sªo«ca rz¦du kilku tysi¦cy kilometrów i maksymalny wynosz¡cy
okoªo 30000 km. Daje to maksymalny bª¡d wzgl¦dny rz¦du 10−4 i bª¡d ±redni o je-
den rz¡d mniejszy; podobny bª¡d jest w wektorze pr¦dko±ci Sªo«ca. Dokªadno±¢ ta
jest niewielka, ale w tym zastosowaniu jest ona wystarczaj¡ca, a zalet¡ jest prostota
i szybko±¢ samej procedury obliczania. Procedura wyliczania pr¦dko±ci i przyspie-
szenia Sªo«ca powstaªa w wyniku zró»niczkowania wzorów na poªo»enie wzgl¦dem
czasu.

Do wyznaczenia poªo»enia Ksi¦»yca zastosowano nieco bardziej precyzyjne po-
dej±cie. U»yto póªanalitycznej efemerydy ELP 2000-85 [9], przy czym wyrazy sze-
regu zostaªy uci¦te tak, aby uzyska¢ bª¡d pozycji Ksi¦»yca mniejszy ni» 1000 kilome-
trów. Póªanalityczna posta¢ efemerydy umo»liwiªa uzyskanie wektora przyspieszenia
poprzez zró»niczkowanie szeregu de�niuj¡cego pr¦dko±¢ wzgl¦dem czasu.

W przypadku efemeryd nale»y pami¦ta¢, »e gdy caªkujemy z u»yciem zmien-
nych KS, to czas jest jedn¡ ze zmiennych i sam jest obarczony pewnym bª¦dem
caªkowania, co wpªywa te» na dokªadno±¢ samej efemerydy.

3.11 Orbity geosynchroniczne

Dªugoterminowe symulacje dynamiki sztucznego satelity maj¡ sens w kontek±cie
problemu ±mieci kosmicznych. Niefunkcjonalny obiekt mo»e pozostawa¢ na orbicie
wokóª Ziemi przez setki lat, ale istniej¡ tak»e orbity, na których w skutek pertur-
bacji dochodzi do szybszego zwi¦kszenia mimo±rodu orbity, co skutkuje naturaln¡
deorbitacj¡. Istotnym czynnikiem, który warto zbada¢, jest wi¦c czas »ycia na danej
orbicie i wzrost mimo±rodu.

Do zaprezentowania dziaªania integratora wybrane zostaªy orbity geosychro-
niczne, czyli takie, których okres orbitalny równy jest jednej dobie gwiazdowej, ale
w przeciwie«stwie do orbit geostacjonarnych nie musz¡ by¢ orbitami równikowymi
i koªowymi. Póªo± wielka takiej orbity wynosi okoªo 42164 km. Ta warto±¢ póªosi
oznacza, »e w trakcie symulacji mimo±ród mo»e urosn¡¢ do warto±ci ponad 0.8 zanim
satelita wejdzie w g¦ste partie atmosfery. Jest to wi¦c dobre zagadnienie, aby zasto-
sowa¢ opisywan¡ tutaj metod¦ caªkowania. Badanie orbit geosynchronicznych pod
wzgl¦dem wzrostu mimo±rodu przeprowadzili Gkolias i Collombo [21]. U»ywali oni
do tego celu integratora wykorzystuj¡cego zmienne ±rednie. Powtórzenie tych wyli-

1https://ssd.jpl.nasa.gov/horizons.cgi
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cze« z u»yciem opisywanego tutaj integratora z jednej strony pozwoli przetestowa¢
metod¦, a z drugiej umo»liwi sprawdzenie, czy pomini¦cie zale»no±ci od anomalii
±redniej wpªywa znacz¡co na wynik oblicze«.

Pierwsze testy pokazaªy, »e do znacz¡cego wzrostu mimo±rodu, a co za tym idzie
obni»enia perygeum mo»e dochodzi¢ pod warunkiem, »e nachylenie orbity b¦dzie
odpowiednio du»e. Przeprowadzono caªkowanie dla warunków pocz¡tkowych: póªo±
wielka a = 6.61701 promieni Ziemi, mimo±ród e = 0.1, anomalia ±rednia M = 45◦,
dªugo±¢ w¦zªa i argument perygeum Ω = ω = 0◦ i dla nachyle« od zera do 180◦

z krokiem co jeden stopie«. Pojedynczy krok caªkowania obejmowaª okoªo 0.1152
okresu orbitalnego (co daje okoªo 9 kroków caªkowania na okres), uwzgl¦dniono
geopotencjaª do czwartego stopnia i rz¦du, perturbacje lunisolarne oraz ci±nienie
promieniowania (ze stosunkiem powierzchni do masy 1 kg/m2). Przeprowadzono
trzy serie oblicze«: w pierwszej ilo±¢ kroków wyniosªa 105, co odpowiada ok 31.5
latom, w drugiej i trzeciej ilo±¢ kroków odpowiednio podwojono i potrojono uzy-
skuj¡c okres caªkowania 63 i 94.5 lat. Warto±ci czasowe mo»na podawa¢ jedynie w
przybli»eniu, gdy» dokªadny czas obliczany jest dopiero w trakcie caªkowania.

Caªkowanie pokazaªo, »e dla orbit o du»ym nachyleniu ju» po 30 latach wzrost
mimo±rodu mo»e by¢ znaczny (rys. 3.7). Po 60 latach dla cz¦±ci orbit perygeum
obni»yªo si¦ poni»ej jednego promienia Ziemi, co oczywi±cie oznacza spadek satelity,
który byªby na takiej orbicie. Dªu»sze caªkowanie pokazuje te» bardziej zªo»on¡
struktur¦ caªego zagadnienia. Po ponad 90 latach (rys. 3.8) wida¢, »e istniej¡
pewne warto±ci nachyle« dla których wzrost mimo±rodu jest wyra¹nie mniejszy ni»
dla innych orbit w ich otoczeniu. Powtórzenie oblicze« dla innych parametrów po-
cz¡tkowych, zmieniaj¡c argument perygeum na 45 i 90 stopni, pokazaªo, »e nie jest
to jedynie zale»no±¢ od nachylenia (rys. 3.9). Zawsze jednak wzrost mimo±rodu jest
wi¦kszy dla orbit o du»ym nachyleniu, a dla orbit w pªaszczy¹nie równika perygeum
obni»a si¦ nieznacznie.

Rysunek 3.7: Odlegªo±¢ perygeum (w promieniach Ziemi) po 31 i 63 latach w zale»-
no±ci od pocz¡tkowego nachylenia orbity.

Wyznaczenie wska¹nika MEGNO pokazaªo, »e okres niecaªych 100 lat mo»e by¢
zbyt maªy aby dobrze oszacowa¢ ten parametr. W du»ej cz¦±ci wykresu MEGNO jest
mniejsze ni» 2, s¡ te» obszary, w których wska¹nik wyra¹nie przekracza t¦ warto±¢.
Przeprowadzona regresja liniowa tego wska¹nika dla ostatnich 20 procent kroków
caªkowania daªa dla orbity o najwy»szym MEGNO wspóªczynnik kierunkowy okoªo
0.0004d−1. Oznacza to, »e po 100 latach caªkowania, MEGNO b¦dzie wynosiªo ok.
14. Orbity sªabiej chaotyczne, które miaªyby ten wska¹nik mniejszy o niecaªy rz¡d
wielko±ci, miaªyby jednak MEGNO w okolicach dwójki, co oznacza, »e do oceny ich
stabilno±ci wymagany jest dªu»szy czas caªkowania. Wyniki te pokazuj¡ te», niestety,
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»e dla cz¦±ci orbit czas caªkowania potrzebny do oceny ich stabilno±ci jest dªu»szy
ni» ich czas »ycia na orbicie. Z tego powodu dla krótszych okresów caªkowania
numerycznego lepszym wyznacznikiem stabilno±ci s¡ zmiany mimo±rodu.

Rysunek 3.8: Odlegªo±¢ perygeum (w promieniach Ziemi) po 94 latach oraz warto±¢
wska¹nika MEGNO (obci¦ta w zakresie 0-10).

Rysunek 3.9: Odlegªo±¢ perygeum (w promieniach Ziemi) po 94 latach dla pocz¡t-
kowych warto±ci argumentu perygeum 45 i 90 stopni.

W tych obliczeniach u»yty zostaª du»y krok caªkowania (mniej ni» 9 kroków na
okres orbitalny). Aby oszacowa¢ dokªadno±¢ uzyskanego wyniku powtórzono ob-
liczenia zwi¦kszaj¡c dwukrotnie ilo±¢ kroków i o poªow¦ zmniejszaj¡c ich dªugo±¢.
Nast¦pnie obliczono ró»nic¦ otrzymanych odlegªo±ci maksymalnego zbli»enia satelity
do Ziemi po 90 latach na orbicie (rys 3.10). W wielu przypadkach otrzymane ró»nice
s¡ na poziomie 10−6 promienia Ziemi, ale niekiedy bª¡d si¦ga tysi¦cznych cz¦±ci pro-
mienia Ziemi, czyli kilku lub kilkunastu kilometrów. Gdy ró»nica jest du»a ni»sz¡
wysoko±¢ perygeum otrzymujemy w wyniku dokªadniejszego caªkowania � odstaj¡ce
punkty na wykresie znajduj¡ si¦ prawie zawsze poni»ej poziomej osi liczbowej. W
przypadku tych mocniej odstaj¡cych punktów bª¡d nie wynika jednak z dokªadno±ci
caªkowania, a ze sposobu wyznaczenia minimalnej odlegªo±ci perygeum. Brane pod
uwag¦ s¡ jedynie odlegªo±ci na koniec ka»dego kroku caªkowania i co za tym idzie
istnieje szansa, »e w momencie najwi¦kszego zbli»enia kolejne kroki caªkowania b¦d¡
nieco oddalone od perygeum. Zwi¦kszenie ilo±ci kroków na okres orbitalny pozwoliªo
lepiej pokry¢ orbit¦ kolejnymi punktami i lepiej uchwyci¢ moment najni»szego pe-
rygeum, przez co otrzymany wynik jest mniejszy. Uzyskana dokªadno±¢ jest jednak
wystarczaj¡ca przy tego typu jako±ciowej analizie.

Zmiana mimo±rodu w zale»no±ci od k¡tów M,ω,Ω jest do±¢ zªo»onym proble-
mem. Wpªyw pocz¡tkowej anomalii ±redniej jest bardzo niewielki w porównaniu do
zmiany pozostaªych parametrów (na ogóª rz¦du 10−2 promienia Ziemi po 50 latach).
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Rysunek 3.10: Dokªadno±¢ wyznaczenia minimalnej odlegªo±ci perygeum w zale»no-
±ci od nachylenia pocz¡tkowego orbity (ω = 45◦).

Oznacza to, »e metoda z wykorzystaniem zmiennych ±rednich u»yta przez Gkoliasa
i Collombo [21] jest wystarczaj¡ca mimo obecnego rezonansu ruchu ±redniego. Z
kolei zale»no±¢ od k¡tów ω,Ω jest mocno zale»na od nachylenia orbity. Przy maªym
nachyleniu istotna jest suma Ω+ω (rysunek (3.11)). Dla bardziej nachylonych orbit
sytuacja jest bardziej zªo»ona (rysunek 3.12). Na rysunku 3.13 pokazano minimaln¡
odlegªo±¢ perygeum po 47 latach na pªaszczy¹nie nachylenie-dªugo±¢ w¦zªa wst¦pu-
j¡cego dla argumentu perygeum ω = 0◦. Na rysunku 3.14 jest ten sam wykres dla
ω = 90◦. Przyj¦ty krok caªkowania wyniósª okoªo 17 kroków na okres orbitalny.

Rysunek 3.11: Minimalna odlegªo±¢ perygeum na pªaszczy¹nie ω,Ω dla nachylenia
równego zero. Na prawym rysunku przekrój wzdªu» prostej ω = Ω .

Zmiany mimo±rodu s¡ efektem dziaªania rezonansu Lidowa-Kozai (który b¦dzie
tak»e przeanalizowany w nast¦pnym rozdziale). Jak pokazali Aleksandrova i in. [20],
istotnym czynnikiem, który mo»e wpªywa¢ na tempo wzrostu mimo±rodu jest efekt
ci±nienia promieniowania sªonecznego, zwªaszcza dla orbit prawie koªowych. Dla
obiektów o du»ym stosunku powierzchni do masy mo»e on zarówno przyspiesza¢
wzrost mimo±rodu, jak i go spowalnia¢. Na rysunku 3.15 przedstawiono wynik tych
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Rysunek 3.12: Minimalna odlegªo±¢ perygeum na pªaszczy¹nie ω,Ω dla nachylenia
równego 40◦. Na prawym rysunku przekrój wzdªu» prostej ω = Ω .

Rysunek 3.13: Odlegªo±¢ perygeum po 47 latach. Pocz¡tkowy mimo±ród wynosiª
e = 0.1, a argument perygeum ω = 0◦ .

samych oblicze« co na rysunku 3.14, ale zamiast stosunku powierzchni do masy 1
m2/kg przyj¦to warto±¢ 0.012 m2/kg. Ró»nice w minimalnej odlegªo±ci perygeum
mi¦dzy tymi wykresami przedstawiono na wykresie 3.16.

Wykresy przedstawiaj¡ce odlegªo±¢ perygeum na pªaszczy¹nie nachylenie-dªugo±¢
w¦zªa wst¦puj¡cego s¡ (do pewnego stopnia dokªadno±ci) symetryczne wzgl¦dem ob-
rotu caªego wykresu o 180 stopni. Inaczej mówi¡c, orbity o pocz¡tkowym nachyleniu
I i dªugo±ci w¦zªa wst¦puj¡cego Ω maj¡ podobn¡ ewolucj¦ mimo±rodu do orbit o
nachyleniu 180◦ − I i dªugo±ci w¦zªa wst¦puj¡cego 360◦ − Ω. Wykres 3.16 poka-
zuje jednak, »e zmiana warto±ci ci±nienia promieniowania nie ma tak symetrycznego
wpªywu na orbit¦. Oczywi±cie, istotna w tym przypadku jest równie» zale»no±¢ od
pocz¡tkowego argumentu perygeum.

Przedstawiona metoda caªkowania pozwala bada¢ dªugookresow¡ dynamik¦ sztucz-
nych satelitów. Nie jest ona tak wydajna jak integratory dziaªaj¡ce na zmiennych
±rednich, ale pozwala uwzgl¦dni¢ zmiany krótkookresowe oraz zbada¢ zale»no±¢ dy-
namiki od anomalii ±redniej, co mo»e mie¢ znaczenia przy zastosowaniu jej do orbit w
rezonansach tesseralnych (w przypadku sztucznego satelity) lub rezonansach ruchu
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Rysunek 3.14: Odlegªo±¢ perygeum po 47 latach. Pocz¡tkowy mimo±ród wynosiª
e = 0.1, a argument perygeum ω = 90◦ .

±redniego (na przykªad planetoidy). Jak si¦ okazaªo, efekty tesseralne dla satelitów
geosynchronicznych nie maj¡ a» tak wielkiego znaczenia, a w zmianach mimo±rodu
decyduj¡c¡ rol¦ peªniªy oddziaªywania grawitacyjne Sªo«ca i Ksi¦»yca (w szczegól-
no±ci rezonans Lidowa-Kozai).
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Rysunek 3.15: Odlegªo±¢ perygeum po 47 latach. Pocz¡tkowy mimo±ród wynosiª
e = 0.1, a argument perygeum ω = 90◦. Stosunek powierzchni do masy byª mniejszy
ni» na rysunku 3.14 i wyniósª 0.012 m2/kg.

Rysunek 3.16: Ró»nica w minimalnej odlegªo±ci perygeum osi¡gni¦tej podczas
dwóch caªkowa« numerycznych. Wykres powstaª przez odj¦cie danych z rysunków
3.14 oraz 3.15.
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Rozdziaª 4

Zmienne

Lissajous-Kustaanheimo-Stiefela

4.1 Transformacja Lissajous

Transformacje Leviego-Civity i Kuustanheimo-Stiefela pozwalaj¡ przeksztaªci¢ za-
gadnienie keplerowskie (odpowiednio dwu i trójwymiarowe) w izotropowy oscylator
harmoniczny. W obu przypadkach istotne jest przyj¦cie staªego poziomu energii,
który de�niuje cz¦sto±¢ oscylatora. W przypadku stosowania formalizmu kanonicz-
nego, transformacja odbywa si¦ w rozszerzonej przestrzeni fazowej. Dla oscylatora
harmonicznego mo»na wprowadzi¢ zmienne typu k¡t-dziaªanie. W przypadku trans-
formacji LC jako pierwszy zrobiª to Alain Chenciner w 1986 roku [10], ale jego praca
pozostaªa maªo znana. Powróciª do niej Jacques Fejoz [17], ale nieco wcze±niej De-
prit i Williams [14] uzyskali podobny zestaw zmiennych k¡t-dziaªanie, wprowadzaj¡c
w serii publikacji tzw. transformacj¦ Lissajous. Deprit zaproponowaª trzy oddzielne
warianty tej transformacji, ale przedstawiony i dalej wykorzystany zostanie tylko
jeden z nich.

Niech y1 i y2 b¦d¡ kanonicznymi poªo»eniami, a Y1 i Y2 sprz¦»onymi z nimi p¦-
dami. Transformacj¡ Lissajous b¦dziemy nazywa¢ transformacj¦, która przeksztaªca
zbiór (y1, y2, Y1, Y1) na nowe poªo»enia l, g i sprz¦»one z nimi p¦dy L,G i wyra»a si¦
równaniami

y1 =

√
L+G

2ω
cos (l + g)−

√
L−G

2ω
cos (l − g),

y2 =

√
L+G

2ω
sin (l + g) +

√
L−G

2ω
sin (l − g), (4.1)

Y1 = −
√
ω (L+G)

2
sin (l + g) +

√
ω (L−G)

2
sin (l − g),

Y2 =

√
ω (L+G)

2
cos (l + g) +

√
ω (L−G)

2
cos (l − g).

Transformacja ta zale»y od jednego parametru ω. Je±li zastosujemy t¦ transformacj¦
do hamiltonianu dwuwymiarowego izotropowego oscylatora harmonicznego

H0 =
1

2

(
Y 2

1 + Y 2
2

)
+
ω2

2

(
y2

1 + y2
2

)
, (4.2)
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to uzyskamy nowy hamiltonian
K0 = ωL, (4.3)

który zale»y tylko od jednego z p¦dów. Z powy»szych równa« wprost wynika, »e
−L ≤ G ≤ L, a kiedy G = ±L, k¡ty l i g s¡ nieokre±lone, ale okre±lona jest albo
ich suma, albo ró»nica. W przypadku gdy L = G = 0 oba k¡ty s¡ nieokre±lone, tak
samo jak ich suma i ró»nica � odpowiada to sytuacji gdy Y1 = Y2 = y1 = y2 = 0.

Zmienne te s¡ zmiennymi typu k¡t-dziaªanie, poniewa» zgodnie z transformacj¡
(4.1), zmienne y1, y2, Y1, Y2 s¡ 2π okresowe wzgl¦dem l i g, a nowy hamiltonian
zale»y tylko od p¦du L. Brak zale»no±ci od G wynika z uwzgl¦dnienia degeneracji
ukªadu i sprawia, »e ruch dla jednego ze stopni swobody jest trywialny (ġ = Ġ = 0,
niezale»nie od warunków pocz¡tkowych).

4.2 Interpretacja geometryczna

W przypadku dwuwymiarowego oscylatora harmonicznego ruch odbywa si¦ po elip-
sie o ±rodku w pocz¡tku ukªadu wspóªrz¦dnych. Zmienne Lissajous opisuj¡ t¦ elips¦.
Kwadrat odlegªo±ci od ±rodka ukªadu wspóªrz¦dnych wynosi

y2
1 + y2

2 =
1

ω

(
L−
√
L2 −G2 cos 2l

)
. (4.4)

Jedyn¡ wielko±ci¡, która si¦ zmienia w tym wypadku jest k¡t l. �atwo wi¦c stwier-
dzi¢, »e odlegªo±¢ jest najmniejsza gdy cos 2l = 1, a najwi¦ksza gdy cos 2l = −1.
Je±li wi¦c a i b to odpowiednio póªo± wielka i póªo± maªa elipsy, to mamy

a2 =
1

ω

(
L+
√
L2 −G2

)
, b2 =

1

ω

(
L−
√
L2 −G2

)
, (4.5)

a wi¦c p¦dy okre±laj¡ wielko±¢ i ksztaªt elipsy, a dokªadniej

L =
ω

2

(
a2 + b2

)
, G =± ωab. (4.6)

Kiedy l = 0, a wi¦c wtedy, gdy znajdujemy si¦ na ko«cu póªosi maªej, wtedy
ŷ · ê1 = cos g, a wi¦c g jest k¡tem mi¦dzy póªosi¡ maª¡ elipsy a pierwsz¡ osi¡ ukªadu
wspóªrz¦dnych. Taka interpretacja tych zmiennych pozwala zrozumie¢ sytuacje oso-
bliwe. Gdy G = ±L, kwadrat odlegªo±ci od pocz¡tku ukªadu wspóªrz¦dnych jest
staªy, co oznacza »e k¡t g musi by¢ nieokre±lony, poniewa» nie mo»emy zde�niowa¢
poªo»enia póªosi maªej. Co wa»ne, zmienne te nie posiadaj¡ osobliwo±ci gdy G = 0.
Jest to sytuacja w której dªugo±¢ póªosi maªej wynosi zero, a elipsa degeneruje si¦
do postaci odcinka. K¡t g jest wtedy k¡tem mi¦dzy prost¡ prostopadª¡ do tego
odcinka, a pierwsz¡ osi¡ ukªadu wspóªrz¦dnych.

4.3 Rozszerzona transformacja LC

W powy»szych równaniach widoczny jest zwi¡zek zmiennych Lissajous z kwadratami
póªosi elipsy. Ten zwi¡zek sprawia, »e poª¡czenie tej transformacji z transformacj¡
paraboliczn¡ LC wydaje si¦ by¢ do±¢ naturalnym wyborem. Pojawia si¦ tu jednak
pewien problem, wskazany ju» przez Deprita i Williamsa [16]: w transformacji ka-
nonicznej LC musi doj±¢ do rozszerzenia przestrzeni fazowej, a sama transformacja
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Rysunek 4.1: Elipsa Lissajous (przypadek G > 0).

zakªada ustalony poziom energii, od którego zale»y cz¦sto±¢ oscylatora w nowych
zmiennych. Cz¦stotliwo±¢ ta zale»y od warto±ci p¦du V ∗ oraz wybranej warto±ci
parametru α poprzez równo±¢

αω =
√

8V ∗. (4.7)

Tymczasem w transformacji Lissajous parametrem jest owa cz¦sto±¢, która z zaªo»e-
nia powinna by¢ staªa. Przyj¦cie ω jako funkcji p¦du V ∗ powoduje, »e transformacja
Lissajous przestaje by¢ kanoniczna. Istniej¡ oczywi±cie sposoby, które obchodz¡ ten
problem, na przykªad mo»na przyj¡¢ »e V ∗ jest staª¡ liczbow¡, albo w transformacji
Lissajous u»y¢ parametru ω który nie jest funkcj¡ V ∗, a jedynie posiada odpowied-
ni¡ warto±¢. Takie podej±cie ma jednak bardzo zasadnicze wady. Je±li rozpatrywane
jest zaburzone zagadnienie keplerowskie, w którym zaburzenie w sposób jawny za-
le»y od czasu, to wtedy warto±¢ V ∗ nie jest staªa, a wi¦c tak»e i cz¦sto±¢ ω si¦
zmienia. Rozwi¡zaniem tego problemu jest przeprowadzenie tranformacji LC i Lis-
sajous bez zakªadania staªo±ci parametrów α i ω. Takie rozwi¡zanie opublikowali
niedawno Breiter i Langner [6]. Wcze±niej podobne rezultaty uzyskaª Zhao [50] dla
szczególnego przypadku ruchu prostoliniowego.

Aby wprowadzi¢ rozszerzon¡ transformacj¦, zachowamy u»ywan¡ wcze±niej de-
�nicj¦ kanonicznej transformacji LC dla poªo»e« i p¦dów, ale przyjmiemy »e para-
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metr α jest pewn¡ funkcj¡ zmiennych kanonicznych. Dodatkowo transformacja musi
tak»e obj¡¢ par¦ zmiennych V ∗ i v∗, tak aby uzyska¢ transformacj¦ kanoniczn¡, przy
czym przyjmiemy nowe zmienne S, s takie »e nowy p¦d b¦dzie równy staremu, czyli
S = V ∗, a poªo»enie s b¦dzie pewn¡ funkcj¡ starych poªo»e« i p¦dów. Aby trans-
formacja byªa kanoniczna, wykorzystamy form¦ ró»niczkow¡ speªniaj¡c¡

V ∗dv∗ + X · dx− Sds−V · dv = dΦ, (4.8)

gdzie Φ jest pewn¡ funkcj¡ zmiennych kanonicznych. Je±li przyjmiemy, »e

v∗ = s+B(v,V, V ∗), (4.9)

to po podstawieniu de�nicji transformacji LC (1.31) i (1.53) do powy»szej formy
ró»niczkowej uzyskamy warunek

V ∗dB − v ·V
2

dα

α
= dΦ. (4.10)

To równanie ªatwo jest rozwi¡za¢ gdy α jest funkcj¡ jedynie V ∗. Wtedy, przyjmuj¡c

B = B0(V ∗)y ·Y, Φ = Φ0(V ∗)y ·Y, (4.11)

dostajemy

[V ∗B0 − Φ0] d(v · v)− v ·V
2α

[
dα

dV ∗
+ 2α

(
dΦ0

dV ∗
− V ∗ dB0

dV ∗

)]
= 0. (4.12)

Aby czynnik przy ró»niczce d(v · v) wynosiª zero, zakªadamy Φ0 = V ∗B0, a wi¦c
tak»e Φ = V ∗B, a wtedy równanie upraszcza si¦ do postaci

v ·V
2α

[
dα

dV ∗
+ 2αB0

]
= 0, (4.13)

czyli

B = −y ·Y
2α

dα

dV ∗
. (4.14)

Oznacza to, »e rozszerzona transformacja LC jest kanoniczna gdy

v∗ = s− y ·Y
2α

dα

dV ∗
. (4.15)

Hamiltonian keplerowski po przeprowadzeniu transformacji b¦dzie miaª dalej posta¢

K =
V · V

2
+
ω2

2
v · v − 4µ

α
, (4.16)

z cz¦sto±ci¡ uzale»nion¡ od wybranej funkcji α

ω(V ∗) =

√
8V ∗

α(V ∗)
. (4.17)

Kosztem takiego uogólnienia jest zmiana zmiennej v∗, która wcze±niej odpowiadaªa
czasowi �zycznemu t, na now¡ zmienn¡ s. Konkretny wybór parametru α wpªywa
tak»e na wymiar zmiennych LC. Wcze±niej przyjmowali±my »e α ma wymiar dªugo-
±ci, dzi¦ki czemu nowe zmienne v tak»e miaªy wymiar dªugo±ci, a czas Sundmana,
do którego zde�niowania tak»e wykorzystali±my parametr α, miaª wymiar czasu.
Chc¡c zachowa¢ t¡ wygodn¡ konwencj¦, mo»na pomno»y¢ α przez pewn¡ staª¡ o
okre±lonym wymiarze, co nie wpªywa na równania transformacji, ani nie zmienia
funkcji B, co wynika z (4.14).
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4.4 Wybór parametru α

Obserwuj¡c zale»no±¢ cz¦sto±ci od parametru α mo»na zastanowi¢ si¦ nad odpo-
wiednim wyborem tego parametru.

Do±¢ oczywistym wyborem wydaje si¦ α =
√

8V ∗, dzi¦ki czemu cz¦sto±¢ nie b¦-
dzie zale»aªa od energii, a b¦dzie miaªa staª¡ warto±¢ ω = 1. Odpowiada to podej±ciu
Chencinera [10], który stosowaª bezwymiarowy czas Sundmana i parametr α zale»ny
od energii. Takie podej±cie umo»liwia od razu zastosowanie transformacji Lissajous,
gdy» cz¦sto±¢ mo»e by¢ ju» wykorzystana jako staªy parametr tej transformacji. W
dalszej cz¦±ci pokazane zostanie jednak ogólniejsze rozwi¡zanie dla dowolnego α.

Wcze±niej w pracy przyj¦ta byªa konwencja Deprita [15], gdzie α miaªo wymiar
dªugo±ci, co pozwalaªo zachowa¢ wymiar dªugo±ci dla poªo»e« i wymiar pr¦dko±ci
(dªugo±¢ przez czas) dla p¦dów. W przedstawionym tutaj formalizmie mo»na to
osi¡gn¡¢ na przykªad wybieraj¡c

α =
µ

V ∗
. (4.18)

Taki wybór daje nam cz¦sto±¢

ω =

√
8(V ∗)3

µ
. (4.19)

W zagadnieniu czystko keplerowskim energia powi¡zana jest z póªosi¡ wielk¡ orbity
a i w tym wypadku V ∗ = µ

2a
. Warto±¢ parametru wynosi wtedy α = 2a, a cz¦sto±¢

ω =
√
µa3. Cz¦sto±¢ jest wi¦c wtedy równa warto±ci ruchu ±redniego n. Taki

wybór pozwala ªatwo powi¡za¢ warto±ci poszczególnych parametrów z �zycznymi
wielko±ciami opisuj¡cymi orbit¦.

4.5 Rozszerzona transformacja Lissajous

Aby uzyska¢ kanoniczn¡ rozszerzon¡ transformacj¦ Lissajous, post¡pimy tak samo
jak poprzednio w przypadku transformacji LC. Punktem wyj±cia s¡ rozszerzone
zmienne LC (v,V, s, S), na których dokonujemy transformacji Lissajous (4.1) za-
st¦puj¡c wektory y i Y zmiennymi LC v i V i zakªadaj¡c, »e parametr ω jest dowoln¡
funkcj¡ energii S. Podobnie jak poprzednio, aby uzyska¢ transformacj¦ kanoniczn¡
badamy zachowanie formy ró»niczkowej z pewn¡ nieznan¡ funkcj¡ Λ, takiej »e

Sds+ V · dv − Ldl −Gdg − S∗ds∗ = dΛ. (4.20)

Wprowadzamy nowy p¦d S∗ = S = V ∗ i sprz¦»on¡ z nim wspóªrz¦dn¡ s∗. Po
podstawieniu transformacji Lissajous otrzymujemy

(ds− ds∗)S +
d(v ·V)

2
− v ·V

2ω
dω = dΛ. (4.21)

Podobnie jak poprzednio, przyjmujemy

s∗ = s+ v ·Vb0(S∗), Λ = v ·VΛ0(S∗), (4.22)

co po wstawieniu do poprzedniego równania daje nam(
1

2
+ S∗b0 − Λ0

)
d (v ·V) + v ·V

(
S∗

db0

dS∗
− dΛ0

dS∗
− 1

2ω

dω

dS∗

)
ds∗ = 0. (4.23)
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Równanie to jest speªnione gdy

Λ0 = S∗b0 +
1

2
, (4.24)

oraz

b0 = − 1

2ω

dω

dS∗
. (4.25)

Gdy poª¡czymy transformacj¦ Lissajous z transformacj¡ Leviego-Civity uzy-
skamy przeksztaªcenie pªaszczyzny kartezja«skiej na zbiór zmiennych Lissajous. To
przeksztaªcenie b¦dzie dalej nazywane przeksztaªceniem Lissajous-Leviego-Civity
(LLC). Przeksztaªcenie w rozszerzonej przestrzeni obejmuje tak»e zmian¦ dodat-
kowej pary zmiennych V ∗ = S∗ oraz

v∗ = s∗ − v ·V
2αω

(
ω
dα

dV ∗
+ α

dω

dV ∗

)
, (4.26)

a bior¡c pod uwag¦ »e αω =
√

8V ∗, to caªo±¢ upraszcza si¦ do postaci

v∗ = s∗ − v ·V
4V ∗

, (4.27)

a wstawiaj¡c v ·V = 2x ·X, mamy

v∗ = s∗ − x ·X
2V ∗

. (4.28)

Poªo»enia i p¦dy kartezja«skie wyra»aj¡ si¦ przez zmienne Lissajous wzorami

x1 =
1

2αω

[
(L+G) cos (2l + 2g) + (L−G) cos(2l − 2g)− 2

√
L2 −G2 cos 2g

]
,

x2 =
1

2αω

[
(L+G) sin (2l + 2g)− (L−G) sin(2l − 2g)− 2

√
L2 −G2 sin 2g

]
,

(4.29)

X1 =
−1

4r
[(L+G) sin (2l + 2g) + (L−G) sin(2l − 2g)] ,

X2 =
−1

4r
[(L+G) cos (2l + 2g)− (L−G) cos(2l − 2g)] ,

gdzie

r =
√

x · x =
L−
√
L2 −G2 cos 2l

αω
. (4.30)

To przeksztaªcenie nie zale»y od przyj¦tych parametrów α i ω, a jedynie od ich ilo-
czynu równego

√
8V ∗. Kanoniczno±¢ transformacji zapewnia przeksztaªcenie zmien-

nych

v∗ = s∗ − x ·X
2V ∗

= s∗ −
√
L2 −G2 sin 2l

4S∗
, V ∗ = S∗. (4.31)

Wybór parametrów ma jednak znaczenie, gdy» podczas regularyzacji w kanonicz-
nym przeksztaªceniu Sundmana hamiltonian mno»ony jest przez czynnik 4r/α, co
powoduje »e parametry α i ω pojawi¡ si¦ w funkcji Hamiltona i co za tym idzie
tak»e w równaniach ruchu.
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4.6 Transformacja Lissajous a zagadnienie keplerow-

skie

Stosuj¡c przeksztaªcenie LLC do hamiltonianu keplerowskiego w zagadnieniu pªa-
skim

H0 =
X ·X

2
− µ

r
,

uzyskujemy now¡ funkcj¦ Hamiltona

K0 = ωL− 4µ

α
, (4.32)

oraz równania ruchu

l′ =ω (4.33)

(s∗)′ =L
∂ω

∂S∗
+

4µ

α2

∂α

∂S∗
(4.34)

g′ =L′ = G′ = (S∗)′ = 0. (4.35)

Zarówno funkcja Hamiltona jak i równania ruchu zale»¡ od przyj¦tych parametrów
α i ω. W podrozdziale 4.4 omówiono dwa specjalne wybory parametru α. Je±li
wybierzemy α =

√
8V ∗ to ω = 1, a wi¦c

l′ = 1, (s∗)′ =
4µ

α2

∂α

∂S∗
=

µ√
2(S∗)3

. (4.36)

W tym wypadku l ro±ne tak samo jak czas Sundmana. Z kolei je±li podstawimy
energi¦ orbity keplerowskiej wyra»on¡ przez póªo± wielk¡ orbity (S∗ = µ/(2a)), to

(s∗)′ =
2a3/2

√
µ
. (4.37)

Gdy przyjmiemy α = µ
V ∗
, to ω =

√
8(V ∗)3µ−1. Wprowadzaj¡c póªo± wielk¡

otrzymujemy wtedy
ω = µ1/2a−3/2.

Cz¦sto±¢ ma zatem warto±¢ równ¡ ruchowi ±redniemu n na orbicie keplerowskiej (ale
l zmienia si¦ jednostajne z t¡ cz¦sto±ci¡ w czasie Sundmana τ , a nie �zycznym t,
dlatego l nie mo»e by¢ uto»samiane z anomali¡ ±redni¡).

Zmienne Delaunaya to zmienne typu k¡t-dziaªanie dla zagadnienia keplerow-
skiego. W przypadku zagadnienia pªaskiego obejmuj¡ one dwa k¡ty: anomali¦
±redni¡ lD oraz dªugo±¢ perycentrum gD oraz sprz¦»one z nimi p¦dy LD =

√
µa

i GD = LD
√

1− e2. W tym miejscu konieczne jest dopowiedzenie, »e póªo± wielka
zde�niowana jest poprzez warto±¢ energii cz¦±ci keplerowskiej hamiltonianu (H0)
zale»no±ci¡ H0 = −µ/(2a), a wi¦c

L2
D = − µ2

2H0

. (4.38)

Natomiast p¦d GD to caªkowity moment p¦du ukªadu

GD = ||x×X||. (4.39)
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Powi¡zanie momentu p¦du ze zmiennymi LLC mo»na wyprowadzi¢ wprost, podsta-
wiaj¡c do powy»szego de�nicj¦ (4.29) i otrzymuj¡c

GD =
|G|
2
. (4.40)

Ta relacja jest prosta i nie zale»y od rozpatrywanego zagadnienia. Du»o bardziej
problematyczne jest powi¡zanie p¦du L. W tym celu wyra¹my hamiltonian H0 =
α
4r
K0 − S∗ poprzez zmienne LLC

H0 =

√
8S∗L

4r
− µ

r
− S∗ = − µ2

2L2
D

, (4.41)

co po przeksztaªceniu daje

L =
4µ√
8V ∗

+
2r√
8V ∗

(
2V ∗ − µ2

L2
D

)
. (4.42)

Ten wynik zgadza si¦ z uzyskanym przez Deprita i Williamsa [16]. Pojawia si¦ tu za-
le»no±¢ od V ∗, a wi¦c caªkowitej energii ukªadu, której warto±¢ w zaburzonym ruchu
keplerowskim zale»na jest od konkretnego zagadnienia, a nie tylko od pocz¡tkowych
poªo»e« i p¦dów.

4.7 Transformacja Lissajous-Kustaanheimo-Stiefela

Wprowadzenie zmiennych k¡t-dziaªanie dla ruchu keplerowskiego w zmiennych KS
pozwoliªoby na peªne wykorzystanie zalet formalizmu kanonicznego w rachunkach
analitycznych. Pierwsze próby podj¦li juz Stiefel i Scheifele [43]. U»yli oni sym-
plektycznych zmiennych biegunowych osobno dla ka»dego stopnia swobody. To po-
dej±cie ma jednak powa»ne wady. Po pierwsze, nie uwzgl¦dnia ono tego, »e caªy
ukªad jest zdegenerowany, przez co stosowanie metod opartych na u±rednianiu jest
znacznie utrudnione. Po drugie, ten zestaw zmiennych nie uwzgl¦dnia mo»liwo-
±ci redukcji zagadnienia do postaci trójwymiarowej z wykorzystaniem odpowiednich
ogranicze«, które pojawiaj¡ si¦ w transformacji KS. Znacznie lepsze podej±cie za-
prezentowaª Zhao [49], który wprowadziª oskulacyjn¡ dwuwymiarow¡ pªaszczyzn¦
Leviego-Civity, po której odbywa si¦ ruch, i na niej zastosowaª opisan¡ wcze±niej
w tym rozdziale transformacj¦ Lissajous. Informacja o orientacji tej pªaszczyzny
w przestrzeni zawarta jest w trzeciej parze zmiennych, która jest odpowiednikiem
pary zmiennych Delaunay'a zazwyczaj oznaczanych jako H i h, b¦d¡cych odpowied-
nio rzutem momentu p¦du na trzeci¡ o± ukªadu wspóªrz¦dnych i k¡tem opisuj¡cym
dªugo±¢ w¦zªa wst¦puj¡cego orbity. Ten zestaw zmiennych nie zawiera wad, które
miaªo podej±cie Stiefela i Scheifele. Funkcja Hamiltona niezaburzonego zagadnienia
keplerowskiego zawiera tylko jedn¡ ze zmiennych typu dziaªanie, a wi¦c tylko jeden
k¡t jest szybko zmienny. Z kolei czwarty stopie« swobody ukryty zostaª w de�nicji
pªaszczyzny Leviego-Civity. �cisªe powi¡zanie ze zmiennymi Delaunay'a niesie ze
sob¡ te same wady, które towarzysz¡ tym zmiennym. S¡ one osobliwe dla orbit
prostoliniowych, poniewa» niemo»liwe jest wtedy wyznaczenie orientacji orbity w
oparciu o zerowy wektor momentu p¦du.

Wprowadzenie zestawu zmiennych, które byªyby nieosobliwe dla orbit prawie
prostoliniowych, wymaga innego podej±cia i u»ycia zmiennych, które nie s¡ mocno
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zwi¡zane ze zmiennymi Delaunay'a. Taki zestaw zmiennych zostaª zaproponowany
(Breiter i Langner [7]) jako poª¡czenie dwóch transformacji Lissajous, opisanych
wcze±niej w tym rozdziale osobno dla dwóch par stopni swobody. Rozpatrywana b¦-
dzie transformacja dla zmiennych KS z wektorem de�niuj¡cym skierowanym wzdªu»
trzeciej osi (c = e3), ale mo»liwe jest tak»e zde�niowanie takiej transformacji dla
dowolnego wektora c. Kluczowe jest odpowiednie podzielenie przestrzeni kwater-
nionów na dwie podprzestrzenie. W wypadku zmiennych KS3 s¡ nimi P03 rozpi¦ta
przez kwaterniony bazowe e0 i e3 oraz P12 rozpi¦ta przez e1 i e2. �adna z tych
podprzestrzeni nie jest pªaszczyzn¡ Leviego-Civity (które s¡ opisane w podrozdziale
1.14), gdy» dla c = e3

J (e0, e3) = 1, J (e1, e2) = −1. (4.43)

Okazuje si¦ te», »e dowolny punkt v = v0e0 + v3e3, le»¡cy w podprzestrzeni P03,
odpowiada punktowi w przestrzeni kartezja«skiej

x =
1

α
(v0e0 + v3e3)e3(v0e0 − v3e3) =

1

α
(v2

0 + v2
3)e3, (4.44)

który le»y na póªprostej skierowanej wzdªu» wektora bazowego c = e3. Podobnie
punkty nale»¡ce do drugiej podprzestrzeni v = v1e1 + v2e2 odpowiadaj¡ kartezja«-
skim punktom

x =
1

α
(v1e1 + v2e2)e3(−v1e1 − v2e2) = − 1

α
(v2

1 + v2
2)e3, (4.45)

które znajduj¡ si¦ na póªprostej skierowanej przeciwnie do wektora de�niuj¡cego.
Dla obu tych podprzestrzeni przeprowadzamy osobno transformacj¦ Lissajous:

vi =

√
Lij +Gij

2ω
cos (lij + gij)−

√
Lij −Gij

2ω
cos (lij − gij),

vj =

√
Lij +Gij

2ω
sin (lij + gij) +

√
Lij −Gij

2ω
sin (lij − gij), (4.46)

Vi = −
√
ω (Lij +Gij)

2
sin (lij + gij) +

√
ω (Lij −Gij)

2
sin (lij − gij),

Vj =

√
ω (Lij +Gij)

2
cos (lij + gij) +

√
ω (Lij −Gij)

2
cos (lij − gij).

Wstawiaj¡c i = 0, j = 3, lub i = 1, j = 2. Podobnie jak dla transformacji Lissa-
jous dla dwuwymiarowych zmiennych LC, pozwalamy, by wspóªczynnik ω mógª by¢
funkcj¡ energii V ∗, któr¡ w nowym zestawie zmiennych zast¦pujemy przez S = V ∗,
a kanoniczno±¢ caªej transformacji zapewniamy przez odpowiedni wybór sprz¦»onej
z ni¡ zmiennej s, badaj¡c form¦ ró»niczkow¡

L03dl03 +G03dg03 + L12dl12 +G12dg12 + Sds− V · dv − V ∗dv∗ = dQ∗, (4.47)

gdzie

Q∗ = −v · V
2

(
1− S

ω

dω

dS

)
. (4.48)

Nowa zmienna s jest powi¡zana ze starymi zale»no±ci¡

s = v∗ − v · V
2ω

dω

dV ∗
, (4.49)
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albo

v∗ = s− v · V
2ω

dω

dS
, (4.50)

gdzie iloczyn skalarny kwaternionów mo»na te» wyrazi¢ przez zmienne Lissajous

v · V =
√
L2

03 −G2
03 sin 2l03 +

√
L2

12 −G2
12 sin 2l12. (4.51)

Je±li wyrazimy hamiltonian zagadnienia dwóch ciaª w zmiennych KS przez te nowe
zmienne, to otrzymamy

K′0 = ω(S)(L03 + L12)− 4µ

α(S)
+
α (G03 −G12)2

8|v|2
. (4.52)

Oba p¦dy G03 i G12 musz¡ by¢ sobie równe, gdy»

G03 −G12

2
=
(
v̄ ∧ V̄

)
· e3 = J · e3 = 0. (4.53)

Wynika to z faktu, »e niezmiennik J · e3 musi by¢ równy zero, a jego wyst¦powanie
w kwadracie w funkcji Hamiltona nie wpªywa na równania ruchu (patrz podrozdziaª
1.13). Równo±¢ warto±ci Gij powoduje, »e ruch na obu elipsach w obu podprzestrze-
niach odbywa si¦ w t¦ sam¡ stron¦. Elipsy mog¡ jednak mie¢ ró»ne mimo±rody i
dªugo±ci póªosi (ze wzgl¦du na ro»ne Lij). K¡ty gij pozostaj¡ niezmienne, a k¡ty lij
zmieniaj¡ si¦ z t¡ sam¡ cz¦sto±ci¡ ω.

Je±li rozwa»ymy kwaterniony u i U, które le»¡ na tym samym wªóknie co v i V,
czyli u = v (cosφ, sinφe3) oraz U = V (cosφ, sinφe3), dla dowolnego rzeczywistego
φ, to po wstawieniu równa« transformacji Lissajous otrzymujemy

u0 =

√
L03 +G03

2ω
cos (l03 + g03 + φ)−

√
L03 −G03

2ω
cos (l03 − g03 − φ),

u3 =

√
L03 +G03

2ω
sin (l03 + g03 + φ) +

√
L03 −G03

2ω
sin (l03 − g03 − φ), (4.54)

U0 = −
√
ω (L03 +G03)

2
sin (l03 + g03 + φ) +

√
ω (L03 −G03)

2
sin (l03 − g03 − φ),

U3 =

√
ω (L03 +G03)

2
cos (l03 + g03 + φ) +

√
ω (L03 −G03)

2
cos (l03 − g03 − φ),

oraz

u1 =

√
L12 +G12

2ω
cos (l12 + g03 − φ)−

√
L12 −G03

2ω
cos (l12 − g12 + φ),

u2 =

√
L12 +G12

2ω
sin (l12 + g03 − φ) +

√
L12 −G03

2ω
sin (l12 − g12 + φ), (4.55)

U1 = −
√
ω (L12 +G12)

2
sin (l12 + g12 − φ) +

√
ω (L12 −G12)

2
sin (l12 − g12 + φ),

U2 =

√
ω (L12 +G12)

2
cos (l12 + g12 − φ) +

√
ω (L12 −G12)

2
cos (l12 − g12 + φ).

Je±li przez L′, G′, l′ i g′ oznaczymy zmienne Lissajous odpowiadaj¡ce kwaternionowi
u, to z powy»szych równa« mo»na wywnioskowa¢ »e

L′ij = Lij, G′ij = Gij, l′ij = lij, (4.56)
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ale

g′03 = g03 + φ, g′12 = g12 − φ. (4.57)

Ruch na wªóknie nie zmienia wi¦c wielko±ci i ksztaªtu elips (nie zmieniaj¡c L i
G), zmienia za to ich orientacj¦ (zmieniaj¡c gij), ale w taki sposób »e suma g03 +
g12 pozostaje niezmienna (rys. 4.2). Ta informacja, wraz z faktem »e G03 − G12,
pozwalaj¡ wykona¢ kolejny krok w transformacji, który zredukuje zagadnienie o
jeden stopie« swobody.

Rysunek 4.2: Ruch w dwóch pªaszczyznach. Przypadek b) odpowiada tym samym
warto±ciom zmiennych kartezja«skich co a), ale ró»nemu poªo»eniu na wªóknie [7].
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4.8 Redukcja i ostateczna posta¢ transformacji

Kolejnym krokiem po wprowadzeniu dwóch par zmiennych Lissajous b¦dzie proste
kanoniczne przeksztaªcenie zmiennych

l =
1

2
(l12 + l03) , L =L12 + L03,

λ =
1

2
(l12 − l03) , Λ =L12 − L03,

g =
1

2
(g12 + g03) , G =G12 +G03, (4.58)

γ =
1

2
(g12 − g03) , Γ =G12 −G03.

Zmienne s i S pozostaj¡ niezmienione. Je±li zªo»ymy oba te przeksztaªcenia ra-
zem z transformacj¡ KS to w rezultacie otrzymamy sªabo kanoniczne przeksztaª-
cenie zmiennych kartezja«skich w zmienne, które nazwiemy zmiennymi Lissajous-
Kustaanheimo-Stiefela (LKS), to jest otrzymamy transformacj¦

ζ : (x,X, x∗, X∗, t)→ (l, λ, g, γ, L,Λ, G,Γ, s, S, τ) . (4.59)

Hamiltonian keplerowskiH0 przeksztaªca si¦ pod wpªywem tej transformacji w nowy
hamiltonianM0 o postaci

M0 = ω(S)L− 4µ

α(S)
+

Γ2

8r
. (4.60)

Aby wyrazi¢ zmienne kartezja«skie przez zmienne LKS wygodnie jest wprowadzi¢
wspóªczynniki zale»ne od p¦dów

A1 =
1

2

√
(L+G)2 − (Λ + Γ)2,

A2 =
1

2

√
(L−G)2 − (Λ− Γ)2,

B1 =
1

2

√
(L+ Λ)2 − (G+ Γ)2,

B2 =
1

2

√
(L− Λ)2 − (G− Γ)2, (4.61)

C1 =
1

2

√
(L+ Γ)2 − (G+ Λ)2,

C2 =
1

2

√
(L− Γ)2 − (G− Λ)2,

dzi¦ki którym mo»liwe jest sformuªowanie w zwartej formie wyra»e« dla poªo»e«

x0 =0,

x1 =
1√
8S

(A1 sin 2(l + g)− A2 sin 2(l − g)

−C1 sin 2(g + λ)− C2 sin 2(g − λ)) ,

x2 =
1√
8S

(−A1 cos 2(l + g)− A2 cos 2(l − g) (4.62)

+C1 cos 2(g + λ) + C2 cos 2(g − λ)) ,

x3 =
1√
8S

(−Λ +B1 cos 2(l + λ)−B2 cos 2(l − λ)) ,
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oraz dla p¦dów

X0 =
Γ

2r
= 0,

X1 =
A1 cos 2(l + g)− A2 cos 2(l − g)

2r
, (4.63)

X2 =
A1 sin 2(l + g) + A2 sin 2(l − g)

2r
,

X3 =
−B1 sin 2(l + λ)−B2 sin 2(l − λ)

2r
.

Mo»na zauwa»y¢, »e poza zmiennymi z indeksem zero, mamy

Xi =

√
8S

2r

∂xi
∂l
. (4.64)

Dªugo±¢ promienia wodz¡cego r tak»e mo»e by¢ w prosty sposób wyra»ona przez
nowe zmienne

r =
L−B1 cos 2(l + λ)−B2 cos 2(l − λ)√

8S
, (4.65)

podobnie jak czas �zyczny z rozszerzenia przestrzeni fazowej

x∗ = s− B1 sin 2(l + λ) +B2 sin 2(l − λ)

4S
= s− 1√

8S

∂r

∂l
. (4.66)

�adna ze zmiennych kartezja«skich nie zale»y od k¡ta γ. Oznacza to, »e sprz¦-
»ony z nim p¦d Γ jest staªy pod warunkiem, »e pierwotny hamiltonian byª funkcj¡
zmiennych kartezja«skich oraz czasu. Umo»liwia to redukcj¦ caªego zagadnienia o
jeden stopie« swobody, gdy» para zmiennych Γ i γ nie b¦dzie miaªa wpªywu na
»adne wielko±ci �zyczne w danym zagadnieniu. Mo»na wi¦c ograniczy¢ si¦ do pod-
przestrzeni Γ = 0, a tak»e zignorowa¢ zmienno±¢ k¡ta γ, gdy» jego warto±¢ nie ma
wpªywu na ewolucj¦ pozostaªych zmiennych. Drugim istotnym faktem jest brak za-
le»no±ci od wybranych parametrów α i ω, które pojawiaj¡ si¦ jedynie jako iloczyn
αω =

√
8S. Wybór tych parametrów nie wpªywa wi¦c na ostateczn¡ posta¢ trans-

formacji ze zmiennych kartezja«skich, a jedynie ma wpªyw na kolejne jej kroki. Z
drugiej strony, parametry te pojawiaj¡ si¦ w funkcji Hamiltona M. Wynika to z
faktu, »e w przeksztaªceniu Sundmana czas τ zde�niowany jest przy pomocy para-
metru α, zatem wybór parametrów wpªynie na ostateczn¡ posta¢ równa« ruchu.

4.9 Powi¡zanie zmiennych LKS z elementami orbity

Podczas konstrukcji transformacji LKS, przestrze« kwaternionów zostaªa pocz¡t-
kowo podzielona na dwie podprzestrzenie nie b¦d¡ce pªaszczyznami Leviego-Civity.
Odeszli±my tym od podej±cia, w którym rozpatrujemy osobno ruch w pªaszczy¹nie
orbity oraz jej orientacj¦ w przestrzeni. Dlatego powi¡zanie tego zestawu zmien-
nych z klasycznymi elementami orbity b¦dzie mniej intuicyjne. W zamian za to,
zmienne LKS nie powinny mie¢ tych osobliwo±ci, które posiadaj¡ zmienne k¡t-
dziaªanie wprost oparte na elementach orbity, jak na przykªad klasyczne zmienne
Delaunaya, a w przypadku stosowania regularyzacji i transformacji KS, wspomniane
wcze±niej zmienne wprowadzone przez Zhao [49].

93



Interpretacj¦ zmiennych LKS najªatwiej zacz¡¢ od p¦dów. Wcze±niej udaªo si¦
ustali¢, »e

Γ = J (v,V) = 0. (4.67)

Zmienn¡ G mo»na powi¡za¢ z elementami orbity dzi¦ki wyra»eniu przez zmienne
LKS wektora momentu p¦du (oznaczonego w tym rozdziale przez G0, aby nie myliª
si¦ ze zmienn¡ G)

G0 =x×X

=
1

2
(C1 sin 2(g + λ)− C2 sin 2(g − λ)) e1

+
1

2
(−C1 cos 2(g + λ) + C2 cos 2(g − λ)) e2 (4.68)

+
G

2
e3 +

Γx

2r
.

Po wstawieniu Γ = 0, okazuje si¦, »e poªowa G równa jest rzutowi wektora mo-
mentu p¦du na trzeci¡ o± ukªadu wspóªrz¦dnych, czyli G jest dwukrotno±ci¡ H0 w
zmiennych Delaunaya.

W przypadku zmiennej L istnieje podobny problem jak przy dwuwymiarowej
transformacji LLC. Je±li ograniczymy si¦ do zagadnienia czysto keplerowskiego, to
hamiltonian M0 (4.60) b¦dzie miaª warto±¢ równ¡ zero i po wstawieniu Γ = 0 otrzy-
mujemy

L =
4µ

αω
=

2µ√
2S
. (4.69)

W zagadnieniu keplerowskim caªkowita energia S powi¡zana jest z póªosi¡ wielk¡
a = − µ

2S
, co pozwala dalej stwierdzi¢, »e

L = 2
√
µa = 2L0, (4.70)

a wi¦c L jest równe co do warto±ci dwukrotno±ci zmiennej L0 Delaunaya. Podob-
nie jak w przypadku zmiennych LLC, nie oznacza to ich równowa»no±ci. Pochodne
liczone wzgl¦dem tych zmiennych mog¡ by¢ ró»ne (patrz Deprit i Williams [16]), a
warto±¢ L zale»y od postaci caªej funkcji Hamiltona wraz z ewentualnymi perturba-
cjami (w przeciwie«stwie do L0, którego warto±¢ jest zawsze powi¡zana z warto±ci¡
cz¦±ci keplerowskiej funkcji Hamiltona H0). Zmienna L jest wi¦c powi¡zana z ener-
gi¡ i co za tym idzie z rozmiarem orbity (w szczególno±ci z póªosi¡ wielk¡), ale
zwi¡zek ten jest skomplikowany i zale»y tak»e od perturbacji w danym zagadnieniu.

Ostatni z p¦dów, Λ tak»e powi¡zany jest z jedn¡ z caªek ruchu, w tym przy-
padku z wektorem Laplace'a-Rungego-Lenza L0e, b¦d¡cym wektorem mimo±rodu e
przemno»onym przez L0. Wyra»ony przez zmienne LKS, wektor ten ma posta¢ (dla
uproszczenia wstawiono Γ = 0)

L0e0 =L0

(
X×G0

µ
− x

r

)
=

1

2
(C1 sin 2(g + λ) + C2 sin 2(g − λ)) e1

− 1

2
(C1 cos 2(g + λ) + C2 cos 2(g − λ)) e2 (4.71)

+
Λ

2
e3.
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Powy»sze równanie zostaªo wyprowadzone zakªadaj¡c, »e mamy do czynienia z czy-
sto keplerowskim zagadnieniem, co pozwoliªo wstawi¢ 2SL2

0 = µ2. W przypadku za-
burzonym konieczne jest u»ycie ogólnego wyra»enia tego wektora przez zmienne KS
(podrozdziaª 1.12) i przetransformowanie go do postaci zale»nej od zmiennych LKS.
Jest to niedogodno±¢ analogiczna do wyst¦puj¡cej dla zmiennej L. Przy tych za-
strze»eniach zmienna Λ odpowiada dwukrotno±ci rzutu wektora Laplace'a-Rungego-
Lenza na trzeci¡ o± ukªadu wspóªrz¦dnych.

P¦dy LKS maj¡ do±¢ prost¡ interpretacj¦ i z pewnymi zastrze»eniami odpowia-
daj¡ caªkom ruchu zagadnienia dwóch ciaª oraz niezmiennikowi transformacji KS.
K¡ty z kolei s¡ nieco bardziej niestandardowe. K¡t γ, jak wcze±niej wspomniano,
jest zmienn¡ cykliczn¡ i nie wyst¦puje w hamiltonianie. Opisuje on poªo»enie na
wªóknie i mo»e by¢ pomini¦ty (poªo»enie na wªóknie mo»e mie¢ jednak wpªyw na
topologiczn¡ stabilno±¢ orbit, jak pokazali Roa i in. [40]).

K¡t l jest jedynym k¡tem szybkim, musi on wi¦c wskazywa¢ poªo»enie na orbicie.
Podobnie jak dla p¦dów, je±li ograniczymy si¦ do czysto keplerowskiego zagadnienia,
wtedy

dl

dt
=

dl

dτ

dτ

dt
=
∂M0

∂L

α(S)

4r
=
α(S)ω(S)

4r
=

√
2S

r
=

µ

2L0r
=

1

2

dE

dt
, (4.72)

czyli zmienia si¦ on dwa razy wolniej ni» anomalia mimo±rodowa E. W zagadnie-
niu zaburzonym, podobnie jak w przypadku p¦dów, dokªadne wyra»enie tego k¡ta
przez elementy oskulacyjne orbity b¦dzie zªo»one i b¦dzie zale»aªo od konkretnego
zaburzenia.

Aby zbada¢ dwa pozostaªe k¡ty obliczmy normy wektorów momentu p¦du i
Laplace'a-Rungego-Lenza

G0 =L0

√
1− e2 =

1

2

√
G2 + C2

1 + C2
2 − 2C1C2 cos 4λ, (4.73)

L0e =
1

2

√
Λ2 + C2

1 + C2
2 + 2C1C2 cos 4λ. (4.74)

Wyst¦powanie k¡ta λ pokazuje, »e nie jest to k¡t obrotu i ma on pewien zwi¡zek z
mimo±rodem orbity. Dalsze znaczenie tych k¡tów ukazuje si¦ gdy wprowadzimy tak
zwane wektory Cartana1, zwane czasem wektorami Pauliego (Cordani [13])

M =
L0e + G0

2
=
C1

2
sin 2(g + λ)e1 −

C1

2
cos 2(g + λ)e2 +

Λ +G

4
e3, (4.75)

N =
L0e−G0

2
=
C2

2
sin 2(g − λ)e1 −

C2

2
cos 2(g − λ)e2 +

Λ−G
4

e3. (4.76)

Wektory te maj¡ norm¦ wynosz¡c¡ L
4
i znajduj¡ si¦ w pªaszczy¹nie prostopadªej do

orbity, a w przypadku orbit zdegenerowanych s¡ sobie równe i skierowane wzdªu»
orbity prostoliniowej. K¡t mi¦dzy tymi wektorami θ zale»y jedynie od mimo±rodu
orbity

cos θ =
M ·N
MN

= 2e2 − 1. (4.77)

K¡t θ′ mi¦dzy rzutami tych k¡tów na pªaszczyzn¦ (e1, e2) wynosi

cos θ′ =
M′ ·N′

M ′N ′
= cos 4λ, (4.78)

1de�nicja wektora N ró»ni si¦ znakiem od najcz¦±ciej przyjmowanej
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gdzie M′ i N′ s¡ rzutami wektorów M i N na t¦ pªaszczyzn¦

M′ =
L0e + G0

2
=
C1

2
sin 2(g + λ)e1 −

C1

2
cos 2(g + λ)e2, (4.79)

N′ =
L0e−G0

2
=
C2

2
sin 2(g − λ)e1 −

C2

2
cos 2(g − λ)e2. (4.80)

Je±li przyjmiemy, »e k¡t ten jest mierzony przeciwnie do ruchu wskazówek zegara od
N′ do M′, to

sin θ′ =
||M′ ×N′||
M ′N ′

= sin 4λ. (4.81)

Zatem
λ =

1

4
θ′, (4.82)

czyli k¡t λ jest czterokrotnie mniejszy od k¡ta mi¦dzy rzutami tych wektorów. Ozna-
cza to te», »e jest on funkcj¡ mimo±rodu, nachylenia i argumentu perygeum (gdy»
od tych wielko±ci zale»y k¡t θ′).

Je±li spojrzy si¦ na równania (4.79) i (4.80), to ªatwo mo»na dostrzec, »e zmiana
k¡ta g spowoduje jednoczesny obrót tych wektorów o ten sam k¡t równy dwukrot-
no±ci zmiany g, a tak»e po±rednio obrót pªaszczyzny orbity wokóª trzeciej osi ukªadu
wspóªrz¦dnych, co oznacza »e k¡t ten powi¡zany jest z dªugo±ci¡ w¦zªa wst¦puj¡cego.

4.10 Orbity szczególne w zmiennych LKS

Aby lepiej zrozumie¢, co reprezentuj¡ poszczególne zmienne, zbadane zostanie dla
jakich warto±ci k¡tów i dziaªa« otrzymujemy szczególne przypadki orbit keplerow-
skich.

Orbity koªowe posiadaj¡ mimo±ród równy zeru, co oznacza »e wektor L0E = 0.
Wynika z tego, »e ka»da orbita koªowa posiada Λ = 0, co z kolei oznacza »e C1 =
C2 =

√
L2 −G2/2. Przy tych warunkach wektor Laplace'a mo»na zapisa¢ jako

L0e =
1

2

√
L2 −G2 cos 2λ (e1 sin 2g − e2 cos 2g) , (4.83)

i dalej sprawdzi¢ kiedy jest on wektorem zerowym. Dla cos 2λ = 0 (czyli λ =
π
4
+k π

2
, k ∈ Z), otrzymujemy orbity koªowe z dowolnym nachyleniem równym cos I =

G/L. Je±li |G| = L mimo±ród jest tak»e równy zero niezale»nie od warto±ci λ. S¡
to orbity w pªaszczy¹nie (e1, e2) i ze wzgl¦du na kontekst satelitarny tej pracy dalej
nazywane b¦d¡ umownie równikowymi. Orbity te maj¡ ruch prosty gdy G = L, i
wsteczny dla G = −L.

Oba warunki mo»na ªatwiej zrozumie¢ stawiaj¡c warunek staªej odlegªo±ci r i
analizuj¡c orbit¦ jako zªo»enie ruchu po dwóch elipsach Lissajous (rys. 4.2). Wa-
runek |G| = L i Λ = 0 oznacza »e L03 = L12 = |G|/2 i elipsy staj¡ si¦ okr¦gami
o równych promieniach, których zªo»enie oczywi±cie daje ruch po okr¦gu. Druga
mo»liwo±¢ to dwie elipsy tych samych rozmiarów (Λ = L12 − L03 = 0) o takim
samym mimo±rodzie, w których ruch jest przesuni¦ty w fazie o π/2 (poniewa»
l12 − l03 = 2λ = π/2 + kπ). Mimo±ród zerowy oznacza te», »e wektory Cartana
M i N musz¡ by¢ antyrównolegªe, a wi¦c k¡t θ′ mi¦dzy ich rzutami na pªaszczyzn¦
równika (poza przypadkiem koªowych orbit równikowych, gdzie te rzuty s¡ wekto-
rami zerowymi) musi wynosi¢ π, co umo»liwia znalezienie warto±ci λ korzystaj¡c z
(4.82).
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Dla orbity koªowej równikowej nie s¡ okre±lone k¡ty l, λ, g i γ, ale mo»liwe jest
u»ywanie k¡tów l − g i λ − γ (dla L = −G)lub l + g i λ + γ (dla L = G). �adne
osobliwo±ci nie wyst¦puj¡ za to w przypadku orbit koªowych biegunowych, czyli
orbit, których pªaszczyzna jest prostopadªa do pªaszczyzny równika. Wtedy G =
Λ = 0 i λ = π

4
+ k π

2
, k ∈ Z.

Drugim skrajnym przypadkiem s¡ orbity prostoliniowe. Takie orbity maj¡ ze-
rowy moment p¦du G0 = 0 i co za tym idzie jego trzecia skªadowa G = 0. Gdy
G = 0 wektor momentu p¦du mo»na przedstawi¢ jako

G0 =
1

2

√
L2 − Λ2 sin 2λ (e1 cos 2g + e2 sin 2g) . (4.84)

Wektor ten staje si¦ wektorem zerowym gdy λ = k π
2
, k ∈ Z lub gdy L = |Λ|. Waru-

nek G = 0 oznacza, »e obie elipsy Lissajous s¡ zdegenerowana do postaci odcinka,
czyli ruchu prostoliniowego. Gdy λ = k π

2
, ruch na nich jest przesuni¦ty w fazie o

zero lub π/2, wi¦c ich zªo»enie tak»e jest ruchem prostoliniowym. Drugi przypadek
(L = |Λ|) oznacza »e L12 lub L03 maj¡ warto±¢ zero, a wi¦c ruch w przestrzeni KS
odbywa si¦ na jednej z wybranych pªaszczyzn Lissajous, a ka»da z tych pªaszczyzn
odwzorowuje póªprost¡ skierowan¡ wzdªu» lub przeciwnie do wektora e3. Jest to
wi¦c orbita biegunowa prostoliniowa. Podobnie jak orbita koªowa równikowa, po-
siada ona w zmiennych LKS pewne osobliwo±ci. Jedna z elips Lissajous jest punk-
tem, a wi¦c jedna z par lij, gij jest nieokre±lona, przez co zmienne k¡towe l, g, λ, γ
tak»e s¡ nieokre±lone. Mo»na za to stosowa¢ drug¡ par¦ zmiennych lij = l ± λ i
gij = g ± γ.

Patrz¡c na orbity prostoliniowe z punktu widzenia wektorów Cartana, oba wek-
tory s¡ wtedy równolegªe i co za tym idzie k¡t mi¦dzy ich rzutami wynosi zero.
Dla orbit biegunowych oba wektory s¡ skierowane wzdªu» trzeciej osi ukªadu wspóª-
rz¦dnych i ich rzuty na pªaszczyzn¦ równika s¡ równe zero, co powoduje, »e k¡ty
s¡ nieokre±lone, tak jak to byªo w przypadku orbit koªowych równikowych. Orbity
prostoliniowe równikowe maj¡ Λ = G = 0 oraz λ = k π

2
, k ∈ Z i dla nich wszystkie

k¡ty s¡ okre±lone.
Ostanie dwa typy orbit do omówienia, które zostaªy ju» cz¦±ciowo wspomniane,

to orbity równikowe i biegunowe, ale nie b¦d¡ce orbitami prostoliniowymi ani koªo-
wymi. Przypadek orbit biegunowych jest prosty � wektor momentu p¦du musi le»e¢
w pªaszczy¹nie równika, a wi¦c jego trzecia skªadowa G musi wynosi¢ zero. K¡t λ
mo»e by¢ dowolny.

Znalezienie orbit równikowych jest nieco trudniejsze. Orbity takie maj¡ wektor
Laplace'a w pªaszczy¹nie równika, a wi¦c Λ = 0, jednak jest to jedynie warunek
konieczny. Warunkiem dostatecznym jest wektor momentu p¦du skierowany pro-
stopadle do równika, a wi¦c jego pierwsza i druga skªadowa musz¡ by¢ równe zero.
Wstawiaj¡c Λ = 0, otrzymujemy

G0 =
1

2

√
L2 −G2 sin 2λ (e1 cos 2g − e2 sin 2g) +

G

2
e3. (4.85)

Wybór L = G prowadzi do opisywanych wcze±niej orbit koªowych równikowych.
Druga opcja to λ = kπ/2, dla której mamy orbity eliptyczne równikowe. Warunek
Λ = 0 oznacza »e obie elipsy Lissajous maj¡ taki sam promie«, a konkretna warto±¢
k¡ta powoduje »e nie s¡ przesuni¦te w fazie lub przesuni¦cie wynosi π/2, co oznacza
»e odlegªo±¢ od ±rodka ukªadu wspóªrz¦dnych na obu elipsach w tym samym momen-
cie czasu jest taka sama, a wi¦c w zmiennych KS v2

0 + v2
3 = v2

1 + v2
2. W równaniach
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Tablica 4.1: Orbity szczególne i ich reprezentacja przez zmienne LKS [7]

orbita warto±ci zmiennych niezde�niowane k¡ty
koªowa Λ = 0, λ = (2k + 1)π

4
brak

koªowa biegunowa Λ = 0, G = 0λ = (2k + 1)π
4

brak
koªowa równikowa Λ = 0, |G| = L l, g, λ, γ
prostoliniowa G = 0, λ = k π

2
brak

prostoliniowa równikowa G = 0,Λ = 0, λ = k π
2

brak
prostoliniowa biegunowa G = 0, |Λ| = L l, g, λ, γ
równikowa Λ = 0, λ = k π

2
brak

biegunowa G = 0 brak

transformacji KS x3 = v2
0 + v2

3 − v2
1 − v2

2, wi¦c x3 = 0 w tym wypadku, co uzasadnia,
»e s¡ to orbity równikowe. Wszystkie przypadki orbit szczególnych zostaªy zebrane
i podsumowane w tabeli 4.1

Dwa graniczne przypadki � orbity równikowe koªowe i orbity prostoliniowe bie-
gunowe, to nie jedyne orbity dla których wyst¦puj¡ osobliwo±ci. Pojawiaj¡ si¦ one
gdy jeden z p¦dów Gij jest równy ±Lij, co powoduje niemo»liwo±¢ zde�niowania
k¡tów lij oraz gij, a co za tym idzie niezde�niowane s¡ k¡ty l, g, λ, γ. Nadal jednak
zde�niowana jest suma lub ró»nica tych k¡tów. Gdy G03 = L03, wtedy L = G+Λ, a
zde�niowanym k¡tem jest l03 + g03 oraz l+ g i λ+ γ. Dla G03 = −L03 otrzymujemy
L = −G + Λ, a zde�niowane k¡ty to l03 − g03 oraz l − g, λ − γ. Analogiczne dla
drugiej pary p¦dów, gdy G12 = L12, wtedy L = G − Λ, a u»yteczne k¡ty to l + g i
λ + γ. Ostatni przypadek to G12 = −L12 (co oznacza L = −G− Λ) z k¡tami l − g
oraz λ− γ.

Wszystkie te osobliwe przypadki mo»na opisa¢ jednym równaniem

L2 − (G± Λ)2 = 0, (4.86)

co tak»e oznacza »e C1 = 0 lub C2 = 0, a wi¦c »e jeden z wektorów Cartana M lub
N, jest skierowany wzdªu» trzeciej osi ukªadu wspóªrz¦dnych. Tªumaczy to dlaczego
nieokre±lone s¡ k¡ty, które jak wcze±niej stwierdzono, opisuj¡ rzut tego wektora na
pªaszczyzn¦ prostopadª¡ e3. Geometrycznie taka sytuacja mo»liwa jest jedynie gdy
wektor Laplace'a jest prostopadªy do w¦zªa orbity, a wi¦c argument perycentrum
wynosi ±π/2. Je±li to uwzgl¦dnimy, to dla ruchu keplerowskiego mo»emy podstawi¢
L = 2L0, G = 2L0

√
1− e2 cos I, Λ = 2L0e sin I do równania (4.86), aby otrzyma¢

L0

(
1− (

√
1− e2 cos I ± e sin I)

)
= 0. (4.87)

Warunek ten jest speªniony gdy e = ± sin I, czyli mimo±ród jest równy sinusowi
nachylenia orbity (oraz wcze±niejszy warunek na argument perycentrum). Mamy
wi¦c pewn¡ szczególn¡ rodzin¦ orbit dla których zmienne LKS si¦ nie sprawdzaj¡,
ale które mo»na bez problemu analizowa¢ przy pomocy zmiennych Delaunaya. W
zamian za to uzyskali±my brak osobliwo±ci dla orbit, które s¡ problematyczne przy
stosowaniu klasycznych zmiennych k¡t-dziaªanie, wª¡czaj¡c w to orbity prostoli-
niowe. Zmienne LKS s¡ wi¦c naturalnie przystosowane do analizowania orbit o
du»ych mimo±rodach. Jedynym nierozwi¡zanym mankamentem pozostaj¡ orbity
koªowe równikowe oraz biegunowe orbity prostoliniowe.
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4.11 Transformacja LKS z dowolnym wektorem de-

�niuj¡cym

Opisywana tu transformacja zakªada »e wykorzystywane s¡ zmienne KS z wektorem
de�niuj¡cym skierowanym wzdªu» trzeciej osi ukªadu wspóªrz¦dnych. Warto jednak
wspomnie¢, »e mo»liwe jest zde�niowanie ogólniejszej postaci tej transformacji, dla
dowolnego wektora de�niuj¡cego. Gªówn¡ ró»nic¡ jest wybór dwóch pªaszczyzn
Lissajous. Pierwsza z pªaszczyzn to pªaszczyzna (e0, c), a druga rozpi¦ta jest przez
kwaterniony (0,b1) i (0,b2), gdzie b1 i b2 s¡ wektorami prostopadªymi do c i do
siebie nawzajem. Dla pierwszej pªaszczyzny przeprowadzamy transformacj¦

v · e0 =

√
L0c +G0c

2ω
cos (l0c + g0c)−

√
L0c −G0c

2ω
cos (l0c − g0c),

v · c =

√
L0c +G0c

2ω
sin (l0c + g0c) +

√
L0c −G0c

2ω
sin (l0c − g0c), (4.88)

V · e0 = −
√
ω (L0c +G0c)

2
sin (l0c + g0c) +

√
ω (L0c −G0c)

2
sin (l0c − g0c),

v · c =

√
ω (L0c +G0c)

2
cos (l0c + g0c) +

√
ω (L0c −G0c)

2
cos (l0c − g0c),

i analogicznie dla drugiej

v · b1 =

√
Lb +Gb

2ω
cos (lb + gb)−

√
Lb −Gb

2ω
cos (lb − gb),

v · b2 =

√
Lb +Gb

2ω
sin (lb + gb) +

√
Lb −Gb

2ω
sin (lb − gb), (4.89)

V · b1 = −
√
ω (Lb +Gb)

2
sin (lb + gb) +

√
ω (Lb −Gb)

2
sin (lb − gb),

v · b2 =

√
ω (Lb +Gb)

2
cos (lb + gb) +

√
ω (Lb −Gb)

2
cos (lb − gb).

Dalsze kroki przeprowadzamy w ten sam sposób co wcze±niej. Istotn¡ ró»nic¡ b¦-
dzie inne znaczenie p¦dów i k¡tów. P¦dy G i Λ b¦d¡ rzutami wektorów momentu
p¦du oraz Laplace'a na o± skierowan¡ wzdªu» wektora c. O ile konkretny przypa-
dek nie sprawia, »e okre±lony wybór c b¦dzie preferowany, to najwygodniejsze b¦-
dzie pozostanie przy wektorze de�niuj¡cym skierowanym wzdªu» trzeciej osi ukªadu
wspóªrz¦dnych. Transformacja z zastosowaniem c = e3 daje ªatwiejsze powi¡zanie
otrzymanych zmiennych z elementami orbity (na przykªad rzut momentu p¦du na
trzeci¡ o± ukªadu wspóªrz¦dnych jest jedn¡ ze zmiennych Delaunaya).

4.12 Zastosowanie do zagadnienia Lidowa-Kozai

Jako przykªad zastosowania zmiennych LKS w praktyce, rozwa»ymy rezonans Lidowa-
Kozai. Zjawisko to pojawia si¦ zarówno w zagadnieniu sztucznego satelity (Lidow
[34]) jak i w ruchu planetoid (Kozai [27]). Jest to klasyczne zagadnienie, w którym
ruch po orbicie keplerowskiej ciaªa o niewielkiej masie (satelita wokóª Ziemi lub pla-
netoida na orbicie heliocentrycznej) zaburzany jest przez odlegªe trzecie ciaªo (dla
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satelity mo»e by¢ to Sªo«ce, dla planetoidy � Jowisz). Zaburzenie to rozwijamy w
szereg Taylora (patrz 2.7), ale rozwini¦cie to ograniczamy do pojedynczego wyrazu z
wielomianem Legendre'a drugiego stopnia. Przyjmijmy, »e pªaszczyzna (e1, e2) jest
pªaszczyzn¡ w której porusza si¦ trzecie ciaªo i dodatkowo, »e znajduje si¦ ono na
koªowej orbicie keplerowskiej, wi¦c jego poªo»enie mo»na opisa¢ jako

rp = ap(e1 cosnpt+ e2 sinnpt), (4.90)

gdzie np to ruch ±redni ciaªa zaburzaj¡cego, ap to póªo± wielka jego orbity, która jest
du»a w stosunku do odlegªo±ci satelity lub planetoidy (to znaczy ap � r).

Hamiltonian tego zagadnienia to

H = H0 +H1, (4.91)

gdzieH0 jest hamiltonianem keplerowskim, a potencjaª zaburzaj¡cy wyra»a si¦ przez
wielomian Legendre'a

H1 = −µpr
2

a3
p

P2(x · rp/(rap)). (4.92)

Po wstawieniu (4.90) i rozwini¦ciu otrzymujemy

H1 = − µp
4a3

p

[
r2 − x2

3 + 3(x2
1 − x2

2) cos 2npt+ 6x1x2 sin 2npt
]
. (4.93)

Nast¦pnie zast¦pujemy czas t formaln¡ zmienn¡ x∗, podstawiamy ω = 1, α =
√

8X∗

i stosujemy transformacj¦ LKS otrzymuj¡c

M =M0 +M1. (4.94)

Podstawiaj¡c Γ = 0 (zmienno±¢ k¡ta γ w czasie ignorujemy), otrzymujemy

M0 = L− 2µ√
2S
. (4.95)

Wypisanie potencjaªu zaburzaj¡cego wyra»onego wprost przez zmienne LKS byªoby
na tym etapie do±¢ »mudne i maªo u»yteczne, dlatego poprzestaniemy na po±redniej
postaci

M1 = − µpr

32a3
p

√
2S

[
r2 − x2

3 + 3(x2
1 − x2

2) cos (2nps− σ) + 6x1x2 sin (2nps− σ)
]
,

(4.96)
gdzie

σ =
np
2S

(B1 sin 2(l + λ) +B2 sin 2(l − λ)) . (4.97)

W niezaburzonym zagadnieniu mieliby±my

dl

dτ
=
∂M0

∂L
= 1 (4.98)

ds

dτ
=
∂M0

∂S
=

µ√
2S3

, (4.99)

a pozostaªe zmienne s¡ staªe. W niezaburzonym zagadnieniu l i s s¡ liniowymi
funkcjami τ . Zmienna l = τ + l0, a s = µ√

2S3
τ , albo, wstawiaj¡c warto±¢ S tak¡, by

M = 0, otrzymujemy s = τ/n.
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Znaj¡c rozwi¡zanie dla niezaburzonego zagadnienia oraz dwie cz¦sto±ci (dla zmien-
nych l oraz s), mo»emy wprowadzi¢ zmienne ±rednie wykorzystuj¡c rachunek z u»y-
ciem transformacji Liego (na przykªad Ferraz-Mello [18]). Pierwszy rz¡d takiego
rachunku przeprowadza si¦ po prostu u±redniaj¡c funkcj¦ Hamiltona wzgl¦dem τ ,
przyjmuj¡c w tym przypadku l = τ + l(0) oraz s = τ

n
. Przyjmujemy przy tym

pewne uproszczenie: ze wzgl¦du na du»¡ odlegªo±¢ ciaªa zaburzaj¡cego zakªadamy,
»e n/np jest albo liczb¡ niewymiern¡ albo bardzo maªym uªamkiem, a wi¦c nie ma
rezonansu ruchu ±redniego obu ciaª lub jest on zaniedbywalny. Mo»na to uzasadni¢
tym, »e nawet je±li doszªoby do rezonansu, stosunek n/np byªby bardzo maªy, wyrazy
rezonansowe miaªyby bardzo maª¡ amplitud¦ i miaªyby one marginalny wpªyw na
dynamik¦. Wykorzystuj¡c ten fakt, mo»emy osobno u±rednia¢ wzgl¦dem obu k¡tów
l i s. Ka»dy wyraz zawieraj¡cy sinus lub cosinus 2nps ma warto±¢ ±redni¡ równ¡
zero. Pozostaje wi¦c u±rednienie wzgl¦dem l i wyliczenie caªki

− µp

32a3
p

√
2S

2π∫
0

[
r3 − rx2

3

]
dl. (4.100)

W rezultacie otrzymujemy u±redniony hamiltonian

N = L− 2µ√
2S
− µpL

1024a3
pS

2

(
L2 − 6Λ2 + 6C1C2 cos 4λ

)
= 0. (4.101)

Dla uproszczenia, zmienne ±rednie oznaczono tymi samymi symbolami co zmienne
oskulacyjne. W dalszej analizie u»ywany b¦dzie wyª¡cznie hamiltonianN zmiennych
±rednich i dlatego nie jest potrzebne wprowadzenie osobnych oznacze«.

Po u±rednieniu, zagadnienie Lidowa-Kozai staje si¦ zagadnieniem o jednym stop-
niu swobody. W hamiltonianie wyst¦puje tylko jeden k¡t λ. Stosuj¡c klasyczne
zmienne Delaunaya otrzymuje si¦ podobny wynik � hamiltonian, który zale»y tylko
od k¡ta g, odpowiadaj¡cego argumentowi perycentrum. Istotn¡ ró»nic¡ jest jednak
fakt, »e para Λ, λ posiada odmienne wªasno±ci, w szczególno±ci równania ruchu dla
tych zmiennych w wi¦kszo±ci wypadków nie s¡ osobliwe dla orbit prostoliniowych.
Równania ruchu maj¡ posta¢

dλ

dτ
=
∂N
∂Λ

= BΛ

(
4 +

L2 +G2 − Λ2

4C1C2

cos 4λ

)
, (4.102)

dΛ

dτ
=− ∂N

∂λ
= BC1C2 sin 4λ, (4.103)

gdzie

B =
3µpL

1024a3
pS

2
. (4.104)

Warto w tym miejscu tak»e przypomnie¢ znaczenie iloczynu C1C2:

C1C2 =
1

4

√
(L2 − (G− Λ)2)(L2 − (G+ Λ)2). (4.105)

Równanie dla zmiennej Λ przyjmuje warto±¢ zero dla λ = k π
4
, albo dla C1 lub

C2 równego zero. Ten drugi przypadek prowadzi do osobliwo±ci w równaniu dla
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λ. Poªo»enia równowagi maj¡ wi¦c λ = k π
4
. Wstawiaj¡c to do równania (4.102),

otrzymujemy

dλ

dτ
= BΛ

(
4± L2 +G2 − Λ2√

(L2 − (G− Λ)2)(L2 − (G+ Λ)2)

)
, (4.106)

gdzie plus pojawia si¦ gdy λ = k π
2
a minus gdy λ = k π

2
+ π

4
. W pierwszym przypadku

równanie to zeruje si¦ jedynie dla Λ = 0, co zgodnie z tabel¡ 4.1 odpowiada orbicie
równikowej. W drugim przypadku równanie zeruje si¦ tak»e dla Λ = 0 (orbita ko-
ªowa). Dla pewnych warto±ci G/L wyst¦puj¡ dwa dodatkowe poªo»enia równowagi,
dla których

4− L2 +G2 − Λ2√
(L2 − (G− Λ)2)(L2 − (G+ Λ)2)

= 0. (4.107)

Rozwi¡zaniem tego równania jest

Λ = ±L

√
1− 8|G|√

15L
+ (

G

L
)2, (4.108)

i przyjmuje ono warto±ci rzeczywiste dla G2

L2 ≤ 3
5
. Dla warto±ci |G|

L
= 3

5
dochodzi

zatem do bifurkacji i w przestrzeni fazowej pojawiaj¡ si¦ dwa dodatkowe poªo»e-
nia równowagi i zmienia si¦ stabilno±¢ ju» istniej¡cego punktu równowagi. Te dwa
poªo»enia równowagi s¡ klasycznymi poªo»eniami równowagi w zagadnieniu Lidowa-
Kozai i jedynymi, które mo»na bezpo±rednio analizowa¢ w zmiennych Delaunaya, a
warunek (4.108) odpowiada warunkowi

1− e2 =
3(cos I)2

5
. (4.109)

W poªo»eniu równowagi z Λ = 0, zmienne Delaunay'a s¡ osobliwe, gdy» s¡ to or-
bity koªowe (nieokre±lony argument perycentrum) lub równikowe (nieokre±lony w¦zeª
wst¦puj¡cy). Mo»liwe jest jednak wprowadzenie zmiennych nieosobliwych b¦d¡cych
sumami odpowiednich k¡tów. Jednak»e korzystanie z klasycznych zmiennych unie-
mo»liwia analiz¦ orbit prostoliniowych. Dla orbit prostoliniowych mamy G = 0 oraz
λ = k π

2
. Jedynym poªo»eniem równowagi jest orbita równikowa Λ = 0.

Na rysunkach 4.3 wykre±lono funkcj¦ Hamiltona dla trzech ró»nych warto±ci
G/L. Linie ª¡cz¡ punkty dla których warto±¢ funkcji Hamiltona jest taka sama.
Ze wzgl¦du na to, »e zagadnienie posiada jeden stopie« swobody, s¡ to te» linie
po których odbywa si¦ ruch. Z powodu okresowo±ci wzgl¦dem k¡ta λ, wykresy
ograniczono do zakresu −π

2
≤ λ ≤ π

2
. Warto±¢ G = 0.8 (dolny rysunek) oznacza, »e

znajdujemy si¦ powy»ej granicy |G|
L
≤
√

3
5
≈ 0.77, wi¦c wszystkie widoczne poªo»enia

równowagi znajduj¡ si¦ osi Λ = 0 i s¡ poªo»eniami stabilnymi. Gdy zejdziemy poni»ej
warto±ci granicznej, nast¦puje bifurkacja. Punkty równowagi λ = k π

2
+ π

4
staj¡

si¦ niestabilne i pojawiaj¡ si¦ symetrycznie poªo»one pary poªo»e« równowagi poza
prost¡ Λ = 0. Wraz z malej¡c¡ warto±ci¡ |G|/L, ro±nie warto±¢ |Λ|/L w poªo»eniu
równowagi zgodnie z (4.108) (zale»no±¢ t¡ przedstawiono na wykresie 4.4). Dla
G = 0 te poªo»enia równowagi znajduj¡ si¦ na skraju wykresu dla |Λ|/L = 1.

Zmienne LKS pozwoliªy na analiz¦ klasycznego zagadnienia Lidowa-Kozai, tak»e
uwzgl¦dniaj¡c orbity o du»ym mimo±rodzie, a nawet prostoliniowe. Nieosobliwo±¢
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dla orbit prostoliniowych to zaleta, która mo»e mie¢ swoje zastosowanie w innych
zagadnieniach. Jak pokazali Lithwick i Naoz [35], w eliptycznym oktupolowym
zagadnieniu Lidowa-Kozai (ciaªo zaburzaj¡ce znajduje si¦ na orbicie o niezerowym
mimo±rodzie i uwzgl¦dniamy rozwini¦cie potencjaªu do trzeciego stopnia wielomianu
Legendre'a) mo»e dochodzi¢ do okresowych zmian orientacji orbity z ruchu prostego
na ruch wsteczny i odwrotnie, przechodz¡c przez chwilow¡ oskulacyjn¡ orbit¦ pro-
stoliniow¡. Próby analizy tego zagadnienia przy pomocy zmiennych k¡t-dziaªanie
napotkaªy na problemy, które mog¡ zosta¢ rozwi¡zane przy pomocy zaproponowa-
nych zmiennych.
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Rysunek 4.3: U±redniona funkcja Hamiltona zagadnienia Lidowa-Kozai dla trzech
warto±ci G/L równych kolejno od góry 0, 0.75 i 0.8.
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Rysunek 4.4: Poªo»enia równowagi dla λ = k π
2
i λ = k π

2
+ π

4
. Przerywana linia

oznacza poªo»enia równowagi niestabilne, a ci¡gªa stabilne [7]
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Podsumowanie

Regularyzacja w mechanice nieba jest wci¡» aktualnym tematem, a zmienne Kus-
taanheimo-Stiefela s¡ jednymi z kilku stosowanych zestawów zmiennych zregularyzo-
wanych. Jak pokazaª J. Roa [39], regularyzacja mo»e mie¢ praktyczne zastosowanie
w bardzo ró»nych zagadnieniach. Mi¦dzy innymi opisaª on zastosowanie zmien-
nych KS do opisu ruchu wzgl¦dnego dwóch obiektów na orbicie, oraz wykorzystanie
zmiennych DROMO do planowania trajektorii dla misji kosmicznych.

W niniejszej rozprawie gªównym celem byªo rozwini¦cie formalizmu transformacji
KS oraz zastosowanie jej do zagadnie« zwi¡zanych z dynamik¡ sztucznego satelity.
Transformacja KS zostaªa uogólniona poprzez wprowadzenie wektora de�niuj¡cego
c. Razem ze stosowaniem formalizmu kwaternionowego, umo»liwiªo to geometryczn¡
interpretacj¦ transformacji KS bez potrzeby de�niowania ukªadu wspóªrz¦dnych.
Pozwoliªo to te» sprowadzi¢ ró»ne konwencje stosowane podczas transformacji KS
(nazywane w tej pracy KS1 i KS3) do jednego formalizmu. Swoboda de�nicji trans-
formacji KS, któr¡ daje wektor c, umo»liwia wybór formalizmu dogodnego dla da-
nego zagadnienia. Zazwyczaj b¦dzie to wektor skierowany wzdªu» jednej z osi sy-
metrii. Tradycyjnie, w wi¦kszo±ci przypadków jest to o± z, a wi¦c najlepiej stosowa¢
transformacj¦ z wektorem de�niuj¡cym skierowanym wzdªu» tej osi (transformacja
KS3). Konwencja KS3 cz¦sto jest spotykana w publikacjach z zakresu �zyki, ale
w mechanice nieba stosowana jest niemal wyª¡cznie transformacja KS1 � w wielu
wypadkach mo»na podejrzewa¢, »e wybór ten czyniony jest z braku gª¦bszej re�eksji.

Opisane zostaªo tak»e rozwi¡zanie zagadnienia dwóch ciaª w obracaj¡cym si¦
ukªadzie wspóªrz¦dnych przy pomocy zmiennych KS. Rozwi¡zanie zostaªo podane
w postaci, która nie zakªada ani konkretnego ukªadu wspóªrz¦dnych, ani wektora de-
�niuj¡cego transformacj¦ KS, ale pokazano te», »e odpowiedni wybór tych wielko±ci
umo»liwia jego uproszczenie. Wynik ten (dla zmiennych KS3) zostaª pó¹niej wyko-
rzystany podczas caªkowania numerycznego opisanego w rozdziale trzecim. Rozwi¡-
zanie to mo»e zosta¢ równie» wykorzystane na przykªad w analizie ograniczonego
zagadnienia trzech ciaª.

Wyprowadzenie wzorów na potencjaª zaburzaj¡cy ruch sztucznego satelity, a
w szczególno±ci wyra»enie geopotencjaªu przez zmienne KS pokazaªo, »e wªa±ciwy
wybór postaci transformacji KS umo»liwia prostsze wyra»enie perturbacji. Wyst¦-
puj¡ce w tradycyjnym sformuªowaniu geopotencjaªu funkcje sferyczne s¡ zwi¡zane z
ukªadem wspóªrz¦dnych, w którym o± obrotu Ziemi skierowana jest wzdªu» trzeciej
osi ukªadu wspóªrz¦dnych. Wykorzystuj¡c ten fakt, udaªo si¦ wyrazi¢ geopotencjaª
przez zmienne KS, zast¦puj¡c funkcje sferyczne funkcjami Wignera. Dzi¦ki temu
mo»liwe jest ªatwe przeksztaªcenie dowolnego potencjaªu wyra»onego przez harmo-
niki sferyczne i opisanie go przez zmienne KS. Funkcje sferyczne wykorzystuje si¦
zazwyczaj do opisu geopotencjaªu, ale mo»na je tak»e wykorzysta¢ do rozwini¦cia
w szereg potencjaªu grawitacyjnego trzecich ciaª. Wprowadzone zostaªy tak»e for-
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muªy pozwalaj¡ce na obliczenie pochodnych funkcji Wignera i wyra»enie ich przez
te funkcje.

Wªa±ciwe wyra»enie perturbacji przez zmienne KS pozwoliªo na stworzenie narz¦-
dzia do caªkowania numerycznego orbit sztucznych satelitów. Gªównym jego celem
byªo zbadanie ewolucji orbit na dªugim odcinku czasu, a nie precyzyjna propagacja
na krótkim odcinku czasu. Wykorzystanie algorytmu symplektycznego zapewniªo
stabilno±¢ na dªugim odcinku czasu i pozwoliªo wykorzysta¢ zalety formalizmu ka-
nonicznego stosowanego w tej pracy. U»ycie tej metody nie byªoby wydajne dla orbit
silnie mimo±rodowych bez wykorzystania regularyzacji. Przedstawiona metoda jest
wystarczaj¡co dokªadna i do±¢ wydajna (obliczenia przeprowadzano na domowej
klasy komputerze PC), tym bardziej, »e jak si¦ okazaªo, badanie stabilno±ci przy
pomocy MEGNO dla sztucznych satelitów wymaga dªugiego okresu caªkowania.
Lepsze rezultaty daªo pokazanie zmian mimo±rodu orbit. Pod tym k¡tem zbadane
zostaªy orbity geosynchroniczne. Sprawdzono wpªyw pocz¡tkowej warto±ci anomalii
±redniej na wynik, ale okazaª si¦ on niewielki, a gªówny wpªyw na dynamik¦ ma
nachylenie i w dalszej kolejno±ci dªugo±¢ w¦zªa wst¦puj¡cego orbity i argument pe-
rygeum. Sama metoda zostaªa tak»e zbadana pod k¡tem jej dokªadno±ci dla orbit
satelitów o du»ym mimo±rodzie.

Poza zastosowaniami numerycznymi transformacj¦ KS mo»na te» u»y¢ w rozwa-
»aniach analitycznych. Zaproponowany zostaª nowy zestaw zmiennych k¡t-dziaªanie
dla zregularyzowanego zagadnienia dwóch ciaª, bazuj¡cy na transformacji KS i trans-
formacji Lissajous. Odej±cie od tradycyjnego podej±cia, w którym dwie pary zmien-
nych opisuj¡ ruch w pªaszczy¹nie orbity, a trzecia jej orientacj¦ w przestrzeni, umo»-
liwiªo uzyskanie zmiennych, które s¡ nieosobliwe dla orbit eliptycznych zdegenero-
wanych do orbity prostoliniowej. Zaproponowana transformacja pozwala na prost¡
i naturaln¡ redukcj¦ zagadnienia z powrotem do trzech stopni swobody. Uwzgl¦d-
nione zostaªo tak»e rozszerzenie przestrzeni fazowej, dzi¦ki czemu formalizm ten
mo»e by¢ stosowany równie» do zagadnie« z jawn¡ zale»no±ci¡ od czasu. Wszystko
to umo»liwia bezproblemowe zastosowanie tego formalizmu dla zagadnie«, w których
mamy do czynienia z bardzo du»ym mimo±rodem (a du»e mimo±rody s¡ gªówn¡ z
przyczyn stosowania regularyzacji), albo wr¦cz przej±ciem przez oskulacyjn¡ orbit¦
prostoliniow¡. Przykªad klasycznego zagadnienia Lidowa-Kozai pokazaª, »e zapro-
ponowan¡ transformacj¦ mo»na u»y¢ w praktyce i w przyszªo±ci mo»na j¡ zastosowa¢
do bardziej zªo»onych problemów.

Transformacja KS, pomimo pewnych niewygodnych cech, takich jak konieczno±¢
wprowadzenia dodatkowego stopnia swobody lub rozszerzenia przestrzeni fazowej
w kanonicznej transformacji Sundmana, okazaªa si¦ by¢ praktycznym narz¦dziem w
analizie zaburzonego zagadnienia dwóch ciaª. Lepsze poznanie istoty samej transfor-
macji, zwªaszcza jej interpretacja geometryczna i powi¡zanie z obrotem, umo»liwiªy
sprawniejsze jej stosowanie zarówno w zastosowaniach numerycznych jak i analitycz-
nych.
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Dodatek A

Algebra kwaternionów

Kwaterniony to czterowymiarowe obiekty, które mog¡ by¢ traktowane jako para
uporz¡dkowana liczby skalarnej i wektora trójwymiarowego [15]. Ka»dy kwaternion
q mo»e zosta¢ zapisany jako

q = (q0,q) = (q0, q1, q2, q3), q0, q1, q2, q3 ∈ R. (A.1)

q0 nazywamy cz¦±ci¡ skalarn¡, a q cz¦±ci¡ wektorow¡ kwaternionu q. Wygodnie jest
wprowadzi¢ operator \, który wybiera z kwaternionu jego cz¦±¢ wektorow¡

q\ = q. (A.2)

Algebra kwaternionów oznaczana jest zazwyczaj symbolem H.
Dodawanie dwóch dowolnych kwaternionów q i p zde�niowane jest jako

q + p = (q0 + p0,q + p). (A.3)

Mno»enie dwóch kwaternionów q i p daj¡ce w wyniku kwaternion r = qp de�niujemy
jako

r = (q0p0 − q · p, q0p + p0q + q× p). (A.4)

Wyst¦powanie iloczynu wektorowego q× p powoduje, »e dziaªanie to nie jest prze-
mienne i

qp− pq = (0, 2q× p). (A.5)

Dodatkowo zde�niujmy mno»enie przez skalar x

xq = x(q0,q) = (xq0, xq), (A.6)

którego wynik jest równy mno»eniu przez kwaternion z zerow¡ cz¦±ci¡ wektorow¡

xq = (x,0)(q0,q) = (q0, xq)(x,0). (A.7)

Sprz¦»enie kwaternionu de�niujemy jako

q̄ = (q0,−q), (A.8)

a moduª
|q| =

√
q2

0 + q · q. (A.9)

Co wi¦cej
|q|2 = (qq̄)0 = (q̄q)0. (A.10)
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Wykorzystuj¡c powy»sze, okre±lamy odwrotno±¢ kwaternionu jako

1

q
=

q̄

|q|2
. (A.11)

Dodatkowo, dla kwaternionów mo»na zde�niowa¢ dziaªania b¦d¡ce odpowiedni-
kami iloczynów skalarnego i wektorowego dwóch wektorów. Iloczyn skalarny kwa-
ternionów q i p ma posta¢

q · p = q0p0 + q · p. (A.12)

Iloczyn mieszany trzech kwaternionów ma u»yteczn¡ wªasno±¢

q̄ · ps = p̄ · sq = s̄ · qp, (A.13)

któr¡ udowodni¢ mo»na rozpisuj¡c kwaterniony na skªadowe skalarn¡ i wektorow¡

q̄ · ps = (q0,−q) · (p0s0 − p · s, p0s + s0p + p× s)

= q0p0s0 − q0p · s− p0q · s− s0p · q + q · (s× p), (A.14)

p̄ · sq = (p0,−p) · (q0s0 − q · s, q0s + s0q + s× q)

= q0p0s0 − q0p · s− p0q · s− s0p · q + p · (q× s), (A.15)

s̄ · qp = (s0,−s) · (p0q0 − p · q, p0q + s0p + p× q)

= q0p0s0 − q0p · s− p0q · s− s0p · q + s · (p× q), (A.16)

a nast¦pnie skorzysta¢ z wªasno±ci iloczynu mieszanego wektorów

p · (q× s) = q · (s× p) = s · (p× q). (A.17)

O ile de�nicja iloczynu skalarnego kwaternionów jest do±¢ oczywista, tak w przy-
padku iloczynu wektorowego pojawiaj¡ si¦ ró»ne konwencje u ró»nych autorów (Stie-
fel i Scheifele [43], Vivarelli [47], Deprit i in. [15]). Przyjmiemy wariant Deprit

q ∧ p =
pq̄− qp̄

2
= (0, q0p− p0q + q× p). (A.18)

Podobnie jak zwykªy iloczyn wektorowy, iloczyn wektorowy kwaternionów jest nie-
przemienny i

q ∧ p = −p ∧ q, (A.19)

a jego cz¦±¢ skalarna wynosi zawsze zero. Taki iloczyn wektorowy ma te» u»yteczn¡
wªasno±¢ zwi¡zan¡ z iloczynem mieszanym

(qp) ∧ s = q ∧ (sp̄) (A.20)

Jak ju» wspomniano, mno»enie kwaternionów w ogólno±ci jest nieprzemienne.
S¡ jednak przypadki, gdy to mno»enie jest przemienne. Jest tak wtedy, gdy cz¦±¢
wektorowa jednego (lub obu) kwaternionu wynosi zero lub cz¦±ci wektorowe obu
czynników s¡ wektorami równolegªymi. Pierwszy przypadek jest trywialny, gdy»
kwaternion z zerow¡ cz¦±ci¡ wektorow¡ zachowuje si¦ jak liczba rzeczywista. W
drugim przypadku przyjmijmy, »e q = (q0, q1ĉ), i p = (p0, p1ĉ), gdzie ĉ to pewien
wersor, a p0, p1, q0, q1 to liczby rzeczywiste. Wtedy

qp = pq = (p0q0 − p1q1, (p0q1 + p1q0)ĉ). (A.21)
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Powy»sza de�nicja jest to»sama z de�nicj¡ mno»enia dwóch liczb zespolonych p0+ip1

i q0 + iq1, je±li w miejsce jednostki urojonej umie±cimy kwaternion (0, ĉ), a jedynk¦
rzeczywist¡ uto»samimy z kwaternionem (1,0).

W tym miejscu mo»na by si¦ zastanowi¢ czy mo»na wprowadzi¢ posta¢ wykªad-
nicz¡ kwaternionu, podobn¡ do postaci wykªadniczej liczb zespolonych. Okazuje si¦
ze mo»na zde�niowa¢

exp (q0, q1ĉ) = exp (q0) (cos q1, sin q1ĉ) . (A.22)

Nale»y by¢ jednak ostro»nym, gdy» takie wyra»enie nie posiada wszystkich wªasno-
±ci funkcji wykªadniczej, co mo»e by¢ myl¡ce. Je±li pq 6= qp, wtedy exp p exp q 6=
exp p+ q. Z tego powodu takie oznaczenie nie b¦dzie stosowane poza tym podroz-
dziaªem. Warto za to zbada¢ kwaternion

u (φ, ĉ) = exp (0, φĉ) = (cosφ, sinφĉ) . (A.23)

Okazuje si¦ »e dla dowolnych φ, ψ, ĉ

u (−φ, ĉ) = ū (φ, ĉ) , (A.24)

u (φ, ĉ) u (ψ, ĉ) = u (φ+ ψ, ĉ) , (A.25)

|u (φ, ĉ) | = 1. (A.26)

To»samo±ci te staj¡ si¦ oczywiste gdy uto»samimy u (φ, ĉ) z postaci¡ wykªadnicz¡
exp iφ. Inn¡ przydatn¡ wªasno±ci¡ jest

u (φ, ĉ) (0, ĉ) = (0, ĉ) u (φ, ĉ) = (− sinφ, cosφĉ) =
du (φ, ĉ)

dφ
. (A.27)

Podobnie jak liczba zespolona a + ib mo»e by¢ przedstawiona macierz¡ rzeczy-
wist¡

q =

(
a −b
b a

)
, (A.28)

tak kwaterniony mog¡ by¢ przedstawione jako macierze zespolone

q =

(
q0 + iq1 q2 + iq3

−q2 + iq3 q0 − iq1

)
. (A.29)

Dodawanie i mno»enie kwaternionów jest wtedy zast¡pione dodawaniem i mno»e-
niem macierzy. Posta¢ macierzow¡ (A.29) mo»na przedstawi¢ za pomoc¡ kombinacji
liniowej macierzy spinowych Pauliego i macierzy jednostkowej

q = q0

(
1 0
0 1

)
+ iq1

(
1 0
0 −1

)
+ iq2

(
0 −i
i 0

)
+ iq3

(
0 1
1 0

)
. (A.30)

Macierze spinowe przemno»one przez jednostk¦ urojon¡ odpowiadaj¡ kwaternionom
jednostkowym, a wi¦c algebra kwaternionów jest tym samym co algebra macierzy
spinowych Pauliego [8].
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Dodatek B

Wyprowadzenie równa« na pochodne

funkcji Wignera

Funkcja Wignera w postaci

Dn
k,m(v) =

√
(n+m)!(n−m)!(n+ k)!(n− k)!∑
s

(v0 − iv3)n+k−s(−iv1 − v2)m−k+s(−iv1 + v2)s(v0 + iv3)n−m−s

s!(n−m− s)!(n+ k − s)!(m− k + s)!
, (B.1)

jest wielomianem czterech zespolonych wyra»e« (v0 − iv3), (−iv1 − v2), (−iv1 + v2),
oraz(v0 + iv3). Je±li na te wyra»enia zadziaªamy operatorami ró»niczkowymi (2.34),
to w wyniku otrzymamy zero, poza czterema przypadkami:

1

2

(
∂

∂v0

+ i
∂

∂v3

)
(v0 − iv3) =

1

2

(
∂

∂v0

− i
∂

∂v3

)
(v0 + iv3) =

1

2

(
∂

∂v2

+ i
∂

∂v1

)
(−iv1 + v2) =

1

2

(
− ∂

∂v2

+ i
∂

∂v1

)
(−iv1 − v2) = 1. (B.2)

Dzi¦ki temu ka»dy z tych operatorów, dziaªaj¡c na funkcj¦ Wignera, mo»e by¢ trak-
towany jako ró»niczkowanie wzgl¦dem jednego z tych skªadników, dla którego po-
chodna wynosi jeden, a nie zero. Dziaªaj¡c pierwszym z tych operatorów na funkcj¦,
dziaªamy na ka»dy ze skªadników sumy i otrzymujemy

1

2

(
∂

∂v0

+ i
∂

∂v3

)
Dn
k,m(v) =

√
(n+m)!(n−m)!(n+ k)!(n− k)!∑

s

(v0 − iv3)n+k−s−1(−iv1 − v2)m−k+s(−iv1 + v2)s(v0 + iv3)n−m−s

s!(n−m− s− 1)!(n+ k − s)!(m− k + s)!
, (B.3)

przy czym zmianie mogªy ulec granice sumowania. W funkcji Wignera sumowanie
przebiega od s = max(0,m − k) do s = min(n + m,n − k), ale wyraz z s = n + m
nie zale»y od (v0 − iv3), a wi¦c jego pochodna wynosi zero, co mo»e zmienia¢ górn¡
granic¦ sumowania na s = min(n + m − 1, n − k). Je»eli podstawimy n′ = n − 1

2
,

m′ = m− 1
2
i k′ = k − 1

2
, to granice sumowania b¦d¡ wynosiªy s = max(0,m′ − k′)
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do s = min(n′ +m′, n′ − k′), a sama funkcja pozwoli si¦ zapisa¢ jako

1

2

(
∂

∂v0

+ i
∂

∂v3

)
Dn
k,m(v) =

√
(n′ +m′ + 1)!(n′ −m′)!(n′ + k′ + 1)!(n′ − k′)!

∑
s

(v0 − iv3)n
′+k′−s(−iv1 − v2)m

′−k′+s(−iv1 + v2)s(v0 + iv3)n
′−m′−s

s!(n′ −m′ − s)!(n′ + k′ − s)!(m′ − k′ + s)!
, (B.4)

=
√

(n′ +m′ + 1)(n′ + k′ + 1)Dn′

k′,m′(v) =
√

(n+m)(n+ k)D
n− 1

2

k− 1
2
,m− 1

2

(v).

Dla pozostaªych operatorów post¦puj¡c analogicznie mo»na uzyska¢ pozostaªe po-
trzebne równo±ci (2.34).

Nieco trudniej jest wyprowadzi¢ te równo±ci w przypadku funkcji Wignera

En
k,m(v) = |v|−4n−2Dn

k,m(v). (B.5)

Stosuj¡c operator ró»niczkowy do tej funkcji otrzymujemy

1

2

(
∂

∂v0

+ i
∂

∂v3

)
En
k,m(v) =|v|−4n−4(−2n− 1)(v0 + iv3)Dn

k,m(v)+

+ |v|−4n−2
√

(n+m)(n+ k)D
n−1/2
k−1/2,m−1/2(v). (B.6)

Nast¦pnie trzeba zastosowa¢ odpowiednie z równa« (2.49), dzi¦ki czemu wyra»enie
(−2n − 1)(v0 + iv3)Dn

k,m(v) mo»na zast¡pi¢ funkcjami o stopniu ró»ni¡cym si¦ od
niej o 1/2, a nast¦pnie caªo±¢ upraszcza si¦ do postaci

1

2

(
∂

∂v0

+ i
∂

∂v3

)
En
k,m(v) =|v|−4n−4

√
(n− k + 1)(n−m+ 1)D

n+1/2
k−1/2,m−1/2(v) =√

(n− k + 1)(n−m+ 1)E
n+1/2
k−1/2,m−1/2. (B.7)

W ten sam sposób uzyska¢ mo»na wzory dla pozostaªych operatorów ró»niczkowych.
Dziaªanie operatorów na funkcje D powoduje obni»enie jej stopnia, a na funkcje E
poniesienie jej stopnia o 1/2. Dodatkowo zmieniaj¡ si¦ tak»e indeksy dolne o ±1/2.
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