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Abstra
tThe multiphoton ex
itation in three-level atomi
 and mole
ular systems has beenstudied. For these systems, with levels in either the Λ or Γ 
on�gurations, an analyti
formalism has been developed. This formalism was su

esfully applied to des
ribe theevolution of probabilities of ex
itation and the stru
ture of the spe
trum of s
atteredlight for a broad range of frequen
y-intensity parameters.For the three-level system in the Λ 
on�guration the 
oherent and full spe
tra ofs
attered light were 
al
ulated. A signi�
ant di�eren
e between the two was found.Furthermore, a dramati
 
hange in the spe
trum under the two-photon resonan
e wasexplained.For the three-level systems in the Γ 
on�guration the analyti
 formulas for themultiphoton Rabi frequen
ies and Stark shifts of the ex
ited states were derived aswell as the 
ondition for resonan
e frequen
y. The possibility of 
omplete populationinversion in the laser �eld of moderate intensity was studied. It was also shown that,
ontrary to the 
ommon belief, the spe
trum from the three-level system with nearly or
ompletely degenerate ex
ited states does not have pure harmoni
 stru
ture but ratherea
h harmoni
 
onsists of a pair of spe
tral lines separated by double the multiphotonRabi frequen
y.The analyti
 formalism was numeri
ally tested for various physi
ally a

esible la-ser intensities. The satisfa
tory qualitative and quantitative agreements between theanalyti
 and numeri
al results were found.
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Rozdziaª 1
Wst�p

Model dwupoziomowy jest fundamentem optyki kwantowej ukªadów z silnym jedno-fotonowym wzbudzeniem (rezonansem) prowadz¡
ym do 
aªkowitej inwersji obsadze«[1℄. Model ten byª równie» wykorzystywany w badania
h, mi�dzy innymi, roz
hodzeniasi� ultrakrótki
h impulsów w ukªada
h atomowy
h i póªprzewodnika
h [2, 3℄, genera
jiwysoki
h harmoni
zny
h przez pojedyn
ze atomy [4, 5℄, molekuªy [6, 7, 8℄ i 
iaªa staªe[9℄, 
zy te» rezonansów opty
zny
h w molekuªa
h 
harakteryzowany
h niezerow¡ ró»ni
¡pomi�dzy trwaªymi elektry
znymi momentami dipolowymi stanów zaanga»owany
h wprzej±
ie [10, 11, 12, 13, 14, 15℄.Ten model nie zawsze jest jednak �zy
zny, zwªasz
za w obli
zu faktu, i» zde
ydo-wana wi�kszo±¢ atomów i 
z¡ste
zek ma tak¡ struktur� energety
zn¡, »e ró»ni
a energiipomi�dzy pierwszym stanem wzbudzonym a stanem podstawowym wielokrotnie prze-wy»sza energi� pojedyn
zego fotonu z zakresu opty
znego. Mo»liwe opty
zne wzbu-dzenia w ty
h ukªada
h maj¡ wi�
 z natury swej 
harakter wielofotonowy. Ze wzgl�duna maªe wielofotonowe staªe sprz�»e«, zale
ane s¡ silne pola laserowe by, ewentual-nie, zna
znie obsadza¢ stan wzbudzony w pro
esie wielofotonowym, w trak
ie któregosumary
zna energia po
hªoni�ty
h fotonów pokrywa si� z odst�pem w skali energii po-mi�dzy kombinuj¡
ymi stanami. Silne pola powoduj¡ jednak wypªywanie obsadzenia zukªadu dwó
h stanów (podstawowego i pierwszego wzbudzonego) do wy»szy
h stanówdyskretny
h, ale przede wszystkim do kontinuum. Joniza
ja wielofotonowa staje si� wtakim przypadku efektem dominuj¡
ym nad wzbudzeniem wielofotonowym i przybli»e-nie dwupoziomowe staje si� nieadekwatne [16℄. W zwi¡zku z tym, badanie wzbudze«3



wielofotonowy
h w ukªada
h efektywnie dwupoziomowy
h nale»y ograni
zy¢ wyª¡
zniedo sªaby
h pól laserowy
h, które nie zapewniaj¡ osi¡gni�
ia peªnej inwersji obsadze«.Okazuje si�, »e od tego ograni
zenia na pole wolne s¡ niektóre ukªady trójpozio-mowe. W ostatni
h lata
h, w tego typu ukªada
h zaobserwowano 
aª¡ gam� nowy
hinteresuj¡
y
h zjawisk, taki
h jak wymuszona ±wiatªem przezro
zysto±¢ [17℄, mody�ka-
ja wspóª
zynnika zaªamania [18℄, 
zy spowolnienie lub zatrzymanie ±wiatªa [19, 20℄.Ponadto, w rama
h ukªadów trójpoziomowy
h gwaªtownie rozwin�ªy si� badania doty-
z¡
e koherentnej kontroli i manipulowania ukªadami kwantowymi [21℄. W dziedziniewielofotonowy
h wzbudze« w ukªada
h trójpoziomowy
h istotne zna
zenie miaªy pio-nierskie pra
e Avetissiana i wspóªpra
owników [22, 23, 24℄. Obszarem zainteresowaniaty
h autorów byªy wzbudzenia w ukªada
h z trwaªym momentem dipolowym wzma
-niaj¡
ym siª� wielofotonowego sprz�»enia mi�dzy poziomami.Równie» w klasie ukªadów bez trwaªego momentu dipolowego mo»emy znale¹¢ obiektyefektywnie trójpoziomowe, w który
h wielofotonowa staªa sprz�»nia jest zna
znie wzmo
-niona, a efekt dodatkowy
h stanów dyskretny
h i 
i¡gªy
h pomijalny dla rozs¡dnie wy-brany
h nat�»e« pól laserowy
h. Istotne jest to, »e tak wybrane pola daj¡ gwaran
j�osi¡gni�
ia peªnej inwersji obsadze« w wyniku wielofotonowego wzbudzenia. Grup�ty
h efektywnie trójpoziomowy
h ukªadów tworz¡, np., parzystoªadunkowe, homoj¡-drowe jony molekularne typu A4+
2 , gdzie w miejs
e A nale»y podstawi¢, np. azot, tlenalbo jod. Niedawne numery
zne obli
zenia Gibsona [25, 26℄ dla jednowymiarowego mo-delu ty
h jonów pokazaªy, »e i
h stan podstawowy, o dobrze okre±lonej parzysto±
i, jestzna
znie oddalony (ponad 18 eV) od pierwszej pary stanów wzbudzony
h 
haraktery-zowany
h prze
iwnymi parzysto±
iami. Pierwsza para stanów wzbudzony
h jest prawieenergety
znie zdegenerowana, z rozseparowaniem zna
znie mniejszym od energii fotonuopty
znego i zale»nym od odlegªo±
i mi�dzyj¡drowej (rozseparowanie 0.45 eV przy od-legªo±
i 3.5 a.u.). Ponadto, element ma
ierzowy elektry
znego momentu dipolowegopomi�dzy t¡ par¡ stanów wzbudzony
h jest ponad 6 razy wi�kszy ni» podobny ele-ment ma
ierzowy pomi�dzy stanem podstawowym i ni»szym ze stanów wzbudzony
h.Ozna
za to, »e w obe
no±
i pola lasera para stanów wzbudzony
h jest zna
znie silniejsprz�»ona mi�dzy sob¡ ni» ze stanem podstawowym. Gibson pokazaª na drodze nume-ry
znej, »e przy nat�»eniu rz�du 1015W/
m2 mo»na osi¡gn¡¢ peªn¡ inwersj� obsadze«4



w ty
h jona
h w pro
esie 11-fotonowego lub 12-fotonowego wzbudzenia. Wa»ne jest to,»e a» do tej intensywno±
i »adne inne stany jonu (ani wy»sze wzbudzone, ani z obszarukontinuum) nie byªy obsadzane. Podobne za
howanie jest spodziewane tak»e w atomiewodoru, wielofotonowo wzbudzanym z jego stanu podstawowego 1S do najni»szej, 
aª-kowi
ie zdegenerowanej, silnie sprz�»onej pary stanów wzbudzony
h 2P, 2S oddalonejod 1S o 10.2 eV.W Rozdziaªa
h 3, 4 i 5 przedstawiono wªasne wyniki bada« wielofotonowy
h wzbu-dze« w ukªada
h efektywnie trójpoziomowy
h. Rozdziaª 3 zawiera perturba
yjny opiswzbudze« wielofotonowy
h w ukªadzie w kon�gura
ji lambda (Λ) przy warunku sªabejdepopula
ji poziomu po
z¡tkowego. Rozdziaª 4 jest rozwini�
iem poprzedniego opisuna nieperturba
yjny przypadek silnej dwufotonowej depopula
ji poziomu podstawowegow ukªadzie Λ. Z kolei w Rozdziale 5 zamiesz
zono opis wielofotonowy
h wzbudze« wukªada
h trójpoziomowy
h z par¡ silnie sprz�»ony
h, 
aªkowi
ie lub 
z�±
iowo zdegene-rowany
h poziomów wzbudzony
h. Wszystkie opisy maj¡, wprawdzie przybli»ony, aleza to 
aªkowi
ie anality
zny 
harakter. Jako±¢ ty
h anality
zny
h opisów zostaªa o
e-niona przez porównanie wyników jakie one daj¡ z wynikami 
aªkowi
ie numery
zny
hrozwi¡za«.
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Rozdziaª 2
Podstawy ra
hunkowe
2.1 Amplitudy prawdopodobie«stw obsadze«Zgodnie z postulatami me
haniki kwantowej, opis stanu ukªadu dany jest funk
j¡falow¡ |Ψ(t)〉, której ewolu
j¡ rz¡dzi równanie S
hrödingera

ih̄
∂

∂t
|Ψ(t)〉 = Ĥ(t) |Ψ(t)〉 . (2.1)W problemie oddziaªywa«, peªny hamiltonian Ĥ(t) jest sum¡ 
z�±
i opisuj¡
ej swobodnyukªad (np. atom lub 
z¡ste
zk�), Ĥ0, oraz 
z�±
i opisuj¡
ej oddziaªywanie ukªadu zpolem zewn�trznym, V̂(t), tzn.
Ĥ(t) = Ĥ0 + V̂(t). (2.2)Ukªad swobodny speªnia tzw. niezale»ne od 
zasu równanie S
hrödingera
Ĥ0 |i〉 = Ei |i〉 , (2.3)z którego otrzymujemy zbiór energii wªasny
h {Ei} oraz stanów wªasny
h {|i〉}. Wy-korzystuj¡
 stany wªasne hamiltonianu Ĥ0 oraz odwoªuj¡
 si� do liniowo±
i me
hanikikwantowej, rozwi¡zanie peªnego, zale»nego od 
zasu równania S
hrödingera (2.1) dlaukªadu z oddziaªywaniem przedstawiamy w posta
i superpozy
ji

|Ψ(t)〉 =
N∑

i=1

bi(t)|i〉. (2.4)Po podstawieniu rozwini�
ia (2.4) do równania (2.1) otrzymujemy
ih̄

N∑

i=1

∂bi(t)

∂t
|i〉 =

N∑

i=1

bi(t)Ĥ(t) |i〉 . (2.5)
6



Przemna»aj¡
 lewostronnie powy»sze równanie przez 〈j| oraz korzystaj¡
 z ortonor-malno±
i zbioru wektorów {|i〉}, tj. 〈j|i〉 = δij, znajdujemy równania dla amplitudprawdopodobie«stw obsadze« stanów:
ih̄
dbj(t)

dt
=

N∑

i=1

〈j|Ĥ(t)|i〉bi(t). (2.6)W rama
h tej pra
y elementy ma
ierzowe hamiltonianuHji(t) = 〈j|Ĥ(t)|i〉maj¡ posta¢:
Hji(t) =





Ei = h̄ωi jezeli i = j

Vji(t) je»eli i 6= j
, (2.7)a ponadto Vji = V ∗

ij .2.2 Ukªad trójpoziomowy w kon�gura
ji Λ lub Γ

WHtL
MHtL

È1>

È2>

È3>

+H-L

-H+L

+H-L

Ω1

Ω2

Ω3

Ω21pΩ0

Ω23pΩ0

(a)
Ω21>>Ω0

WHtL

MHtL

È1>

È2>
È3>

Ω1 H+�-L

Ω2 H-�+L Ω3 H+�-L

(b)Rysunek 2.1: S
hemat poziomów energety
zny
h ukªadu trójpoziomowego w kon�gura
jilambda (a) lub gamma (b). Na rysunku Ω(t) = µ12E(t)/h̄ oraz M(t) = µ23E(t)/h̄ maj¡zna
zenie zale»ny
h od 
zasu 
z�sto±
i Rabiego, h̄ωj s¡ energiami posz
zególny
h stanów, za±znaki +/− odnosz¡ si� do parzysto±
i stanów. Kropk¡ ozna
zono po
z¡tkowo obsadzony stanukªadu.Tak obserwa
je do±wiad
zalne, jak analiza teorety
zna, pokazuj¡, »e w wi�kszo-±
i sytua
ji w oddziaªywaniu ukªadów atomowy
h i molekularny
h z zewn�trznym po-lem bierze, efektywnie, udziaª jedynie sko«
zony zbiór stanów widma. Pozwala to nauprosz
zenie analizy dynamiki realnego ukªadu. W niniejszej pra
y rozwa»ony b�dzieprzypadek ukªadów efektywnie trójpoziomowy
h w polu laserowym (Rysunek 2.1). Po-ziomy ukªadu, 
harakteryzuj¡
e si� okre±lon¡ parzysto±
i¡, b�d¡ tworzy¢ kon�gura
j�7



lambda (Λ) lub gamma (Γ). Dla ukªadów z Rysunku 2.1 równanie (2.6) sprowadza si�do trze
h sprz�»ony
h równa« na amplitudy prawdopodobie«stw obsadze« reprezenta-tywny
h poziomów:
iḃ1 = ω1b1 − Ω12(t)b2, (2.8a)
iḃ2 = ω2b2 − Ω∗

12(t)b1 − Ω23(t)b3, (2.8b)
iḃ3 = ω3b3 − Ω∗

23(t)b2, (2.8
)gdzie ωi =
Ei

h̄
jest 
z�sto±
i¡ wªasn¡ stanu atomowego, za± Ωij(t) =

Vij(t)

h̄
ozna
za za-le»n¡ od 
zasu 
hwilow¡ 
z�sto±¢ Rabiego. Dla wyra¹nego rozró»nienia, wprowadzamyozna
zenia Ω12(t) = Ω(t) = ΩRf(t) cos(ω0t) oraz Ω23(t) = M(t) = MRf(t) cos(ω0t).W powy»szy
h wyra»enia
h ΩR i MR maj¡ zna
zenie standardowy
h, niezale»ny
h od
zasu 
z�sto±
i Rabiego, tzn. ΩR = µ12E0/h̄ i MR = µ23E0/h̄, gdzie µjk = 〈j|µ̂|k〉 jestelementem ma
ierzowym momentu dipolowego. Z wyra»e« na standardowe 
z�sto±
ioraz z ogólnej posta
i zale»ny
h od 
zasu 
z�sto±
i Rabiego Ωjk(t) wynika, »e oddziaªy-wanie pola laserowego z ukªadem zostaªo wzi�te w przybli»eniu elektry
zno-dipolowym,tj. zaªo»ono hamiltonian oddziaªywania w posta
i

V̂(t) = −µ̂E(t). (2.9)W powy»szym wyra»eniu µ̂ = ez jest skªadow¡ operatora elektry
znego momentu dipo-lowego ukªadu atomowego lub molekularnego w kierunku z, wyzna
zonym przez liniow¡polaryza
j� pola laserowego. Pole to traktujemy jako mono
hromaty
zne i impulsowe,
zyli nat�»enie skªadowej elektry
znej opisujemy wzorem
E(t) = E0f(t) cos(ω0t). (2.10)

E0 jest tutaj amplitud¡ nat�»enia pola elektry
znego, ω0 ≪ ω21 = ω2 − ω1 
entraln¡
z�sto±
i¡ impulsu laserowego, za± f(t) gªadk¡ obwiedni¡ impulsu, unormowan¡ dojedno±
i w miejs
u, gdzie f(t) ma maksimum, a tak»e speªniaj¡
¡ warunek
f(t0) = f(tp) = 0 , (2.11)gdzie t0 i tp to, odpowiednio, 
hwile wª¡
zenia i wyª¡
zenia pola. Rozwi¡zuj¡
 ukªadrówna« (2.8), przy oddziaªywaniu danym przez (2.9), uzyskujemy peªn¡ informa
j� oposta
i funk
ji falowej, a wi�
 dynami
e ukªadu w polu lasera.

8



2.3 Ewolu
ja obsadze« oraz widmo ±wiatªa rozproszo-negoDysponuj¡
 funk
j¡ falow¡, mo»emy wyzna
zy¢, na przykªad, 
hwilowe prawdopo-dobie«stwo znalezienia ukªadu w wybranym stanie i:
Pi(t) = 〈i|Ψ(t)〉 = |bi(t)|2 , gdzie i = 1,2,3. (2.12)Mo»emy tak»e wyzna
zy¢ widmo promieniowania rozproszonego przez ukªad. Wogólno±
i widmo promieniowania rozproszonego okre±lamy jako sko«
zon¡ w 
zasietransformat� Fouriera z dwu
zasowej funk
ji korela
ji operatora momentu dipolowego[27℄:
S(ω) = ω4

∫ tp

0

dt

∫ tp

0

〈d(t)d(t′)〉e−iω(t−t
′

)dt
′

, (2.13)gdzie tp ozna
za 
zas trwania impulsu, za± symbol 〈·〉 jest ±redni¡ kwantowo-me
hani
zn¡,li
zon¡ w stanie po
z¡tkowym, w jakim znajdowaª si� ukªad. W tej pra
y wykorzystu-jemy de�ni
j� widma zaproponowan¡ przez Eberly'ego i wspóªpra
owników [27℄, którzypokazali, »e w grani
y oddziaªywania ukªadów kwantowy
h z polem klasy
znym i
hde�ni
ja jest równowa»na ±
isªej de�ni
ji (2.13). Przyjmuj¡
 |1〉 za stan po
z¡tkowyukªadu oraz wykorzystuj¡
 zupeªno±¢ wybranego ukªadu stanów atomowy
h |i〉, tj. fakt,»e ∑3
k=1 |k〉 〈k| = 1̂, mamy

S(ω) = ω4

∫ tp

0

dt

∫ tp

0

〈1| d(t)
3∑

k=1

|k〉 〈k| d(t′) |1〉 e−iω(t−t
′

)dt
′

. (2.14)Uporz¡dkowanie tego wyra»enia oraz wykorzystanie operatora ewolu
ji przy przej±
iuod obrazu Heisenberga do obrazu S
hrödingera, prowadzi do widma zde�niowanegoprzez grup� Eberly'ego:
S(ω) = ω4

3∑

k=1

∣∣∣∣
∫ tp

0

dt eiωt 〈Ψk(t) |ez|Ψ1(t)〉
∣∣∣∣
2

= ω4

∣∣∣∣
∫ tp

0

dt eiωt 〈Ψ1(t) |ez|Ψ1(t)〉
∣∣∣∣
2

+ ω4
3∑

k 6=1

∣∣∣∣
∫ tp

0

dt eiωt 〈Ψk(t) |ez|Ψ1(t)〉
∣∣∣∣
2

, (2.15)gdzie |Ψk(t)〉 ozna
za funk
j� falow¡ obli
zon¡ przy zaªo»eniu, »e ukªad ewoluuje zestanu po
z¡tkowego |k〉, tzn. |Ψk(0)〉 = |k〉. Pierwszy wyraz w (2.15) stanowi tzw.
z�±¢ koherentn¡ widma, wynikaj¡
a ze ±redniego indukowanego momentu dipolowego9



d(t) = 〈Ψ1(t)|ez|Ψ1(t)〉, za± drugi wyraz - 
z�±¢ niekoherentn¡, zwi¡zan¡ z kwantowymi�uktua
jami dipola. Korzystaj¡
 z zasady superpozy
ji, widmo promieniowania (2.15)mo»emy wyrazi¢ poprzez amplitudy bi. W tym 
elu wystar
zy zauwa»y¢, »e
〈Ψj(t) |ez|Ψ1(t)〉 =

3∑

k=1

3∑

l=1

b∗kjbl1µkl, (2.16a)
= µ12(b

∗
1jb21 + b∗2jb11) + µ23(b

∗
2jb31 + b∗3jb21) , (2.16b)gdzie skorzystano z warunków niezerowania elementu ma
ierzowego dipola µjk. Wewprowadzonym indeksowaniu amplitud bij , indeks lewy ozna
za numer amplitudy praw-dopodobie«stwa, natomiast prawy informuje przy jakim warunku po
z¡tkowym ampli-tuda ta zostaªa wyzna
zona; konkretnie - przez bij rozumiemy amplitud� obsadzeniai-tego stanu w 
hwili t przy zaªo»eniu, »e po
z¡tkowo ukªad znajdowaª si� w j-tymstanie.

10



Rozdziaª 3
Trójpoziomowy ukªad Λ ze sªab¡depopula
j¡ stanu po
z¡tkowego
3.1 Zaªo»enia niskiej 
z�sto±
i i sªabego pola

WHtL
MHtL

È1>

È2>

È3>

+H-L

-H+L

+H-L

Ω1

Ω2

Ω3

Ω21pΩ0

Ω23pΩ0

Rysunek 3.1: S
hemat poziomów energety
zny
h ukªadu trójpoziomowego w kon�gura
ji Λ.Na Rysunku Ω(t) = µ12E(t)/h̄ oraz M(t) = µ23E(t)/h̄ maj¡ zna
zenie zale»ny
h od 
zasu
z�sto±
i Rabiego, h̄ωj s¡ energiami posz
zególny
h stanów, za± znaki +/− odnosz¡ si� doparzysto±
i stanów. Kropk¡ ozna
zono po
z¡tkowo obsadzony stan ukªadu.Rozwa»ania w tym i nast�pny
h rozdziaªa
h b�d¡ przeprowadzone przy zaªo»eniuniskiej 
z�sto±
i ω0 promieniowania wzbudzaj¡
ego. Fizy
znie ozna
za to, »e energia
h̄ω0 fotonu tego promieniowania jest du»o mniejsza od odlegªo±
i, w skali energii, pomi�-dzy po
z¡tkowo obsadzonym stanem ukªadu i dipolowo sprz�»onym z nim najbli»szymstanem wzbudzonym. Rysunek 3.1 pokazuje s
hemat ukªadu z poziomami w kon�gu-11



ra
ji Λ, speªniaj¡
y ten warunek. Je±li, np., po
z¡tkowo obsadzony jest stan 1 ukªadu,to wymóg niskiej 
z�sto±
i jest rozumiany jako ω0 ≪ ω21. W polu takiej 
z�sto±
iwzbudzenia odbywa¢ si� mog¡ wyª¡
znie jako wynik przej±¢ wielofotonowy
h.Dodatkow¡ spe
y�k¡ tego rozdziaªu s¡ tak»e zaªo»enia o sªabo±
i pola i niezbyt dªu-gi
h, 
ho¢ wielo
yklowy
h, impulsa
h. Przy ty
h zaªo»enia
h rozs¡dne wydaje si� przy-pusz
zenie, »e w dowolnej 
hwili oddziaªywania obsadzenie ukªadu znajduje si� gªówniew jego stanie po
z¡tkowym, a wi�
 depopula
ja tego stanu jest niewielka. Wst�pn¡ ana-liz� tego przypadku zawarli±my w artykule [28℄, a w niniejszym rozdziale poszerzamywyniki tam zawarte.Rozdziaª ten jest podzielony na dwie gªówne 
z�±
i, w pierwszej z ni
h b�dzie obli-
zona i zbadana koherentna 
z�±¢ widma promieniowania rozproszonego przez trójpozio-mowie
, a w drugiej peªne widmo tego promieniowania, b�d¡
e sum¡ 
z�±
i koherentneji niekoherentnej. Pokazana b�dzie rola trze
iego poziomu, przez porównanie z widmemdwupoziomow
a, a tak»e rola parzystofotonowy
h rezonansów pomi�dzy stanami 1 i3 oraz rola ksztaªtu impulsu wzbudzaj¡
ego. Przez porównanie przybli»ony
h wyni-ków anality
zny
h ze ±
isªymi numery
znymi, o
eniona zostanie jako±¢ zastosowany
hprzybli»e« i jako±¢ 
aªej anality
znej pro
edury obli
zania widm.3.2 Widmo koherentne3.2.1 J�zyk zmienny
h ilorazowy
hZgodnie z de�ni
j¡ (2.13) widma promieniowania rozproszonego, 
z�±¢ koherentn¡tego widma okre±la ±redni dipol d(t) = 〈Ψ1(t)|ez|Ψ1(t)〉, gdzie |Ψ1(t)〉 podlega wa-runkowi po
z¡tkowemu |Ψ1(0)〉 = |1〉 ze stanem |1〉 jako stanem po
z¡tkowym ukªadu.Wobe
 (2.16), ±redni dipol udaje si� wyrazi¢ poprzez dwie zmienne ilorazowe r = b21/b11i ρ = b31/b11, mianowi
ie
d(t) = 〈Ψ1(t)|ez|Ψ1(t)〉

= 2µ12Re (b
∗
11b21) + 2µ23Re (b

∗
21b31)

= 2µ12 |b11|2Re
(
b21
b11

)
+ 2µ23 |b21|2Re

(
b31
b11

· b11
b21

)

= 2µ12 |b11|2Re(r) + 2µ23 |b21|2Re
(ρ
r

)12



= 2µ12
Re(r)

1 + |r|2 + |ρ|2 + 2µ23
Re(r∗ρ)

1 + |r|2 + |ρ|2 . (3.1)Ostate
zn¡ wersj� tego wyra»enia otrzymano wykorzystuj¡
 warunek normaliza
ji praw-dopodobie«stwa |b11|2 + |b21|2 + |b31|2 = 1. Z niego i z de�ni
ji zmienny
h ilorazowy
hwynikaj¡ obsadzenia posz
zególny
h stanów wyra»one poprzez r i ρ:
|b11|2 =

1

1 + |r|2 + |ρ|2 , (3.2a)
|b21|2 =

|r|2
1 + |r|2 + |ρ|2 , (3.2b)

|b31|2 =
|ρ|2

1 + |r|2 + |ρ|2 . (3.2
)Równania na tak zde�niowane zmienne ilorazowe wynikaj¡ z pierwotnego ukªadu (2.8),w którym w miejs
e jednoindeksowy
h amplitud bi nale»y wprowadzi¢ amplitudy dwu-indeksowe bij z j wskazuj¡
ym stan po
z¡tkowo obsadzony. Przyjmuj¡
 dodatkowo
ω1 = 0, ukªad trze
h równa« (2.8) sprowadzamy do ukªadu dla pary zmienny
h ilora-zowy
h, mianowi
ie

iṙ = (r2 − 1)Ω(t) + ω21r −M(t)ρ , (3.3a)
iρ̇ = (ω31 + rΩ(t))ρ−M(t)r . (3.3b)W grani
y M(t) → 0, ρ → 0 ukªad prze
hodzi w równanie Ri

atiego dla dwupozio-mow
a, analizowane w
ze±niej przez Plu
i«sk¡ i Parzy«skiego [29℄. Zªo»ono±¢ ukªadu(3.3) sugeruje, »e jego anality
zne rozwi¡zania mog¡ by¢ dost�pne tylko w sz
zególny
hprzypadka
h. Jednym z ni
h jest przypadek sªabej depopula
ji stanu po
z¡tkowego.3.2.2 Przybli»one rozwi¡zanie równa« na zmienne ilorazoweZaªo»ony warunek sªabej depopula
ji stanu po
z¡tkowego ozna
za równo
zesne speª-nienie dwó
h nierówno±
i: |r| ≪ 1 i |ρ| ≪ 1. Ponadto, |M(t)| ≪ ω21 dla wi�kszo±
i pól.W tej sytua
ji pomijalnie maªy staje si� 
zªon M(t)ρ w równaniu (3.3a), 
o prowadzido odsprz�gni�
ia tego równania od drugiego równania ukªadu (3.3) na zmienne ilora-zowe r i ρ. Odsprz�gni�te równanie na sam¡ zmienn¡ r jest nietrywialnym równaniemtypu Ri

atiego dla dwupoziomow
a, w
ze±niej badanym w kilku pra
a
h [29℄. Wyko-rzystuj¡
 metodyk� pra
y Plu
i«skiej i Parzy«skiego [30℄, przybli»one rozwi¡zanie tegorównania otrzymuje si� w sposób perturba
yjny.13



W przybli»eniu zerowego rz�du, równanie to linearyzuje si� przez zaniedbanie 
zªonupropor
jonalnego do r2, otrzymuj¡

ṙ0 + i ω21r0 = iΩ(t) . (3.4)Ch
¡
 otrzyma¢ nie
o lepsze rozwi¡zanie, uwzgl�dniaj¡
e w przybli»eniu nieliniowo±¢równania Ri

atiego, kªadziemy w nim r = r0 + r1 i nast�pnie zaniedbujemy 
zynnikzale»ny kwadratowo od r1. To zaniedbanie jest uzasadnione, gdy |r1| ≪ 2|r0| i ozna
zauwzgl�dnienie wyrazu kwadratowego w liniowym przybli»eniu. Korzystaj¡
 dodatkowoz rozwi¡zania zerowego rz�du, znajdujemy równanie na r1:

ṙ1 + i (ω21 + 2r0Ω(t))r1 = −i r20Ω(t) . (3.5)Przybli»one rozwi¡zanie dla r = r0 + r1 pozwala przej±¢ do przypadku trójpoziomow
ai poda¢ uprosz
zon¡ wersj� równania na ρ:
ρ̇+ i(ω31 + (r0 + r1)Ω(t))ρ = iM(t)(r0 + r1) . (3.6)Powy»sze równania (3.4)-(3.6) maj¡ posta¢ niejednorodnego liniowego równania ró»-ni
zkowego pierwszego rz�du o ogólnej posta
i dU

dt
+P (t)U = Q(t), ze znanym formalnymrozwi¡zaniem

U(t) =
1

z(t)

(∫ t

t0

Q(t′)z(t′)dt′ + U(t0)

)
, (3.7)gdzie z(t) =

∫ t

t0
P (t′)dt′, a U(t0) jest warto±
i¡ U w 
hwili po
z¡tkowej. W zwi¡zku ztym:

r0 = i e−iω21t

∫ t

0

Ω(t′)eiω21t′
dt′ , (3.8)

r1 = −i e−i(ω21t+2A0(t))

∫ t

0

r20(t
′)Ω(t′)ei(ω21t′+2A0(t′))

dt′ , (3.9)
ρ = i e−i(ω31t+A0(t)+A1(t))

∫ t

0

(r0(t
′) + r1(t

′))M(t′)ei(ω31t′+A0(t′)+A1(t′))
dt′ , (3.10)gdzie

A0(t) =

∫ t

0

r0(t
′)Ω(t′)dt′ i A1(t) =

∫ t

0

r1(t
′)Ω(t′)dt′ , (3.11)Powy»sze formalne rozwi¡zania sugeruj¡, »e r0, A0 i A1 b�d¡ gªównymi wielko±
iamide
yduj¡
ymi o ksztaª
ie koherentnego widma promieniowania rozproszonego. Suge-stia ta wynika z faktu, »e A0 i A1 �guruj¡ w wykªadniku funk
ji eix(t). Ze wzgl�duna os
yla
yjny 
harakter A0 i A1, spodziewamy si�, »e do funk
ji eix(t) b�dzie mo»nazastosowa¢ rozwini�
ie Fouriera-Bessela. 14



3.2.3 Grani
a niski
h 
z�sto±
i dla impulsu prostok¡tnegoObe
nie zajmiemy si� znalezieniem anality
znej posta
i r0 oraz A0 w grani
y niski
h
z�sto±
i, tj., kiedy 
z�sto±¢ os
yla
ji pola elektry
znego wi¡zki laserowej jest zna
zniemniejsza od 
z�sto±
i przej±
ia pomi�dzy poziomami o prze
iwnej parzysto±
i (ω0 ≪
ω21).W ogólnym przypadku gªadkiej obwiedni impulsu laserowego, f(t), 
aªki w wyra-»enia
h (3.8) i (3.11) nie daj¡ si� obli
zy¢ ±
i±le. Dla uªatwienia obli
ze« przyjmiemywi�
 najpierw prostok¡tn¡ obwiedni�, f(t) = 1. Nale»y zazna
zy¢, »e dla pól impulso-wy
h, zaªo»enie to jest silnie nie�zy
zne, gdy» ka»dy rze
zywisty impuls 
harakteryzujesi� pewnym 
zasem narastania i zanikania. Maj¡
 to na uwadze, uzyskane tu formuªyb�d¡ nast�pnie zwery�kowane pod k¡tem wyst�powania w ni
h artefaktów, wynikaj¡-
y
h ze wspomnianego przybli»enia.Caªkowanie wzoru (3.8), dla impulsu o prostok¡tnej obwiedni, prowadzi do wyra»e-nia

r0(t) = ie−iω21t

∫ t

0

ΩR cos(ω0t
′)eiω21t′dt′

=
ΩR

2
e−iω21t

(
ei∆

+t − 1

∆+
+

ei∆t − 1

∆

)
, (3.12)gdzie ∆+ = ω21 + ω0 i ∆ = ω21 − ω0. Zauwa»my, »e w interesuj¡
ej nas grani
y niski
h
z�sto±
i mo»emy przyj¡¢

∆+ ≃ ∆ ≃ ω21 , (3.13)wobe
 
zego formuª� (3.12) uprasz
zamy do posta
i:
r0(t)

ω21≫ω0≃ ΩR

ω21

(
cos(ω0t)− e−iω21t

)
. (3.14)Otrzymane wyra»enie wstawiamy do wzoru (3.11) na A0, uzyskuj¡
 w ten sposób

A0(t) =

∫ t

0

ΩR

ω21

(
cos(ω0t

′)− e−iω21t′
)
ΩR cos(ω0t

′)dt′

=
Ω2

R

4ω21

∫ t

0

(
eiω0t′ + e−iω0t′ − 2e−iω21t′

)
·
(
eiω0t′ + e−iω0t′

)
dt′

=
Ω2

R

4∆+∆

{
2ω21

[
t +

sin(2ω0t)

2ω0
− sin(∆t)

∆
− sin(∆+t)

∆+

] (3.15)
+ i

[
(∆+)2 +∆2 +∆∆+

∆∆+
− 2ω21

(
cos(∆t)

∆
+

cos(∆+t)

∆+

)
+ cos(2ω0t)

]}
.Powy»sza, skomplikowana formuªa, po uwzgl�dnieniu przybli»enia (3.13) i odrzu
eniu15



maªy
h wyrazów, skutkuje wyra»eniem:
A0(t)

ω21≫ω0≃ Ω2
R

2ω21

(
t +

sin(2ω0t)

2ω0

)
. (3.16)Zgodnie z opra
owan¡ pro
edur¡ obli
ze«, wykorzystuj¡
 wzory (3.14), (3.16) oraz(3.9), wyzna
zamy r1. Struktura wyra»enia A0(t), wyst�puj¡
ego w 
zynniku eiqA0(t) wewzora
h (3.9) oraz (3.10), pozwala na dokonanie wspomnianego w
ze±niej rozwini�
iaFouriera-Bessela:

eiqA0(t) = eiq
∆S
2

teixq sin(2ω0t) = eiq
∆S
2

t
∞∑

m=−∞

Jm(xq)e
i2mω0t , (3.17)gdzie Jm(xq) jest funk
j¡ Bessela pierwszego rodzaju, ∆S =

Ω2
R

ω21
dynami
znym przesu-ni�
iem Starka poziomu wzbudzonego, za± xq = q

Ω2
R

4ω21ω0
= q ∆S

2ω0
. Na mo
y (3.14), (3.16)oraz (3.17) mamy

r1(t) = −ie−i(ω21+∆S)t
∞∑

m=−∞

Jm(x2)e
−i2mω0t

·
∫ t

0

(
ΩR

2ω21

)2 (
eiω0t′ + e−iω0t′ − 2e−iω21t′

)2

· ΩR

2

(
eiω0t′ + e−iω0t′

) ∞∑

n=−∞

Jn(x2)e
i(ω21+2nω0+∆S)t

′

dt′

= −i
Ω3

R

8ω2
21

∞∑

m=−∞

Jm(x2)e
−i(ω21+2mω0+∆S)t

∞∑

n=−∞

Jn(x2)

·
∫ t

0




ei(ω21+

n→n−1︷ ︸︸ ︷
(2n+ 3)ω0+∆S)t

′

+ ei(ω21+

n→n+1︷ ︸︸ ︷
(2n− 1)ω0+∆S)t

′

+ 2ei(ω21+(2n+1)ω0+∆S)t
′

−4ei(

n→n−1︷ ︸︸ ︷
2(n + 1)ω0+∆S)t

′ − 4ei(2nω0+∆S)t
′

+ 4ei(−ω21+(2n+1)ω0+∆S)t
′

+ei(ω21+(2n+1)ω0+∆S)t
′

+ ei(ω21+

n→n+2︷ ︸︸ ︷
(2n− 3)ω0+∆S)t

′

+ 2ei(ω21+

n→n+1︷ ︸︸ ︷
(2n− 1)ω0+∆S)t

′

−4ei(2nω0+∆S)t
′ − 4ei(

n→n+1︷ ︸︸ ︷
2(n− 1)ω0+∆S)t

′

+ 4ei(−ω21+

n→n+1︷ ︸︸ ︷
(2n− 1)ω0+∆S)t

′





dt′ .(3.18)Przesuwamy nast�pnie indeksy sumowania tak, jak to zazna
zono powy»ej. Pozwalato na zebranie wyrazów podobny
h, tzn. os
yluj¡
y
h z tymi samymi 
z�sto±
iami, iuprosz
zenie formuªy:

r1(t) = −i
Ω3

R

8ω2
21

∞∑

m=−∞

Jm(x2)e
−i(ω21+2mω0+∆S)t

16



·
∞∑

n=−∞

∫ t

0

{
[Jn−1(x2) + 3Jn(x2) + 3Jn+1(x2) + Jn+2(x2)] e

i(ω21+(2n+1)ω0+∆S)t
′

− 4 [Jn−1(x2) + 2Jn(x2) + Jn+1(x2)] e
i(2nω0+∆S)t

′

+ 4 [Jn(x2) + Jn+1(x2)] e
i(−ω21+(2n+1)ω0+∆S)t

′

}
. (3.19)Po wy
aªkowaniu i uporz¡dkowaniu otrzymujemy

r1(t) = − Ω3
R

8ω2
21

∞∑

m=−∞

∞∑

n=−∞

Jm(x2)
{
αne

i((2(n−m)+1)ω0)t + βne
i(2(n−m)ω0−ω21)t

+ γne
i(−2ω21+(2(n−m)+1)ω0+∆S)t − (αn + βn + γn)e

−i(ω21+2mω0+∆S)t
}
. (3.20)gdzie wprowadzono zale»ne od 
z�sto±
i i nat�»enia pola wspóª
zynniki

αn =
Jn−1(x2) + 3Jn(x2) + 3Jn+1(x2) + Jn+2(x2)

ω21 + (2n+ 1)ω0 +∆S
, (3.21a)

βn = −4
Jn−1(x2) + 2Jn(x2) + Jn+1(x2)

2nω0 +∆S

, (3.21b)
γn = 4

Jn(x2) + Jn+1(x2)

−ω21 + (2n+ 1)ω0 +∆S
. (3.21
)W ostatnim kroku pro
edury, obli
zamy ρ wykorzystuj¡
 uzyskane w
ze±niej r. Po-niewa», z zaªo»enia, poprawka r1 jest zna
znie mniejsza od rozwi¡zania r0 zerowegorz�du (|r1| ≪ 2|r0|), zatem w formalnym rozwi¡zaniu (3.10) dla zmiennej ilorazowej

ρ, ignorujemy 
zªony zawieraj¡
e r1. Po podstawieniu wyra»enia (3.14) do równania(3.10) otrzymujemy w ten sposób
ρ(t) = ie−i(ω31+

∆S
2

)t

∞∑

m=−∞

Jm(x1)e
−i2mω0t

·
∫ t

0

ΩR

ω21

(
cos(ω0t

′)− e−iω21t
)
MR cos(ω0t

′)ei(ω31+
∆S
2

)t′
∞∑

n=−∞

Jn(x1)e
i2ω0t′dt′

= i
MRΩR

4ω21

∞∑

m=−∞

Jm(x1)e
−i(ω31+2mω0+

∆S
2

)t
∞∑

n=−∞

Jn(x1)

·
∫ t

0




ei(ω31+2(

n→n−1︷ ︸︸ ︷
n + 1)ω0+

∆S
2

)t′ + ei(ω31+2nω0+
∆S
2

)t′ − 2ei(−ω23+(2n+1)ω0+
∆S
2

)t′

+ ei(ω31+2nω0+
∆S
2

)t′ + ei(ω31+2(

n→n+1︷ ︸︸ ︷
n− 1)ω0+

∆S
2

)t′ − 2ei(−ω23+(

n→n+1︷ ︸︸ ︷
2n− 1)ω0+

∆S
2

)t′



 .(3.22)W dalszej 
z�±
i dokonujemy wskazanego przesuni�
ia indeksów, uzyskuj¡
 rozwi¡zaniew zwartej posta
i

ρ(t) =
MRΩR

4ω21

∞∑

m=−∞

∞∑

n=−∞

Jm(x1)
{
ǫne

i2(n−m)ω0t + ζne
i(−ω21+(2(n−m)+1)ω0)t17



−(ǫn + ζn)e
−i(ω31+2mω0+

∆s
2
)t
}

, (3.23)gdzie
ǫn =

Jn−1(x1) + 2Jn(x1) + Jn+1(x1)

ω31 + 2nω0 +
∆S

2

, (3.24a)
ζn = −2

Jn(x1) + Jn+1(x1)

−ω23 + (2n+ 1)ω0 +
∆S

2

. (3.24b)Podkre±lmy w tym miejs
u, »e wspóª
zynniki αn, γn, ǫn oraz ζn maj¡ 
harakterrezonansowy, zwi¡zany ze zmierzaniem i
h mianowników do bardzo maªy
h warto±
i wokre±lony
h sytua
ja
h (ω21 = ±(2n + 1)ω0, ω31 = −2nω0, ω23 = (2n + 1)ω0). W ty
hsytua
ja
h sumy po indeksie n w równania
h (3.20) na r1 i (3.23) na ρ mog¡ zosta¢zredukowane do wiod¡
ego wyrazu rezonansowego.3.2.4 Zna
zenie obwiedni impulsuPrzypomnijmy, »e wykonane obli
zenia s¡ ob
i¡»one wyborem prostok¡tnej ob-wiedni impulsu (f(t) = 1), wygodnej matematy
znie, ale nie�zy
znej. W dalszej 
z�±
iprzedstawimy przybli»one obli
zenia anality
zne zmienny
h ilorazowy
h r oraz ρ dlarealnego nieprostok¡tnego, gªadkiego impulsu f(t). Poniewa» 
zas trwania impulsu jestz zaªo»enia zna
znie dªu»szy od okresu os
yla
ji pola elektry
znego wi¡zki lasera, za-tem funk
j� ksztaªtu obwiedni f(t) mo»emy uzna¢ za wolnozmienn¡ w stosunku do ty
hos
yla
ji, tzn. »e w 
zasie rz�du okresu os
yla
ji f(t) zmienia si� bardzo niewiele.Wykorzystuj¡
 ten fakt, postaramy si� obli
zy¢ 
aªk� w wyra»eniu (3.8) na ogóln¡posta¢ rozwi¡zania zerowego rz�du r0:
r0(t) = ie−iω21t

∫ t

0

Ω(t′)eiω21t′dt′

= ie−iω21t
ΩR

2

∫ t

0

f(t′)
(
ei(ω21+ω0)t′ + ei(ω21−ω0)t′

)
dt′ . (3.25)Wykonuj¡
 
aªkowanie przez 
z�±
i i pami�taj¡
, »e f(t = 0) = 0, otrzymujemy:∫ t

0

f(t′)ei(ω21±ω0)t′ = f(t)
ei(ω21±ω0)t

i(ω21 ± ω0)
−
∫ t

0

f ′(t′)
ei(ω21±ω0)t′

i(ω21 ± ω0)
dt′ . (3.26)Ch
¡
 uzyska¢ wynik bli»szy rze
zywistemu, przeanalizujmy dokªadniej drugi wyraz.Poniewa» funk
ja f ′(t) jest równie» wolnozmienna, wykonujemy ponownie 
aªkowanieprzez 
z�±
i i odrzu
amy maª¡ 
aªk� zawieraj¡
¡ drug¡ po
hodn¡ funk
ji ksztaªtu im-18



pulsu. W wyniku tej przybli»onej pro
edury 
aªkowania otrzymujemy:∫ t

0

f(t′)ei(ω21±ω0)t′ ≃ 1

i(ω21 ± ω0)

[(
f(t)− f ′(t)

i(ω21 ± ω0)

)
ei(ω21±ω0)t +

f ′(0)

i(ω21 ± ω0)

]
.(3.27)Z tak osza
owanymi 
aªkami, rozwi¡zanie na r0 dla gªadkiej obwiedni przybli»amy for-muª¡

r0(t) =
ΩR

2

[
f(t)

(
eiω0t

∆+
+

e−iω0t

∆

)
− if ′(0)

(
1

(∆+)2
+

1

∆2

)
e−iω21t

]
, (3.28)która w grani
y niski
h 
z�sto±
i prze
hodzi w wyra»enie:

r0(t)
ω21≫ω0≃ ΩR

ω21

(
f(t) cos(ω0t)− i

f ′(0)

ω21
e−iω21t

)
. (3.29)Porównuj¡
 ze wzorem (3.14) dla impulsu prostok¡tnego, zauwa»amy dwie ró»ni
e:obe
no±¢ funk
ji f(t) przed cos(ω0t) i obe
no±¢ 
zynnika if

′(0)
ω21

przed e−iω21t. Wobe
wolnozmienno±
i f(t) 
zynnik f ′(0)
ω21

jest du»o mniejszy od 1 i, w zwi¡zku z tym, spodzie-wamy si� zmniejszenia efektów zwi¡zany
h z obe
no±
i¡ 
zªonu propor
jonalnego do
e−iω21t w r0, gdy prze
hodzimy od impulsu prostok¡tnego (nie�zy
znego) do gªadkiego(�zy
znego).Sªuszno±¢ przybli»enia (3.29) przetestujemy przeprowadzaj¡
 dokªadn¡ analiz� dlaprzypadku prostej, z anality
znego punktu widzenia, obwiedni

f(t) = sin

(
π

tp
t

)
= sin

( π

NT
t
)

= sin (∆lt) , (3.30)gdzie 0 ≤ t ≤ tp oraz
∆l =

π

NT
=

ω0

2N
. (3.31)Tutaj N ozna
za ilo±¢ 
ykli w impulsie o dªugo±
i tp, natomiast T - okres drga« polaelektry
znego. Podstawiaj¡
 obwiedni� (3.30) do ogólnego rozwi¡zania (3.8) dla r0otrzymujemy

r0(t) =
ΩR

4
e−iω21t

1

i

[
ei(ω21+ω0+∆l)t − 1

ω21 + ω0 +∆l

− ei(ω21−ω0−∆l)t − 1

ω21 − ω0 −∆l

− ei(ω21+ω0−∆l)t − 1

ω21 + ω0 −∆l

+
ei(ω21−ω0+∆l)t − 1

ω21 − ω0 +∆l

]

=
ΩR

4i

[
ei(ω0+∆l)t

ω21 + (ω0 +∆l)
− e−i(ω0+∆l)t

ω21 − (ω0 +∆l)
− ei(ω0−∆l)t

ω21 + (ω0 −∆l)
+

e−i(ω0−∆l)t

ω21 − (ω0 −∆l)

+

(
2(ω0 +∆l)

ω2
21 − (ω0 +∆l)2

− 2(ω0 −∆l)

ω2
21 − (ω0 −∆l)2

)
e−iω21t

] (3.32)19



W grani
y niski
h 
z�sto±
i wyra»enie to przyjmuje przybli»on¡ posta¢
r0(t)

ω21≫ω0≃ ΩR

4i

{
1

ω21

[(
ei(ω0+∆l)t − e−i(ω0+∆l)t

)
−
(
ei(ω0−∆l)t − e−i(ω0−∆l)t

)]
+ 4

∆l

ω2
21

e−iω21t

}

=
ΩR

ω21

[
sin(∆lt) cos(ω0t)− i

∆l

ω21
e−iω21t

]

=
ΩR

ω21

[
f(t) cos(ω0t)− i

∆l

ω21

e−iω21t

]
. (3.33)Poniewa» dla f(t) = sin(∆lt) za
hodzi ∆l = f ′(0), wi�
 ostatnie wyra»enie jest iden-ty
zne ze wzorem (3.29). Ta identy
zno±¢ wskazuje na dobr¡ jako±¢ 
i¡gu przybli»e«,które doprowadziªy do ogólnego wyra»enia (3.29), obowi¡zuj¡
ego dla dowolnej, gªad-kiej, wolnozmiennej funk
ji obwiedni impulsu f(t).Wobe
 tego, polegaj¡
 na przybli»eniu (3.29), obli
zamy A0 zde�niowane wzorem(3.11):

A0(t) =

∫ t

0

r0(t
′)Ω(t′)dt′

=
Ω2

R

2ω21

{∫ t

0

f 2(t′)dt′ +

∫ t

0

f 2(t′) cos(2ω0t
′)dt′

− 2i
f ′(0)

ω21

(∫ t

0

f(t′)e−i(ω21+ω0)t′dt′ +

∫ t

0

f(t′)e−i(ω21−ω0)t′dt′
)}

. (3.34)Zauwa»my, »e wyra»enie w drugiej linii jest zna
znie mniejsze ni» wkªad zapisany wpierwszej linii wzoru (3.34). W zwi¡zku z tym, po wykonaniu 
aªkowania przez 
z�±
ii pomini�
iu maªy
h wyrazów otrzymujemy:
A0(t) =

Ω2
R

2ω21

(∫ t

0

f 2(t′)dt′ + f 2(t)
sin(2ω0t)

2ω0

)
. (3.35)W porównaniu z formuª¡ (3.16) dla prostok¡tnej obwiedni, w powy»szym wyra»eniumamy f 2(t) w miejs
e w
ze±niejszy
h jedynek. Stosuj¡
 poprzednio wprowadzone ozna-
zenia (wzór (3.17)), mo»emy zapisa¢:

qA0(t) =
q

2
∆t + xqf

2(t) sin(2ω0t) , (3.36)gdzie ∆t = ∆S

∫ t

0
f 2(t′)dt′, ∆S =

Ω2
R

ω21
, xq = q ∆S

2ω0
i q = 1, 2.Nast�pnie, podstawiamy (3.36) oraz rozwi¡zanie zerowego rz�du (3.29)do ogólnegowyra»enia (3.9) na r1 i otrzymujemy

r1(t) = −i
Ω3

R

8ω2
21

∞∑

n=−∞
m=−∞

Jm

(
x2f

2(t′)
)
e−i[(ω21+2mω0)t+∆t]

∫ t

0

{
f 3(t′)

[
Jn−1

(
x2f

2(t′)
)
+ 3Jn

(
x2f

2(t′)
)

+3Jn+1

(
x2f

2(t′)
)
+ Jn+2

(
x2f

2(t′)
)]

ei[(ω21+(2n+1)ω0)t′+∆t′ ] (3.37)20



− 4

(
f ′(0)

ω21

)2

f(t′)
[
Jn

(
x2f

2(t′)
)
+ Jn+1

(
x2f

2(t′)
)]

ei[(−ω21+(2n+1)ω0)t′+∆t′ ]

− i4
f ′(0)

ω21
f 2(t′)

[
Jn−1

(
x2f

2(t′)
)
+ 2Jn

(
x2f

2(t′)
)
+ Jn+1

(
x2f

2(t′)
)]

ei[2nω0t′+∆t′ ]

}
dt′ .W wyra»eniu (3.37) s¡ obe
ne trzy rodzaje 
aªek:

I1 =

∫ t

0

f 3(t′)Jk(x2f
2(t′))ei([ω21+(2n+1)ω0]t′+∆t′)dt′ , (3.38)

I2 =

∫ t

0

f 2(t′)Jk(x2f
2(t′))ei(2nω0t′+∆t′)dt′ , (3.39)

I3 =

∫ t

0

f(t′)Jk(x2f
2(t′))ei([−ω21+(2n+1)ω0]t′+∆t′)dt′ , (3.40)gdzie zarówno f(t) oraz Jk (x2f

2(t)) s¡ wolnozmienne. Wykorzystuj¡
 fakt, »e argumentfunk
ji Bessela jest maªy (x2 ≪ 1) oraz post�puj¡
 analogi
znie jak w analizie równania(3.27), tj. wykonuj¡
 
aªkowanie przez 
z�±
i, a nast�pnie pozostawiaj¡
 tylko wyrazywiod¡
e oraz staªe, mamy
I1 ≃ f 3(t)Jk(x2f

2(t))
ei(αt+∆t)

i(α +∆Sf 2(t))
, (3.41)

I2 ≃





f 2(t)Jk(x2f
2(t)) ei(αt+∆t)

i(α+∆Sf2(t))
, je»eli k 6= 0

1
i∆S

(
J0(x2f

2(t)) exp
[
∆S

∫ t

0
f 2(τ)dτ

]
− 1
) , je»eli k = 0

, (3.42)
I3 ≃ f(t)Jk(x2f

2(t))
ei(αt+∆t)

i(α +∆Sf 2(t))
. (3.43)Na tej podstawie rozwi¡zaniu (3.37) dla r1 mo»emy nada¢ przybli»on¡ posta¢

r1(t) = − Ω3
R

8ω2
21

∞∑

m=−∞

Jm

(
x2f

2(t)
)
{

∞∑

n=−∞

αn(t)e
i(2(n−m)+1)ω0t

+
f ′(0)

ω21

∞∑

n=−∞

βn(t)e
i(−ω21+2(n−m)ω0)t (3.44)

+

(
f ′(0)

ω21

)2 ∞∑

n=−∞

γn(t)e
i(−2ω21+(2(n−m)+1)ω0)t − β0(0)

f ′(0)

ω21

e−i(ω21+2mω0)t−i∆t

}
,gdzie w analogii do (3.21) wprowadzone zostaªy wspóª
zynniki

αn(t) = f 3(t)
Jn−1(x2f

2(t)) + 3Jn(x2f
2(t)) + 3Jn+1(x2f

2(t)) + Jn+2(x2f
2(t))

ω21 + (2n+ 1)ω0 +∆Sf 2(t)
,(3.45a)

βn(t) = −4f 2(t)
Jn−1(x2f

2(t)) + 2Jn(x2f
2(t)) + Jn+1(x2f

2(t))

2nω0 +∆Sf 2(t)
, (3.45b)

γn(t) = −4f(t)
Jn(x2f

2(t)) + Jn+1(x2f
2(t))

−ω21 + (2n+ 1)ω0 +∆Sf 2(t)
, (3.45
)które s¡ teraz zale»ne od 
zasu poprzez funk
j� ksztaªtu impulsu.21



Obli
zanie zmiennej ilorazowej ρ przebiega analogi
znie. Ze wzorów (3.10) oraz(3.29) uzyskujemy:
ρ(t) = i

MRΩR

4ω21

∞∑

n=−∞
m=−∞

Jm

(
x1f

2(t)
)
e−i[(ω31+2mω0)t+

1
2
∆t

·
∫ t

0

{
f 2(t′)

[
Jn−1

(
x1f

2(t′)
)
+ 2Jn

(
x1f

2(t′)
)
+ Jn+1

(
x1f

2(t′)
)]

ei[(ω31+2nω0)t′+
1
2
∆t′

− i2
f ′(0)

ω21
f(t′)

[
Jn

(
x1f

2(t′)
)
+ Jn+1

(
x1f

2(t′)
)]

ei[(ω32+(2n+1)ω0)t′+
1
2
∆t′

}
dt′ . (3.46)Caªkowanie wykonujemy zgodnie z formuªami (3.41) oraz (3.43), otrzymuj¡


ρ(t) =
MRΩR

4ω21

∞∑

n=−∞
m=−∞

Jm

(
x1f

2(t)
){

ǫn(t)e
i2(n−m)ω0t + i

f ′(0)

ω21

ζn(t)e
i(−ω21+(2(n−m)+1)ω0)t

}
,(3.47)gdzie zale»ne od 
zasu wspóª
zynniki s¡ posta
i

ǫn(t) = f 2(t)
Jn−1 (x1f

2(t)) + 2Jn (x1f
2(t)) + Jn+1 (x1f

2(t))

ω31 + 2nω0 +
1
2
∆Sf 2(t)

, (3.48a)
ζn(t) = −2f(t)

Jn (x1f
2(t)) + Jn+1 (x1f

2(t))

ω32 + (2n+ 1)ω0 +
1
2
∆Sf 2(t)

. (3.48b)Podsumowuj¡
 t� 
z�±¢, mo»emy stwierdzi¢, »e przybli»one rozwi¡zania anality
znedla przypadków prostok¡tnej i gªadkiej obwiedni do±¢ zna
znie si� mi�dzy sob¡ ró»-ni¡. Doty
zy to zarówno przewidywa« ilo±
iowy
h (ró»ni
a w wielko±
i posz
zegól-ny
h skªadników rozwi¡zania) jak i jako±
iowy
h (rozwi¡zanie dla przypadku gªadkiejobwiedni nie przewiduje obe
no±
i skªadników o 
z�sto±
ia
h ω31 + (2n + 1)ω0 oraz
ω23 + 2nω0. Spodziewamy si� zatem, »e efekty obwiedni impulsu ujawni¡ si�, np., wwidmie ±wiatªa rozproszonego.3.2.5 �redni wyindukowany dipolW 
z�±
i 3.2.1 pokazali±my, jak ±redni dipol, okre±laj¡
y 
z�±¢ koherentn¡ widma±wiatªa rozproszonego, wyra»a si� przez zmienne ilorazowe r i ρ, mianowi
ie

d(t) = 2µ12
Re(r)

1 + |r|2 + |ρ|2 + 2µ23
Re(r∗ρ)

1 + |r|2 + |ρ|2 . (3.49)W interesuj¡
ym nas przypadku sªabej depopula
ji poziomu po
z¡tkowego 1, tj. kiedy
|r|2, |ρ|2 ≪ 1, mo»emy zaniedba¢ wyrazy kwadratowe w mianowniku (3.49) i zastosowa¢przybli»enie

d(t) ≃ 2µ12Re(r) + 2µ23Re(r
∗ρ) . (3.50)22



Widzimy wów
zas, »e pierwszy wyraz po prawej stronie mo»na rozpatrywa¢ jako wkªadod ukªadu efektywnie dwupoziomowego 1−2, natomiast drugi skªadnik stanowi mody�-ka
j� wynikaj¡
¡ z obe
no±
i trze
iego poziomu. Uwzgl�dniaj¡
 ponadto, »e r ≃ r0+r1,mo»emy w strukturze dipola (3.50) wyró»ni¢ trzy 
z�±
i
d(t) = d0(t) + d1(t)︸ ︷︷ ︸ukªad dwupoziomowy+ dρ(t)︸︷︷︸wkªad od poziomu 3 , (3.51)gdzie d0 = 2µ12Re(r0), d1 = 2µ12Re(r1) uwzgl�dnia w przybli»eniu nieliniowo±¢ równa-nia Ri

atiego na r0, za± dρ = 2µ23Re(r∗ρ) jest wkªadem od trze
iego poziomu.W dalszej 
z�±
i obli
zymy kolejne przy
zynki do ±redniego dipola w rozwa»any
hw
ze±niej przypadka
h: impulsu prostok¡tnego o os
yla
ji typu 
osinus oraz impulsuo gªadkiej obwiedni f(t) i tej samej os
yla
ji. Wykorzystuj¡
 wzory (3.14) oraz (3.29)znajdujemy wkªady zerowego rz�du do ±redniego indukowanego dipola. Dla impulsu oprostok¡tnej obwiedni (górny indeks p) poszukiwane wyra»enie ma posta¢:
dp0(t) = 2µ12

ΩR

ω21
(cos(ω0t)− cos(ω21t)) , (3.52)natomiast w przypadku gªadkiej obwiedni (górny indeks f) mamy

df0(t) = 2µ12
ΩR

ω21

(
f(t) cos(ω0t)−

f ′(0)

ω21
sin(ω21t)

)
. (3.53)Z otrzymany
h formuª wy
i¡gamy wniosek, »e gªadka obwiednia, w porównaniu doprostok¡tnej, redukuje wkªad os
yla
ji z 
z�sto±
i¡ przej±
ia mi�dzy poziomami 1 i 2.Reduk
ja ta jest zna
z¡
a, bo 
zynnik f ′(0)

ω21
jest maªy. Na przykªad, dla modelowejobwiedni f(t) = sin(∆lt), gdzie ∆l =

ω0

2N
(wzór (3.31)), wynosi on f ′(0)

ω21
= ∆l

ω21
= ω0

ω21
· 1
2N

,
o dla zakªadany
h dªugi
h impulsów (N ≫ 1) o niskiej 
z�sto±
i ( ω0

ω21
≪ 1) daje bardzomaª¡ warto±¢.Na podstawie wzoru (3.20) stwierdzamy dalej, »e 
z�±¢ dipola po
hodz¡
a od po-prawki r1 ma, dla prostok¡tnej obwiedni, posta¢:

dp1(t) = −µ12
Ω3

R

4ω2
21

∞∑

n=−∞
m=−∞

Jm(x2)
{
αn cos(2(n−m) + 1)ω0t

+ βn cos(ω21 − 2(n−m)ω0)t

+ γn cos(2ω21 − (2(n−m) + 1)ω0)t

− (αn + βn + γn) cos(ω21 + 2mω0 +∆S)t
}
. (3.54)

23



Natomiast w przypadku impulsu o gªadkiej obwiedni, formuªa (3.45) prowadzi do
df1(t) = −µ12

Ω3
R

4ω2
21

∞∑

m=−∞

Jm

(
x2f

2(t)
)
{

∞∑

n=−∞

αn(t) cos[(2(n−m) + 1)ω0t]

+
f ′(0)

ω21
βn(t) sin[(−ω21 + 2(n−m)ω0)t]

+
f ′(0)

ω21

β0(0) cos[(ω21 + 2mω0)t +∆t]

+

(
f ′(0)

ω21

)2

γn(t) cos[(−2ω21 + (2(n−m) + 1)ω0)t]

}
. (3.55)W 
elu znalezienia przy
zynku dρ(t) = 2µ23Re(r∗ρ) do dipola, niezb�dne jest bywpierw obli
zy¢ ilo
zyn r∗ρ. Poniewa» |r1| ≪ 2|r0|, zatem rozs¡dnym zaªo»eniem jestprzybli»enie r przez przy
zynek zerowego rz�du r0. St¡d, dla impulsu prostok¡tnegoznajdujemy

r∗ρ ≃ r∗0ρ =
MRΩ

2
R

8ω2
21

∞∑

n=−∞
m=−∞

{
(ǫnJm(x1) + ǫnJm−1(x1)− 2ζnJm(x1))e

i(2(n−m)1)ω0t

− 2ǫnJm(x1)e
i(ω21+2(n−m)ω0)t

+ ζn(Jm(x1) + Jm+1(x1))e
i(−ω21+2(n−m)ω0)t

− (ǫn + ζn)(Jm(x1) + Jm+1(x1))e
−i(ω31+(2m+1)ω0+

∆S
2

)t

+ 2(ǫn + ζn)Jm(x1)e
−i(ω32+2mω0+

∆S
2

)t
}
. (3.56)Cz�±¢ rze
zywista ostatniego wyra»enia daje poszukiwany wkªad do dipola, zwi¡zany zobe
no±
i¡ trze
iego poziomu:

dpρ(t) = µ23
MRΩ

2
R

4ω2
21

∞∑

n=−∞
m=−∞

{
Pmn cos(2(n−m) + 1)ω0t

+ Rmn cos(ω21 + 2(n−m)ω0)t+Qmn cos(−ω21 + 2(n−m)ω0)t

+ Smn cos(ω31 + (2m+ 1)ω0 +
∆S

2
)t

+ Tmn cos(ω32 + 2mω0 +
∆S

2
)t
}
, (3.57)gdzie

Pmn = ǫnJm(x1) + ǫnJm−1(x1)− 2ζnJm(x1) , (3.58a)
Rmn = −2ǫnJm(x1) , (3.58b)
Qmn = ζn(Jm(x1) + Jm+1(x1)) , (3.58
)
Smn = −(ǫn + ζn)(Jm(x1) + Jm+1(x1)) , (3.58d)
Tmn = 2(ǫn + ζn)Jm(x1) . (3.58e)24



Dla impulsu o gªadkiej obwiedni, podobne post�powanie jak wy»ej wiedzie do
dfρ = µ23

MRΩ
2
R

4ω2
21

∞∑

n=−∞
m=−∞

{Pmn(t) cos[(2(n−m) + 1)ω0t]

+ Rmn(t) sin[(ω21 + 2(n−m)ω0)t]

+ Qmn(t) sin[(−ω21 + 2(n−m)ω0)t]} , (3.59)gdzie zale»ne od 
zasu wspóª
zynniki s¡ posta
i:
Pmn(t) = f(t)ǫn(t)

(
Jm

(
x1f

2(t)
)
+ Jm+1

(
x1f

2(t)
))

+ 2ζn(t)Jm

(
x1f

2(t)
)(f ′(0)

ω21

)2

,(3.60a)
Rmn(t) = −2

f ′(0)

ω21
ǫn(t)Jm

(
x1f

2(t)
)
, (3.60b)

Qmn(t) = f(t)
f ′(0)

ω21
ζn(t)

(
Jm

(
x1f

2(t)
)
+ Jm+1

(
x1f

2(t)
))

. (3.60
)Na podstawie rozwi¡za« dla prostok¡tnej obwiedni mo»emy stwierdzi¢, »e dominu-j¡
ymi skªadnikami koherentnego widma promieniowania rozproszonego b�d¡ 
z�sto±
i
ω0 oraz ω21, a wi�
 
z�sto±¢ lasera oraz 
z�sto±¢ przej±
ia 1 → 2, gdzie ω21 ≫ ω0. Obokwymieniony
h 
z�sto±
i, w widmie spodziewamy si� równie» wy»szy
h nieparzysty
hharmoni
zny
h 
z�sto±
i lasera, a tak»e satelitów 
z�sto±
i przej±
ia ω21 przesuni�ty
h oparzyst¡ wielokrotno±¢ ω0, tzn. ω21±2mω0, dalej 
z�sto±
i przej±
ia w drugim ramieniuukªadu lambda, ω23, oraz satelitów tej 
z�sto±
i przesuni�ty
h o parzyst¡ wielokrotno±¢
ω0, a wi�
 ω23 ± 2mω0, i wresz
ie 
z�sto±
i przej±
ia wzbronionego ω31 przesuni�ty
h onieparzyst¡ wielokrotno±¢ ω0, 
zyli ω31 ± (2m + 1)ω0. Mo»liwe s¡ równie» sªabe sate-lity podwojonej 
z�sto±
i przej±
ia ω21 przesuni�te o nieparzyst¡ wielokrotno±¢ ω0, 
zyli
2ω21 ± (2m + 1)ω0. Te przewidywania mody�kuje efekt gªadkiej obwiedni. Uwzgl�d-nienie gªadkiej obwiedni w analizie 
zasowej amplitud r i ρ prowadzi do wniosku, »ew realisty
znej sytua
ji oddziaªywania ukªadu Λ z impulsem lasera o niskiej 
z�sto±
i,skªadowa widmowa o 
z�sto±
i ω21, jak równie» jej satelity, b�d¡ zna
z¡
o osªabione (o
zynnik rz�du f ′(0)

ω21
lub jego drug¡ pot�g�). W efek
ie, w rze
zywistym widmie powinnydominowa¢ 
z�sto±¢ ω0 oraz jej wy»sze harmoni
zne nieparzystego rz�du.3.2.6 Reprezentatywne widma koherentneW tej 
z�±
i, przewidywania wynikaj¡
e z poprzedni
h rozwa»a« anality
zny
h zo-stan¡ porównane z wynikami symula
ji numery
zny
h. W tym 
elu, wykorzystuj¡
 pro-25



gram Mathemati
a, rozwi¡zano numery
znie wyj±
iowy ukªad równa« na amplitudy bi1(2.8) lub zmienne ilorazowe r, ρ (3.3). Numery
zna pro
edura wykorzystywaªa wbudo-wany algorytm rozwi¡zywania równa« ró»ni
zkowy
h metod¡ Runge-Kutta 
zwartegorz�du. Z otrzymany
h rozwi¡za« obli
zono 
zasow¡ zale»no±¢ indukowanego dipolazgodnie ze wzorem (3.1). Nast�pnie wykorzystano pro
edur� numery
znego obli
za-nia transformaty Fouriera z wyra»enia na indukowany dipol, by ostate
znie uzyska¢koherentn¡ 
z�±¢ widma promieniowania rozproszonego (SC(ω)).Do symula
ji numery
zny
h wybrano takie parametry nat�»eniowe i 
z�sto±
iowedostate
znie dªugiego (wielo
yklowego) impulsu lasera, aby speªnione byªy warunkistosowalno±
i przybli»e« niskiej 
z�sto±
i i sªabej depopula
ji stanu po
z¡tkowego. Wa-runki stosowalno±
i ty
h przybli»e« to
ω0 ≪ ω21 , ω23 , (3.61a)

|ΩR| ≪ ω21 , (3.61b)
|MR| ≪ ω23 . (3.61
)Sporz¡dzaj¡
 stosowne wykresy widm, przyj�to nast�puj¡
e parametry nat�»eniowo-
z�sto±
iowe

ω21/ω0 = 13 , (3.62a)
ΩR/ω0 =

µ12E0

h̄ω0

= 0.5 , (3.62b)
MR/ω0 =

µ23E0

h̄ω0

= 0.3 . (3.62
)Analiz� numery
zn¡ rozpo
zniemy od pokazania jak wzboga
a si� widmo koherentnepromieniowania rozproszonego, gdy ukªad dwupoziomowy zostanie uzupeªniony przeztrze
i poziom. Na Rysunku 3.2 a przedstawili±my widmo koherentne z ukªadu dwupo-ziomowego na±wietlanego impulsem prostok¡tnym. Czerwona linia reprezentuje widmootrzymane z wyra»e« anality
zny
h (3.52) i (3.54), które s¡ analogi
zne z uzyskanymiprzez Plu
i«sk¡ [30℄. Lini¡ przerywan¡ ozna
zono widmo otrzymane z numery
znegorozwi¡zania równania Ri

atiego dla dwupoziomow
a:
iṙ = (r2 − 1)Ω(t) + ω21r . (3.63)Ponadto, w 
z�±
ia
h b i 
 Rysunku 3.2 przedstawiono widma generowane przez ukªadtrójpoziomowy w kon�gura
ji Λ w przypadka
h, gdy ω31/ω0 = 3 oraz ω31/ω0 = 2,odpowiednio. Równie» w ty
h przypadka
h kolorem 
zerwonym ozna
zono widma ana-26



lity
zne, wynikaj¡
e ze wzorów (3.52), (3.54) i (3.57), za± lini¡ przerywan¡ widma ob-li
zone w wyniku numery
znego 
aªkowania ukªadu równa« (3.3) na zmienne ilorazowe
r i ρ. Analiza Rysunku 3.2 pozwala stwierdzi¢, »e w widmie ukªadu trójpoziomowego,
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(
)Rysunek 3.2: Skalowane widma koherentne, SC(ω)/ω
4, otrzymane dla 30-
yklowego impulsulaserowego o prostok¡tnej obwiedni: (a) Ukªad dwupoziomowy z ω21/ω0 = 13 oraz ΩR/ω0 =

0,5. (b) Ukªad trójpoziomowy w kon�gura
ji lambda z takimi samymi warto±
iami ω21 i ΩRjak dla ukªadu dwupoziomowego oraz, dodatkowo, ω23/ω0 = 10, ω31/ω0 = 3 i MR/ω0 = 0,3.(
) Jak (b), ale z ω23/ω0 = 11 i ω31/ω0 = 2. Czerwona linia - widmo anality
zne, liniaprzerywana - widmo numery
zne.w porównaniu do ukªadu skªadaj¡
ego si� tylko z dwó
h poziomów, obserwujemy trzydodatkowe skªadniki spektralne o 
z�sto±
ia
h ω31 ± ω0 oraz ω23. Ponadto, w wid-mie ukªadu trójpoziomowego zde
ydowanie wyra¹niej zazna
zona jest obe
no±¢ trze
iejharmoni
znej 
z�sto±
i pola laserowego. Opró
z zgodno±
i jako±
iowej (ilo±¢, lokaliza-
ja i wzgl�dna wysoko±¢ linii w widmie) otrzymali±my dobr¡ zgodno±¢ ilo±
iow¡ widmanality
zny
h z numery
znymi. Ró»ni
a ilo±
iowa doty
zy gªównie wysoko±
i tªa wid-27



mowego, przy 
zym na Rysunku 3.2 
 jest ona zna
znie wi�ksza, ni» w 
z�±
i b tegorysunku.
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(b)Rysunek 3.3: Czasowa ewolu
ja warto±
i bezwzgl�dny
h zmienny
h ilorazowy
h r i ρ dla przy-padku dwufotonowego rezonansu pomi�dzy stanami 1 i 3 otrzymana w wyniku numery
znego
aªkowania ukªadu równa« (3.3). Pozostaªe parametry jak na Rysunku 3.2 
.Aby wskaza¢ przy
zyn� tej ró»ni
y, wido
znej na Rysunku 3.2 
, sporz¡dzili±my Ry-sunek 3.3 przedstawiaj¡
y 
zasowe przebiegi zmienny
h ilorazowy
h, tj. r(t) oraz ρ(t).Na Rysunku 3.3 wida¢, »e dla parametrów, dla który
h wykonano Rysunek 3.2 
, niejest dobrze speªnione zaªo»enie o maªo±
i zmienny
h ilorazowy
h, zwªasz
za zmiennej
ρ(t). Dostrzegamy wyra¹ne przepompowywanie obsadzenia do stanu 3 w warunka
hrezonansu dwufotonowego mi�dzy poziomami 1 i 3. Korzystaj¡
 ze wzoru (3.2
) ilo±¢obsadzenia przepompowanego do stanu 3 po 100 
ykla
h opty
zny
h sza
ujemy na okoªo
0.4. Dokªadniejsza teoria, uwzgl�dniaj¡
a tak zna
zne przepompowania, przedstawionab�dzie w rozdziale 4. W tym miejs
u zazna
zmy jedynie, »e mimo ªamania warunkówstosowalno±
i - opra
owany w rozdziale 3 formalizm anality
zny zupeªnie nie¹le opisujegªówne skªadowe widma numery
znego na Rysunku 3.2 
.Rysunek 3.2 
 oraz analiza wyra»e« opisuj¡
y
h 
z�±¢ koherentn¡ widma (wzory(3.24), (3.57) oraz (3.58)) pozwalaj¡ stwierdzi¢, »e w sytua
ji rezonansu parzystofoto-nowego na przej±
iu 1 → 3 (ω31 + 2nω0 ≃ 0) powinno si� obserwowa¢ wzmo
nieniepewny
h skªadników spektralny
h. Jest to efekt ±
i±le zwi¡zany z rezonansowym 
ha-rakterem wspóª
zynników ǫn i ζn (wzory (3.24)) okre±laj¡
y
h przy
zynek dρ(t) do in-dukowanego dipola (wzory (3.57) i (3.58)). W dalszej 
z�±
i, jako sz
zególnym przypad-kiem, zajmiemy si� rezonansem dwufotonowym mi�dzy poziomami 1 i 3. Uwzgl�dniaj¡
28



fakt, »e argumenty funk
ji Bessela s¡ maªe dla wybrany
h parametrów nat�»eniowy
h(wzory (3.62)) oraz wprowadzaj¡
 odstrojenie od dokªadnego rezonansu dwufotonowego
δ0 = ω31 − 2ω0, pozostawiamy w wyra»eniu (3.57) na dpρ jedynie wyrazy dominuj¡
e.Ta dominuj¡
a 
z�±¢ dρ dana jest wtedy wyra»eniem:

dpρ(t) ≃ µ23

4

MRΩ
2
R

ω2
21

1

δ0 +
∆S

2

[
cos (ω0t)− cos

(
ω0 + δ0 +

∆S

2

)
t

+ cos(3ω0t)− cos

(
3ω0 + δ0 +

∆S

2

)
t

+ 2 cos

(
ω21 − 2ω0 − δ0 −

∆S

2

)
t− 2 cos (ω21 − 2ω0) t

]
. (3.64)Kiedy dwufotonowe odstrojenie δ0 → 0, wów
zas 
zynnik przed nawiasem ro±nie, asamo wyra»enie (3.64) staje si� porównywalnej wielko±
i z d1. Zatem dla δ0 → 0, do-datek trze
iego poziomu do dwupoziomow
a ma istotny wpªyw na ksztaªt widma. Je±lidodatkowo wybierzemy δ0 → −∆S

2
, wtedy uzyskamy dokªadny rezonans dwufotonowymi�dzy dolnymi poziomami ukªadu Λ. Wzór (3.64)przewiduje silne wzmo
nienie trze-
iej harmoni
znej oraz skªadowej ω21 − 2ω0 w warunka
h dwufotonowego rezonansu

1 → 3. Jest to zgodne z Rysunkiem 3.2 
, je±li go porówna¢ z Rysunkiem 3.2 b.Ze struktury wzorów na d1(t) oraz dρ(t) (wzory (3.54) i (3.57)) wynika, »e niektóreskªadowe w widmie maj¡ podwójne ¹ródªo, mianowi
ie po
hodz¡ zarówno od 
z�±
inierezonansowej dipola d1(t) jak i jego 
z�±
i rezonansowej dρ(t). Dla zilustrowaniatego zajmiemy si�, np., 
zterofotonowym rezonansem pomi�dzy stanami 1 i 3. Rysu-nek 3.4 a, odpowiadaj¡
y tej sytua
ji, pokazuje wzmo
nienie niektóry
h skªadowy
h(strzaªki), wynikaj¡
e z rezonansowej struktury dρ(t). Natomiast 
z�±
i b i 
 tego ry-sunku, sporz¡dzone dla pewny
h odstroje« od 
zterofotonowego rezonansu (±0.2ω0)wyra¹nie pokazuj¡ dwa udziaªy prowadz¡
e do wygenerowania piku trze
iej harmo-ni
znej. Na Rysunka
h 3.4 b i 3.4 
 pik w poªo»eniu 3ω0 wynika z nierezonansowegowyra»enia d1(t), natomiast wy»szy pik zlokalizowany w ω31−ω0 wynika z rezonansowego
harakteru dρ(t), w tym przypadku z m = −1 w (3.57) i n = −2 w (3.24 a).Na zako«
zenie analizy widm koherentny
h emitowany
h przez ukªady trójpozio-mowe typu Λ, zilustrujemy rol� jak¡ odgrywa obwiednia impulsu. Na Rysunka
h 3.5 oraz 3.6zamiesz
zono widma dla ty
h samy
h 
o w
ze±niej parametrów nat�»eniowo-
z�sto±
iowy
h(wzór (3.62)), ale nieprostok¡tny
h obwiedni opisywany
h funk
jami f(t) = sin2
(

πt
tp

)i f(t) = (
t
tp

)2
exp

[
1−

(
t
tp

)2], gdzie tp ozna
za dªugo±¢ impulsu. W odró»nieniu od29
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(
)Rysunek 3.4: Widma koherentne z trójpoziomowego ukªadu Λ dla 30-
yklowego impulsuprostok¡tnego: (a) ω31/ω0 = 4, ω21/ω0 = 13, ΩR/ω0 = 0,5 oraz MR/ω0 = 0,3. Strzaªkiwskazuj¡ rezonansowo wzmo
nione skªadniki ω31 ± ω0 oraz ω23. (b) i (
) jak (a) ale dlapewny
h odstroje« od 
zterofotonowego rezonansu pomi�dzy stanami 1 i 3 (ω31/ω0 = 4.2 w(b) oraz ω31/ω0 = 3.8 w (
)). Strzaªki wskazuj¡ udziaªy skªadaj¡
e si� na trze
i¡ harmoni
zn¡.Linia 
zerwona - rozwi¡zanie anality
zne, linia przerywana - rozwi¡zanie numery
zne.
z�±
i a, 
z�±¢ b obu rysunków doty
zy przypadku rezonansu dwufotonowego mi�dzypoziomami 1 i 3. Porównuj¡
 te rysunki z Rysunkiem 3.2, zauwa»amy »e w stosunku dowidm wyzna
zony
h dla impulsu o prostok¡tnej obwiedni, skªadniki spektralne o 
z�-sto±
ia
h ω31±ω0 oraz ω23 s¡ teraz 
aªkowi
ie nieobe
ne, natomiast linie w poªo»enia
h
ω21 oraz ω21 ± 2ω0 s¡ zna
z¡
o zredukowane. Jest to zgodne z naszymi przewidy-waniami anality
znymi w 
z�±
i 3.2.5. Widma przedstawione na Rysunku 3.5 a orazRysunku 3.6 a s¡ stosunkowo ubogie w porównaniu z widmami wyzna
zonymi dla im-pulsu prostok¡tnego. Zawieraj¡ one 
z�sto±¢ podstawow¡, trze
i¡ oraz sªabo zazna
zon¡pi¡t¡ harmoni
zn¡, a tak»e osªabione linie na 
z�sto±
i przej±
ia ω21 oraz 
z�sto±
ia
h30
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(b)Rysunek 3.5: Otrzymane numery
znie skalowane widma koherentne, SC(ω)/ω
4, dla 30-
yklowego impulsu laserowego o gªadkiej symetry
znej obwiedni opisanej funk
j¡ f(t) =

sin2
(
πt
tp

), gdzie tp ozna
za 
zas trwania impulsu. (a) Parametry jak w (3.62) a ponadto
ω23/ω0 = 10, ω31/ω0 = 3. (b) Jak (a), ale z ω23/ω0 = 11 i ω31/ω0 = 2 (dwufotonowy rezonans
1 → 3).satelitarny
h ω21±2ω0. Dla porównania, widma zawarte w 
z�±
ia
h b Rysunku 3.5 orazRysunku 3.6 maj¡ jako±
iowo tak¡ sam¡ struktur� jak te w 
z�±
i a, natomiast skªadnikio 
z�sto±
ia
h 3ω0, 5ω0 oraz ω21 − 2ω0 s¡ zna
znie wyra¹niej obe
ne. Wzmo
nienie tojest skutkiem opisanego w
ze±niej rezonansu dwufotonowego mi�dzy poziomami 1 i 3w ukªadzie Λ (wzór (3.64)).
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(b)Rysunek 3.6: Skalowane widma koherentne, SC(ω)/ω
4, otrzymane dla 30-
yklowego impulsulaserowego o gªadkiej niesymetry
znej obwiedni opisanej funk
j¡ f(t) = ( t

tp
)2 exp

[
1− ( t

tp
)2
],gdzie tp ozna
za 
zas trwania impulsu. (a) Parametry jak w (3.62) a ponadto ω23/ω0 = 10,

ω31/ω0 = 3. (b) Jak (a), ale z ω23/ω0 = 11 i ω31/ω0 = 2 (dwufotonowy rezonans 1 → 3).31



3.3 Peªne widmo rozpraszaniaW 
z�±
i 3.2 wyzna
zyli±my 
z�±¢ koherentn¡ widma ±wiatªa rozproszonego przezukªad trójpoziomowy. Z de�ni
ji (2.15) peªnego widma promieniowania rozproszonegowynika jednak, »e skªada si� ono nie tylko z wkªadu po
hodz¡
ego od ±redniego dipola(
z�±¢ koherentna) le
z równie» z przy
zynku od kwantowy
h �uktua
ji dipola (
z�±¢niekoherentna). W niniejszej 
z�±
i 
h
emy wyzna
zy¢ peªne widmo promieniowaniarozproszonego, do 
zego niezb�dne b�dzie wyzna
zenie 
z�±
i niekoherentej. Poka»emy,»e wkªad niekoherentny do peªnego widma jest istotny.Przypomnijmy, »e w 
z�±
i 3.2.1 problem rozwi¡zywania ukªadu trze
h równa« naamplitudy prawdopodobie«stwa bij sprowadzili±my do problemu dwó
h sprz�»ony
hrówna« na zmienne ilorazowe r = b21/b11 oraz ρ = b31/b11, zde�niowane tak, »e w i
hmianownika
h �guruje amplituda stanu, z którego ukªad rozpo
zynaª ewolu
j�. Zgod-nie z (3.1) zmienne r i ρ w peªni okre±laªy widmo koherentne. Aby jednak ze wzoru(2.15) wyzna
zy¢ wkªady niekoherentne do widma (j = 2 i 3), konie
zna jest znajomo±¢amplitud bkj (k =1, 2, 3) znaleziony
h przy warunku po
z¡tkowym wskazanym przezindeks j.Dla j =1, z de�ni
ji r i ρ, a tak»e równania (2.8a) otrzymujemy
b11(t) = eiA(t), (3.65)gdzie

A(t) =

∫ t

0

r(t
′

)Ω(t
′

)dt
′

. (3.66)Z kolei równanie (2.8b) prowadzi do
b21(t) = ie−iω21t

∫ t

0

[
Ω(t

′

) +M(t
′

)ρ(t
′

)
]
b11(t

′

)eiω21t
′

dt
′

, (3.67)a z równania (2.8
) mamy
b31(t) = ie−iω31t

∫ t

0

M(t
′

)b21(t
′

)eiω31t
′

dt
′

. (3.68)W warunka
h zakªadanej sªabej depopula
ji stanu po
z¡tkowego (j =1) mo»na zigno-rowa¢ 
zªon M(t)ρ(t) w równaniu (3.67) na b21 oraz zast¡pi¢ r(t) przez r0(t) w de�ni
ji
A(t), tzn. dokona¢ zamiany A(t) → A0(t). Korzystamy dalej z wyprowadzony
h w
ze-±niej dla impulsu prostok¡tnego wyra»e« na r0 i A0 w grani
y niski
h 
z�sto±
i (wzory(3.14) i (3.16)). W ten sposób znajdujemy przybli»one amplitudy przy warunku po-32




z¡tkowym okre±lonym przez j =1:
b11(t) = ei

∆S
2

t

∞∑

n=−∞

Jn(x1)e
i2nω0t , (3.69)

b21(t) =
ΩR

2

∞∑

n=−∞

αn

(
e
i
(

(2n+1)ω0+
∆S
2

)

t − e−iω21t

)
, (3.70)

b31(t) =
MRΩR

4
e−iω31t

∞∑

n=−∞

{
(αn−1 + αn)βn

[
e
i
(

ω31+2nω0+
∆S
2

)

t − 1

]

+ αn

[
γ+
(
e−i(ω23+ω0)t − 1

)
+ γ−

(
e−i(ω23−ω0)t − 1

)]}
, (3.71)gdzie αn i βn zostaªy zde�niowane w (3.21), a ponadto

γ± =
1

ω23 ± ω0
. (3.72)Przy warunku po
z¡tkowym zadanym przez j =3 de�niujemy inne zmienne ilora-zowe, mianowi
ie x = b23/b33 i y = b13/b33, dla który
h znajdujemy ukªad równa«

iẋ = (x2 − 1)M(t) + ω23x− Ω(t)y , (3.73a)
iẏ = [−ω31 +M(t)x] y − Ω(t)x . (3.73b)Jest on strukturalnie taki sam jak ukªad (3.3) dla zmienny
h r oraz ρ. Rozwi¡zywanyw ten sam sposób, ukªad (3.73) prowadzi do amplitud

b33(t) = e
−i

(

ω31−
∆′

S
2

)

t
∞∑

n=−∞

Jn(x
′
1)e

i2nω0t , (3.74)
b23(t) =

MR

2

∞∑

n=−∞

αn

(
e
i

(

−ω31+(2n+1)ω0+
∆′

S
2

)

t − e−iω21t

)
, (3.75)

b13(t) =
MRΩR

4

∞∑

n=−∞

{
(αn−1 + αn)βn

(
e
i

(

−ω31+2nω0+
∆′

S
2

)

t − 1

)

+ αn

[
γ+

(
e−i(ω21+ω0)t − 1

)
+ γ−

(
e−i(ω21−ω0)t − 1

)]}
, (3.76)gdzie

αn =
Jn(x

′
1) + Jn+1(x

′
1)

ω23 + (2n+ 1)ω0 +
∆′

S

2

, (3.77)
βn =

1

−ω31 + 2nω0 +
∆′

S

2

(3.78)
γ± =

1

ω21 ± ω0

. (3.79)oraz x′
1 =

M2
R

4ω0ω23
i ∆′

S =
M2

R

ω23
. 33



Do rozwi¡zania pozostaje problem wyzna
zenia ewolu
ji przy zaªo»eniu, »e 
aªepo
z¡tkowe obsadzenie zlokalizowane byªo w stanie drugim ukªadu (j =2). Dla tegoprzypadku ilorazy amplitud de�niujemy jako u = b12/b22 oraz v = b32/b22. Ewolu
j�ty
h zmienny
h opisuj¡ równania ró»ni
zkowe wynikaj¡
e z ukªadu (2.8):
iu̇ = (u2 − 1)Ω(t) + [−ω21 +M(t)v]u , (3.80a)
iv̇ = (v2 − 1)M(t) + [ω32 + Ω(t)u]v . (3.80b)W j�zyku zmienny
h u oraz v, amplitudy obsadze« wyzna
zone z (2.8) maj¡ formaln¡posta¢
b22(t) = e−i(ω21t−C(t)−D(t)) (3.81a)
b12(t) = i

∫ t

0

Ω(t′)b22(t
′)dt′ (3.81b)

b32(t) = ie−iω31t

∫ t

0

M(t′)b22(t
′)eiω31t′dt′ , (3.81
)gdzie

C(t) =

∫ t

0

u(t′)Ω(t′)dt′ , (3.82a)
D(t) =

∫ t

0

v(t′)M(t′)dt′ . (3.82b)W powy»szym przypadku anality
zne posta
i amplitud s¡ nast�puj¡
e
b22(t) = e−i(ω21+∆)t

∞∑

n=−∞

Jn(x)e
−i2nω0t , (3.83)

b12(t) =
ΩR

2

∞∑

n=−∞

α′
n

(
e−i(ω21+(2n+1)ω0+∆)t − 1

)
, (3.84)

b32(t) = −MR

2

∞∑

n=−∞

β ′
n

(
e−i(ω21+(2n+1)ω0+∆)t − e−iω31t

)
, (3.85)gdzie

α′
n =

Jn(x) + Jn+1(x)

ω21 + (2n+ 1)ω0 +∆
, (3.86)

β ′
n =

Jn(x) + Jn+1(x)

ω23 + (2n+ 1)ω0 +∆
. (3.87)a ponadto ∆ = 1

2
(∆S +∆′

S) oraz x = x1 + x′
1.Z wykorzystaniem powy»szy
h anality
zny
h amplitud, obowi¡zuj¡
y
h dla impulsuprostok¡tnego, oraz wzorów (2.15) i (2.16), przedstawili±my na Rysunku 3.7 peªnewidmo promieniowania rozproszonego przez analizowany ukªad trójpoziomowy (PA).Wykorzystano w tym 
elu te same parametry 
o na Rysunku 3.2 w 
z�±
ia
h b i 
. Dla34



lepszego rozró»nienia, peªne widmo anality
zne (PA) zazna
zono kolorem zielonym,za± lini¡ przerywan¡ ozna
zono peªne widmo numery
zne (PN) obli
zone na podstawienumery
znego rozwi¡zania ukªadu równa« (2.8) z ró»nymi warunkami po
z¡tkowymi.Dla porównania, na tym samym wykresie umiesz
zono ozna
zon¡ na 
zerwono, a wy-zna
zon¡ numery
znie, 
z�±¢ koherentn¡ widma (K). Rysunek 3.7 pokazuje, »e peªnewidma uzyskane z anality
znej teorii pozostaj¡ w doskonaªej zgodno±
i z wynikami sy-mula
ji numery
zny
h. Jedno
ze±nie porównanie peªny
h widm z i
h 
z�±
i¡ koherentn¡wskazuj¡ na istotne mody�ka
je, jakie do struktury widma wprowadzaj¡ skªadniki nie-koherentne. W wyniku i
h obe
no±
i zna
znie wzrosªo tªo, które teraz maskuje wielesz
zegóªów widma koherentnego.
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(b)Rysunek 3.7: Skalowane peªne widma rozpraszania przez ukªadu trójpoziomowy w kon�gu-ra
ji Λ dla 30-
yklowego impulsu prostok¡tnego; (a) ω31/ω0 = 3; (b) ω31/ω0 = 2. Pozostaªeparametry to: ω21/ω0 = 13, ΩR/ω0 = 0,5 oraz MR/ω0 = 0,3. Strzaªki wskazuj¡ odpowiednio:(PA) linia koloru zielonego - peªne widmo wyzna
zone anality
znie, (PN) linia przerywana -peªne widmo wyzna
zone numery
znie, (K) linia koloru 
zerwonego - wyzna
zona numery
znie
z�±¢ koherentna widma .
3.4 Jako±¢ formalizmu anality
znegoPrzedstawione wyniki pokazuj¡, »e opra
owany formalizm anality
zny daje wiary-godne przewidywania. Wyniki eksperymentów numery
zny
h potwierdzaj¡, »e w zakre-sie swojej stosowalno±
i formalizm ten byª w stanie dokªadnie opisa¢ widmo promienio-wania rozproszonego. Poniewa» struktura widma wynika z 
zasowej zale»no±
i amplitud35
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(b)Rysunek 3.8: Porównanie anality
znego rozwi¡zania (linia koloru 
zerwonego) na zmienn¡
r z numery
znym rozwi¡zaniem ukªadu równa« (3.3) (linia przerywana) dla przypadku im-pulsu o prostok¡tnej obwiedni. (a) Wizualiza
ja dla 
aªego impulsu oraz (b) dla fragmentuobejmuj¡
ego jeden 
ykl pola laserowego.prawdopodobie«stw, to przypusz
zamy, »e formalizm ten potwierdzi swoj¡ wysok¡ ja-ko±¢ równie» w trak
ie badania ewolu
ji obsadze«. Wobe
 wzorów (3.2), ewolu
ja ta jest
aªkowi
ie opisywana zmiennymi ilorazowymi r i ρ. W zwi¡zku z tym na Rysunku 3.8oraz Rysunku 3.9 porównujemy anality
zne i numery
zne ewolu
je zmienny
h r oraz
ρ, w skala
h 
zasowy
h 
aªego impulsu i kilku okresów zmian pola, dla impulsu pro-stok¡tnego oraz o gªadkiej obwiedni. Poniewa» wybrano parametry dobrze speªniaj¡
ezaªo»enia sªabej depopula
ji (Ωr, MR ≪ ω21) i niski
h 
z�sto±
i (ω0 ≪ ω21), obserwujesi� na ty
h rysunka
h bardzo dobr¡ zgodno±¢ obu ewolu
ji. Jednak, jak pokazuje Ry-sunek 3.10, zªamanie np., przybli»enia niski
h 
z�sto±
i prowadzi do ilo±
iowy
h ró»ni
w ty
h ewolu
ja
h, 
ho
ia» jako±
iowo wygl¡daj¡ one podobnie. Równolegle z opu-blikowaniem naszego artykuªu [28℄, w którym przedstawili±my stosowany w rozdziale3 formalizm, inni Autorzy [31℄ za
z�li rozwija¢ podobne podej±
ie, ale dla ukªadówefektywnie dwupoziomowy
h.3.5 PodsumowanieW rozdziale 3 rozwa»ono oddziaªywanie ukªadów trójpoziomowy
h w kon�gura
ji
Λ z impulsem lasera o niskiej 
z�sto±
i (ω0 ≪ ω21) i umiarkowanym nat�»eniu gwaran-tuj¡
ym sªab¡ depopula
j� poziomu podstawowego. Dla tego przypadku opra
owano36
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(d)Rysunek 3.9: Porównanie anality
znej ewolu
ji zmienny
h r i ρ (linia koloru 
zerwonego) zewolu
j¡ otrzyman¡ w wyniku numery
znego rozwi¡zania ukªadu równa« (3.3) (linia przery-wana), dla przypadku impulsu o obwiedni f(t) = sin2
(
πt
tp

). (a) Wizualiza
ja |r| dla 
aªegoimpulsu oraz (b) dla fragmentu obejmuj¡
ego 
ztery 
ykle pola laserowego, (
) wizualiza
ja
|ρ| dla 
aªego impulsu oraz (d) dla fragmentu obejmuj¡
ego osiem 
ykli pola laserowego.perturba
yjny formalizm anality
zny oparty na dwó
h nieliniowy
h równania
h ró»-ni
zkowy
h na zmienne b�d¡
e ilorazami odpowiedni
h amplitud prawdopodobie«stw,z który
h jedno miaªo posta¢ zbli»on¡ do kwadratowo nieliniowego równania typu Ri

a-tiego. W rama
h tego formalizmu wyzna
zono ewolu
j� ty
h zmienny
h, a st¡d ewolu
j�amplitud prawdopodobie«stw dla ró»ny
h warunków po
z¡tkowy
h. Nast�pnie, wyzna-
zono widma, koherentne i peªne, promieniowania rozproszonego przez ukªad. Wyka-zano, »e widma wyzna
zone dla wygodnej z anality
znego punktu widzenia, 
ho¢ nie-�zy
znej prostok¡tnej obwiedni impulsu zawieraj¡ skªadowe b�d¡
e artefaktami. Udo-wodniono, »e w warunka
h sªabej depopula
ji poziomu podstawowego, widma z ukªadutrójpoziomowego s¡ bogatsze ni» z ukªadu dwupoziomowego. Wyja±niono anality
zniezªo»on¡ struktur� widma z ukªadu trójpoziomowego oraz przedyskutowano efekty w37
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(b)Rysunek 3.10: Porównanie anality
znej ewolu
ji |r| (krzywa koloru 
zerwonego) z ewolu
j¡otrzyman¡ w wyniku numery
znego rozwi¡zania ukªadu równa« (3.3) (krzywa przerywana),dla przypadku impulsu o gªadkiej obwiedni opisanej wzorem f(t) = sin2
(
πt
tp

), gdzie tp ozna
za
zas trwania impulsu. Rysunek pokazuje stopniowe zaªamywanie si� opra
owanego formalizmuanality
znego wraz z ªamaniem warunku niskiej 
z�sto±
i ω0 ≪ ω21. (a) ω21/ω0 = 5 oraz
ω23/ω0 = 2 (b) ω21/ω0 = 3 i ω23/ω0 = 1.5.widmie zwi¡zane z interferen
j¡ pro
esów nierezonansowy
h i rezonansowy
h. Podanowyja±nienie efektów wzmo
nienia niektóry
h linii spektralny
h w warunka
h dwufo-tonowego rezonansu mi�dzy dolnymi poziomami ukªadu Λ. Istotnym wynikiem tegorozdziaªu byªo równie» pokazanie ró»ni
 mi�dzy peªnym widmem rozpraszania a jego
z�±
i¡ koherentn¡. W sz
zególno±
i, zaprezentowano efekt maskowania pewny
h ele-mentów widma koherentnego przez wysokie tªo obe
ne w peªnym widmie rozpraszania±wiatªa.
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Rozdziaª 4
Trójpoziomowy ukªad Λ z siln¡depopula
j¡ stanu po
z¡tkowego

Rozwa»ania zawarte w obe
nym rozdziale doty
z¡ rezonansu parzystofotonowego isilny
h przepompowa« obsadzenia mi�dzy poziomami 1 i 3 w ukªadzie Λ pokazanymna Rysunku 3.1. Przypadek ten wymaga innego podej±
ia ni» przedstawione w
ze±niejw rozdziale 3. Zna
zna 
z�±¢ wyników niniejszego rozdziaªu zostaªa w
ze±niej opubli-kowana w [32℄.4.1 Nieperturba
yjny formalizm anality
zny4.1.1 Adiabaty
zna elimina
ja poziomu |2〉W prze
iwie«stwie do podej±
ia stosowanego w rozdziale 3, wykorzystuj¡
ego rów-nania dla ilorazów amplitud r = b2/b1 oraz ρ = b3/b1, oprzemy si� teraz na pierwotnymukªadzie równa« dla amplitud prawdopodobie«stw bj :
iḃ1 = −Ω(t)b2 , (4.1a)
iḃ2 = ω21b2 − Ω(t)b1 −M(t)b3 , (4.1b)
iḃ3 = ω31b3 −M(t)b2 , (4.1
)gdzie, dla przypomnienia, ωij ozna
za 
z�sto±¢ przej±
ia mi�dzy odpowiednimi pozio-mami, za± Ω(t) oraz M(t) to 
hwilowe 
z�sto±
i Rabiego dla sprz�»e« 1 ↔ 2 oraz 2 ↔ 3.To, 
o ró»ni obe
ne podej±
ie od poprzedniego, to porzu
enie zaªo»enia sªabej depopula-39




ji poziomu podstawowego. Ju» w poprzednim rozdziale 3 stwierdzono siln¡ depopula
j�poziomu podstawowego w przypadku dwufotonowego rezonansu mi�dzy poziomami 1 i3. Dokªadniejsza analiza numery
zna wskazuje nawet na mo»liwo±¢ osi¡gania 
aªkowi-tej inwersji obsadze« mi�dzy tymi poziomami w warunka
h rezonansu dwufotonowego.W ty
h warunka
h poziom najwy»szy w modelu Λ (|2〉) pozostaje w ka»dej 
hwili prak-ty
znie nieobsadzony, |b2| ≪ 1. Wykorzystamy ten numery
znie stwierdzony fakt, abywyeliminowa¢ b2 z ukªadu równa« (4.1).W tym 
elu dokonujemy najpierw formalnego 
aªkowanie równania (4.1b):
b2(t) = ie−iω21t

∫ t

0

(
Ω(t

′

)b1(t
′

) +M(t
′

)b3(t
′

)
)
eiω21t

′

dt
′

. (4.2)Zauwa»my, »e 
z�sto±
i Rabiego pod 
aªk¡, zmieniaj¡ si� wolno w stosunku do zmian
zynnika eiω21t, poniewa» ω21 ≫ ω0, z zaªo»enia. Ponadto, a priori, zakªadamy wolno-zmienno±¢ amplitud b1 oraz b3 w warunka
h dwufotonowego rezonansu 1 ↔ 3. Ostatniezaªo»enie jest niezb�dne dla pro
edury elimina
ji (adiabaty
znej) poziomu wzbudzonego
|2〉 z ukªadu równa« (4.1). Przy wymieniony
h zaªo»enia
h, równanie (4.2) zast�pujemyjego przybli»on¡ wersj¡

b2(t) ≃ 1

ω21

(
Ω(t)b1(t) +M(t)b3(t)

)
, (4.3)otrzyman¡ w wyniku wyª¡
zenia wolny
h ewolu
ji przed znak 
aªki. Podstawienie tegorozwi¡zania do dwó
h pozostaªy
h równa« w (4.1), prowadzi do ukªadu na amplitudyprawdopodobie«stw obsadze« poziomów 1 i 3:

iḃ1 = −θ̇b1 −
Ω(t)M(t)

ω21

b3 , (4.4a)
iḃ3 = φ̇b3 −

Ω(t)M(t)

ω21
b1 , (4.4b)gdzie θ(t) = ∫ t

0
(Ω2(t

′

)/ω21)dt
′ oraz φ(t) = ∫ t

0
(ω31 − (M2(t

′

)/ω21))dt
′ . Wyra»enia θ̇ oraz

φ̇−ω31 maj¡ sens 
hwilowy
h przesuni�¢ Starka poziomów 1 i 3, wywoªany
h i
h sprz�-»eniem ze stanem wzbudzonym 2, za± Ω(t)M(t)/ω21 ma posta¢ efektywnego, zale»negood 
zasu dwufotonowego sprz�»enia pomi�dzy poziomami 1 i 3 poprzez nierezonansowystan 2. Podstawienie b1 = u exp(iθ(t)) oraz b3 = v exp(−iφ(t)) transformuje ukªad(4.4) do posta
i
iu̇ = −S(t)v , (4.5a)
iv̇ = −S∗(t)u , (4.5b)40



gdzie
S(t) =

Ω(t)M(t)

ω21
e−iα(t) (4.6)z 
zynnikiem fazowym

α(t) = θ(t) + φ(t)

= ω31t +∆t +∆

∫ t

0

f 2(t
′

) cos(2ω0t
′

)dt
′

≃ ω31t +∆t +
∆

2ω0
f 2(t) sin(2ω0t) (4.7)zale»nym od nat�»enia pola elektry
znego poprzez ró»ni
� przesuni�¢ starkowski
h po-ziomów 1 i 3, ∆ =

Ω2
R−M2

R

2ω21
. Ponadto , wprowadzili±my ozna
zenie ∆t = ∆

∫ t

0
f 2(t

′

)dt
′.Nast�pnie, do funk
ji eiα(t) wyst�puj¡
ej w S(t) stosujemy rozwini�
ie Fouriera-Bessela

exp(iz sin φ) =

∞∑

n=−∞

Jn(z) exp(inφ) . (4.8)To rozwini�
ie, razem z wªasno±
i¡ funk
ji Bessela
Jn−1(z) + Jn+1(z) =

2n

z
Jn(z) , (4.9)pozwala zapisa¢ S(t) w posta
i

S(t) =
ΩRMR

2ω21
f 2(t)

∞∑

n=−∞

(−1)n
(
1− n

2ω0

∆f 2(t)

)
Jn

(
∆f 2(t)

2ω0

)
e−i[(ω31−2nω0)t+∆t]

=

∞∑

n=−∞

Sn(t)e
−i[(ω31−2nω0)t+∆t] . (4.10)Równania (4.7) oraz (4.10) wskazuj¡ na istotn¡ rol� jak¡ speªnia 
zynnik ∆

2ω0
f 2(t) sin(2ω0t).Odpowiada on za powstawanie parzystofotonowy
h rezonansów rz�du wy»szego ni»drugi. Ponadto, wynikaj¡
e z obe
no±
i tego 
zynnika przesuni�
ia starkowskie po-ziomów maj¡ istotny wpªyw na warunki rezonansu w ukªadzie. Dla zadany
h warto±
inat�»enia pola i jego 
z�sto±
i, dokªadny rezonans jest osi¡gany tylko w pewny
h 
hwi-la
h trwania impulsu. Wyj¡tek stanowi tu impuls prostok¡tny (lub quasiprostok¡tny),gdy rezonans wyst�puje przez 
aªy 
zas trwania impulsu.4.1.2 Parzystofotonowe os
yla
je RabiegoDla impulsu quasiprostok¡tnego, w warunka
h dokªadnego rezonansu parzystofo-tonowego, tj., kiedy ω31 − 2nω0 + ∆ ≃ 0, funk
j� S(t) mo»emy rozdzieli¢ na 
z�±¢wolnozmienn¡ w 
zasie (SN) oraz 
z�±¢ szybkozmienn¡ (sN(t)). Cz�±¢ wolnozmienn¡41



stanowi wyraz z n = P/2, gdzie P jest rz�dem rezonansu mi�dzy poziomami 1 i 3:
SP/2(t) = (−1)

P
2
ΩRMR

2ω21
f 2(t)

[
1− P

2

2ω0

∆f 2(t)

]
JP

2

(
∆f 2(t)

2ω0

)

= Ω(P )(t) . (4.11)Spodziewamy si�, »e wolna 
z�±¢ (4.11) b�dzie stanowi¢ dominuj¡
y wkªad do ewolu
jiobsadze«, poniewa» w grani
y dªugi
h impulsów wszystkie szybkie os
yla
je w równa-nia
h (4.5) powinny u±rednia¢ si� do zera. St¡d, w analogii do standardowego przybli-»enia wiruj¡
ej fali (RWA) [33℄, dokonujemy przybli»enia b�d¡
ego uogólnieniem tegoostatniego na przypadek rezonansów wielofotonowy
h (GRWA [22, 24, 26, 34℄). Jegoistot¡ jest to, »e dla okre±lonego parzystofotonowego rezonansu 1 → 3 pomijamy szyb-kozmienny skªadnik w S(t). W przybli»eniu GRWA, S(t) = Ω(P )(t), za± równania (4.5)opisuj¡
e ewolu
j� amplitud prawdopodobie«stw redukuj¡ si� do posta
i
iu̇ = −Ω(P )(t)v , (4.12a)
iv̇ = −Ω(P )(t)u . (4.12b)W rozwa»anym tu przypadku rezonansowym, wprowadzenie nowej zmiennej

τ =
∫ t

0
Ω(P )(t′)dt′, pozwala uzyska¢ ±
isªe anality
zne rozwi¡zanie

u(t) = cos (τ) , (4.13a)
v(t) = i sin (τ) . (4.13b)Stosuj¡
 w ko«
u transforma
je odwrotne, odzyskujemy pierwotne amplitudy bj :

b1(t) = cos (τ) eiθ(t) , (4.14a)
b3(t) = i sin (τ) e−iφ(t) . (4.14b)Zakres stosowalno±
i powy»szy
h sz
zególny
h rozwi¡za« (równania (4.14)) wynikaz przyj�tego zaªo»enia, »e amplitudy b1 oraz b3 zmieniaj¡ si� wolno w porównaniu doszybkozmiennego 
zynnika exp(iω21t), gdzie ω21 ≫ ω0. Zaªo»enie to b�dzie za
howane,je±li parametry ukªadu b�d¡ speªniaªy nierówno±
i: |ω31/ω21| ≪ 1, (ΩR/ω21)

2 ≪ 1,
(MR/ω21)

2 ≪ 1 oraz |Ω(P )/ω21| ≪ 1. Pierwsza z nierówno±
i mo»e by¢ speªniona jedyniew przypadku ukªadu trze
h poziomów w kon�gura
ji lambda (Rysunek 3.1), pod
zasgdy trzy pozostaªe nakªadaj¡ ograni
zenie na maksymaln¡ warto±¢ amplitudy nat�»eniapola elektry
znego lasera. W zwi¡zku z tym, »e ω21 ≫ ω0, najwi�ksza dopusz
zalnawarto±¢ amplitudy pola jest taka, »e ΩR/ω0 i MR/ω0 s¡ zna
znie mniejsze ni» ω21/ω0.W zwi¡zku z powy»szym, niezale»ne od 
zasu skalowane 
z�sto±
i Rabiego ΩR/ω0 i42



MR/ω0 mog¡ osi¡ga¢ warto±¢ nawet rz�du 1. Dla tak zna
z¡
y
h warto±
i nat�»e«znajdujemy |∆/2ω0| ≪ 1. W zwi¡zku z maªo±
i¡ argumentu funk
ji Bessela, tkwi¡
ejw wyra»eniu na nieliniow¡ 
z�sto±¢ Rabiego (4.11), uzasadnione staje si� przybli»enie
JP/2

(
∆
2ω0

f 2(t)
)
≃ (∆f2(t)/4ω0)

P/2

(P/2)!
. Z uwzgl�dnieniem tego przybli»enia, równanie (4.11)dla Ω(P )(t) uprasz
za si� do posta
i:

Ω(0)(t) =
ΩRMR

2ω21
f 2(t) , (4.15a)

Ω(P>0)(t) = (−1)qΩ(0)(t)

(
∆f2(t)
4ω0

)q

2(q!)
, (4.15b)gdzie q = P

2
− 1.4.1.3 Rozwini�
ie �oquetowskieUzasadnienie dla stosowanego GRWA mo»na uzyska¢ wykorzystuj¡
 rozwini�
ie �o-quetowskie dla amplitud:

b1(t) =

∞∑

m=−∞

αm(t)e
−i2mω0t , (4.16a)

b3(t) =

∞∑

m=−∞

βm(t)e
−i2mω0t , (4.16b)gdzie qm ozna
za amplitud� stanu �oquetowskiego |q,m〉 z q = 1, 2. Po podstawieniudo wyj±
iowego równania (4.4), uzyskujemy nast�pnie ukªad wielu równa« dla amplitudstanów �oquetowski
h:

i α̇m = −(2mω0 +
Ω2

R

2ω21
f 2(t))αm − Ω2

R

4ω21
f 2(t)(αm−1 + αm+1) (4.17a)

− ΩRMR

4ω21
f 2(t)(2βm + βm−1 + βm+1) ,

i β̇m = (ω31 − 2mω0 −
M2

R

2ω21
f 2(t))βm − M2

R

4ω21
f 2(t)(βm−1 + βm+1) (4.17b)

− ΩRMR

4ω21
f 2(t)(2αm + αm−1 + αm+1) .W warunka
h P = 2m-fotonowego rezonansu (ω31 − Pω0 = δP → 0), równania (4.17)mo»emy rozwi¡za¢ w przybli»ony sposób w ograni
zonej (ob
i�tej) bazie stanów. Baz�stanów istotny
h stanowi¡ stany tworz¡
e najkrótszy ªa«
u
h sprz�»e« pomi�dzy sta-nem po
z¡tkowym opisywanym amplitud¡ α0 a stanem ko«
owym o amplitudzie βm=P/2.Ilo±¢ stanów po±redni
h w tym ªa«
u
hu zale»y od rz�du wielofotonowo±
i P . Dla P = 0,tj., w przypadku, gdy stany dolne ukªadu Λ s¡ zdegenerowane (ω31 = δP → 0), mamy do43




zynienia z bezpo±rednim sprz�»eniem stanów podstawowego i ko«
owego opisywany
hamplitudami α0 oraz β0. Gdy mamy do 
zynienia z rezonansem dwufotonowym (P = 2)stany istotne s¡ równie» sprz�»one bezpo±rednio, le
z s¡ to wów
zas stany opisywaneamplitudami α0 i β1. Analogi
znie, w sytua
ji gdy P = 2m ≥ 4 mamy P−2 po±redni
hstanów, s
harakteryzowany
h przez amplitudy α1, β1, α2, β2, . . . , α(P/2)−1, β(P/2)−1. Drog¡adiabaty
znej elimina
ji mo»emy wyklu
zy¢ nierezonansowe stany po±rednie i uzyska¢par� równa« dla amplitud rezonansowo sprz�»ony
h stanów �oquetowski
h:
i α̇0 = − Ω2

R

2ω21
f 2(t)α0 − Ω(P )(t)βP/2 , (4.18a)

i β̇P/2 =

(
δP − M2

R

2ω21
f 2(t)

)
βP/2 − Ω(P )(t)α0 , (4.18b)gdzie Ω(P )(t) jest dane równaniami (4.15). Powy»szy ukªad równa« jest strukturalniepodobny do równa« (4.4). St¡d, przy zaªo»enia
h, które doprowadziªy nas do rozwi¡-za« (4.14), otrzymujemy

b1(t) ≃ α0

= cos (τ) exp

[
i
Ω2

R

2ω21

∫ t

0

f 2(t
′

)dt
′

]
, (4.19a)

b3(t) ≃ βP/2e
−iPω0t

= i sin (τ) exp

[
i

(
∆t− Pω0t +

M2
R

2ω21

∫ t

0

f 2(t
′

)dt
′

)]
. (4.19b)Przewag¡ stosowanego w 
z�±
i 4.1.2 podej±
ia jest to, »e tamtejsze równania (4.4)zawieraj¡ 
z�sto±
i Rabiego w i
h najogólniejszej posta
i danej równaniem (4.11), pod-
zas gdy w rozwi¡zania
h oparty
h na rozwini�
iu �oquetowskim (równania (4.19))tkwi¡ jedynie przybli»one wzorem (4.15) wielofotonowe 
z�sto±
i Rabiego. Ponadto,analiza z wykorzystaniem rozwini�
ia �oquetowskiego, preferowana przez inny
h auto-rów [35, 36, 37, 38℄, wymaga wielokrotnego stosowania adiabaty
znej elimina
ji stanówpo±redni
h, 
o 
zyni j¡ u
i¡»liw¡.4.1.4 Zmody�kowane równanie Ri

atiegoCaªy rozdziaª 4 stanowi rozszerzenie analizy przedstawionej w rozdziale 3. Poniewa»oba rozdziaªy, 3 oraz 4, doty
z¡ tego samego ukªadu, ale w inny
h warunka
h, 
h
ieliby-±my za
howa¢ ª¡
zno±¢ mi�dzy formalizmami zastosowanymi w ty
h 
z�±
ia
h . Aby toosi¡gn¡¢, wprowadzamy now¡ zmienn¡ b�d¡
¡ ilorazem amplitud u i v wyst�puj¡
y
h44



w równaniu (4.5), tj., x = v
u
. Z tej de�ni
ji oraz równa« (4.5), otrzymujemy jednonieliniowe równanie typu równania Ri

atiego na zmienn¡ x:

iẋ = S(t)x2 − S∗(t) ,

= (x2 − 1)S(t) + 2i Im(S(t)) . (4.20)Równanie to jest strukturalnie podobne (le
z ró»ni¡
e si� posta
i¡ S(t)) do równaniaspotykanego w
ze±niej w problemie ukªadu dwupoziomowego [29, 31℄. W przypadkuukªadu dwó
h poziomów odpowiednie równanie ma posta¢ i Ṙ = S(t)R2 − S∗(t), gdzieiloraz amplitud zde�niowany jest jako R = (b2/b1)e
iω21t = reiω21t, natomiast S(t) =

Ω(t)e−iω21t. �atwo mo»na si� przekona¢, »e z tym R i S równanie (4.20) sprowadza si�do równania na r dla dwupoziomow
a (i ṙ = (r2 − 1)Ω(t) + ω21r).Alternatywnie, równanie (4.20) mo»emy uzyska¢ z ukªadu równa« na zmienne ilo-razowe r i ρ preferowane w rozdziale 3:
iṙ = (r2 − 1)Ω(t) + ω21r −M(t)ρ , (4.21a)
iρ̇ = (ω31 + rΩ(t))ρ−M(t)r . (4.21b)Dokonuj¡
 w tym ukªadzie równa« adiabaty
znej elimina
ji zmiennej r (o której, apriori, zakªadamy »e speªnia warunek |r| ≪ 1), otrzymujemy najpierw

r ≃ (Ω(t) +M(t)ρ)/ω21 . (4.22)Nast�pnie, wstawienie tak przybli»onego r do równania (4.21b) oraz skorzystanie zezwi¡zku ρ = xe−iα(t), rze
zywi±
ie prowadzi do równania (4.20).W pra
a
h [28, 29, 31℄, przedstawione zostaªy przybli»one anality
zne rozwi¡zaniarównania Ri

atiego o posta
i zbli»onej do (4.20), ale w grani
y x ≪ 1. Rozwi¡zaniate nie s¡ sªuszne w rozwa»anym tu przypadku, poniewa» w warunka
h dwufotonowegorezonansu 1 ↔ 3 obsadzenie jest 
aªkowi
ie przepompowywane do poziomu 3. Silneprzepompowanie do poziomu trze
iego ozna
za, »e 
zynnik x2 w równaniu (4.20) przyj-muje du»e warto±
i. Ozna
za to, »e po lewej stronie równania (4.20) dominowa¢ b�dziepierwszy wyraz. Drugi wyraz ma istotne zna
zenie w prze
iwnym przypadku sªabejdepopula
ji poziomu podstawowego. W analogii do podej±
ia rozwijanego w rozdziale3, w pierwszym etapie analizy rozwa»amy przybli»enie zerowego rz�du dla równania(4.20):
iẋ0 = (x2

0 − 1)S(t) , (4.23)45



w którym pomini�to wyraz 2Im(S(t
′

)). Rozwi¡zanie ostatniego równania ma posta¢
x0(t) = i tan

(∫ t

0

S(t
′

)dt
′

)
. (4.24)Aby uzyska¢ dokªadniejsze rozwi¡zanie zakªadamy, »e x = x0 + x1, gdzie x1 jest, z de-�ni
ji, maª¡ poprawk¡ do przybli»onego rozwi¡zania zerowego rz�du. Dla tej poprawkiznajdujemy równanie

i ẋ1 = 2i Im(S(t)) . (4.25)Jego formalne rozwi¡zanie jest dane wyra»eniem
x1(t) = 2

∫ t

0

Im(S(t
′

))dt
′

. (4.26)Z ty
h sz
zegóªowy
h rozwi¡za« tworzymy peªne, przybli»one rozwi¡zanie równaniaRi

atiego (4.20) w posta
i sumy
x(t) = x0(t) + x1(t) . (4.27)B�dzie ono sªuszne pod warunkiem, »e |(x2

1 + 2x0x1)(S(τ)/ω0)| ≪ 1, gdzie τ = ω0t masens bezwymiarowej zmiennej 
zasowej.Ch
¡
 otrzyma¢ rozwi¡zania na pierwotne amplitudy prawdopodobie«stw bj , korzy-stamy z de�ni
ji x = v
u
oraz równa« (4.5). W ten sposób znajdujemy

b1(t) = cos

(∫ t

0

S(t
′

)dt
′

)
eiθ(t)β(t) , (4.28a)

b3(t) =

{
i sin

(∫ t

0

S(t
′

)dt
′

)
+ x1 cos

(∫ t

0

S(t
′

)dt
′

)}
e−iφ(t)β(t) , (4.28b)gdzie β(t) = exp

[
i
∫ t

0
S(t

′

)x1(t
′

)dt
′

]. �atwo zauwa»y¢, »e dokonuj¡
 uogólnionego przy-bli»enia wiruj¡
ej fali (GRWA), tj., kªad¡
 S(t) ≃ Ω(P )(t) oraz pomijaj¡
 niewielkiwkªad od poprawki x1, odzyskujemy rozwi¡zania (4.14). St¡d wniosek, »e formalizmoparty na równaniu Ri

atiego (4.20) pozwala na anality
zne wyzna
zenie ewolu
jiamplitud prawdopodobie«stw równie» w przypadku silnej depopula
ji poziomu pod-stawowego i 
aªkowitego przepompowywania obsadzenia do trze
iego poziomu ukªadulambda.4.2 Widmo koherentnego rozpraszaniaWyzna
zone amplitudy prawdopodobie«stw pozwalaj¡ przewidzie¢ struktur� kohe-rentnej 
z�±
i widma promieniowania rozproszonego przez analizowany ukªad. Zgodnie46



z rozdziaªem 3, ta 
z�±¢ widma jest okre±lona przez ±redni dipol wyindukowany w ukªa-dzie:
SC(ω) = ω4

∣∣∣∣
∫ tp

0

dt′ eiωt
′

d(t′)

∣∣∣∣
2

, (4.29)gdzie
d(t) = 〈Ψ1(t) |ez|Ψ1(t)〉 = 2µ12Re(b

∗
1b2) + 2µ23Re(b

∗
2b3) . (4.30)Podstawienie wzorów (4.3) oraz (4.14) do (4.30) skutkuje nast�puj¡
ym wyra»eniem na±redni dipol:

d(t)=
1

4

E0f(t)

h̄ω21

{
2
(
µ2
12 + µ2

23

)
cos(ω0t) +

(
µ2
12 − µ2

23

)[
cos(ω0t+ 2u(t)) + cos(ω0 − 2u(t))

]

+ 2µ12µ23

∞∑

n=−∞

(−1)n
(
Jn

(
∆

2ω0
f 2(t)

)
− Jn+1

(
∆

2ω0
f 2(t)

))

×
[
cos[((2n− P ) + 1)ω0t+ 2u(t)]− cos[((2n− P ) + 1)ω0t− 2u(t)]

]}
, (4.31)gdzie u(t) =

∫ t

0
Ω(P )(t′)dt′. W sz
zególno±
i, dla prostok¡tnej obwiedni impulsu mamy

up(t) = Ω(P )t.Wyra»enie (4.31) sugeruje, »e dominuj¡
¡ 
z�±
i¡ koherentnego widma rozpraszaniab�dzie tryplet, w skªad którego w
hodzi¢ b�dzie 
z�sto±¢ lasera (ω0) oraz jej satelityprzesuni�te o dwukrotno±¢ wielofotonowej 
z�sto±
i Rabiego (ω0±2Ω(P )). Dominuj¡
ymskªadnikiem tego trypletu b�dzie, w ogólno±
i, 
z�sto±¢ 
entralna (ω0). Wysoko±
i liniisatelitarny
h b�d¡ tym bli»sze wysoko±
i linii 
entralnej, im wi�ksza b�dzie ró»ni
ami�dzy dipolowymi elementami przej±
ia (µ12 i µ23). W sz
zególno±
i, kiedy który± zni
h b�dzie zna
z¡
o wi�kszy, tj., gdy |µ12| ≫ |µ23| lub |µ23| ≪ |µ12|, wtedy wysoko±¢wszystki
h skªadników trypletu b�dzie taka sama. Ponadto, spodziewamy si� wy»szy
hskªadowy
h spektralny
h w posta
i dubletów wokóª nieparzysty
h harmonik 
z�sto±
ilasera (((2n − P ) + 1)ω0 ± 2Ω(P )). Wysoko±¢ kolejny
h skªadowy
h powinna szybkomale¢. Wynika to z faktu, »e dla maªy
h argumentów (∆/2ω0 ≪ 1) funk
je Besselakolejny
h rz�dów przyjmuj¡ 
oraz mniejsze warto±
i.4.3 Reprezentatywne wynikiNa Rysunku 4.1 a, przedstawiono porównanie anality
zny
h amplitud prawdopodo-bie«stw, otrzymany
h z wykorzystaniem przybli»enia GRWA (4.14) (
zerwona krzywa),47
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zywistej i urojonej amplitudy prawdopodobie«stwaobsadzenia poziomu po
z¡tkowego b1 (na rysunku nie pokazano analogi
znej ewolu
ji b3ze wzgl�du na jej szybkie os
yla
je z 
z�sto±
i¡ 2ω0 pod wolnozmienn¡ obwiedni¡). (b)Dwufotonowe os
yla
je Rabiego prawdopodobie«stw obsadze« poziomów 1 i 3. (
) Kohe-rentna 
z�±¢ widma promieniowania rozproszonego przez ukªad. Parametry: ω21/ω0 = 13,
ω31/ω0 = 1.99445, ΩR/ω0 = 0.5, MR/ω0 = 0.3. W obli
zenia
h numery
zny
h przyj�to, »efunk
ja ksztaªtu obwiedni f(t) ro±nie w 
i¡gu pierwszy
h 
ztere
h 
ykli opty
zny
h do war-to±
i maksymalnej równej 1, a nast�pnie utrzymuje staª¡ warto±¢, tzn. jest quasiprostok¡tna.Dla wszystki
h rysunków: linia 
zerwona 
i¡gªa - wynik anality
zny, linia przerywana - wyniknumery
zny.ze znalezionymi przez numery
zne rozwi¡zanie ukªadu równa« (4.1) (linia przerywana).W 
elu zapewnienia warunków stosowalno±
i rozwi¡za« anality
zny
h, wybrano nast�-puj¡
e parametry: ω21/ω0 = 13, ω31/ω0 = 1.99445, ΩR/ω0 = 0.5, MR/ω0 = 0.3. Zaªo-»one parametry nat�»eniowo-
z�sto±
iowe daj¡∆/ω0 = 0.00615 i w zwi¡zku z tym dyna-mi
zny dwufotonowy rezonans 1 → 3 uzyskujemy, gdy ω31+∆ = 2.0006ω0. Dla powy»-szy
h parametrów, wyra»enia (4.14) opisuj¡
e amplitudy prawdopodobie«stw obsadze-48



nia poziomówmo»na zredukowa¢ do posta
i b1 ≃ cos
[
Ω(2)

∫ t

0
f 2(t

′

)dt
′

]
exp

[
i
Ω2

R

2ω21

∫ t

0
f 2(t

′

)dt
′

]oraz b3 ≃ i sin
(
Ω(2)

∫ t

0
f 2(t

′

)dt
′

)
·exp

[
i
(
−ω31t+

M2
R

2ω21

∫ t

0
f 2(t

′

)dt
′

)], gdzie Ω(2) = ΩRMR

4ω21wynika z przybli»onego wyra»enia (4.15b) na Ω(2)(t). Wªa±nie te wzory na b1 i b3 wy-korzystano do wykre±lenia anality
zny
h prawdopodobie«stw obsadze« (
zerwona linia
i¡gªa) na Rysunku 4.1 a. Rysunek 4.1 b przedstawia dwufotonowe os
yla
je Rabiego(|b1|2,|b3|2) mi�dzy poziomami 1 i 3 (obsadzenie poziomu 2, dla wybrany
h parametrów,nie przekra
za 0.0015), za± Rysunek 4.1 
 - 
z�±¢ koherentn¡ widma promieniowania roz-proszonego przez ukªad (Sc(ω) ma zna
zenie kwadratu moduªu transformaty Fourieraz indukowanego w ukªadzie dipola). Anality
zne krzywe na Rysunka
h 4.1 b i 4.1 
otrzymano wykorzystuj¡
 te same amplitudy b1 i b3 
o w przypadku Rysunku 4.1 a.Caªy Rysunek 4.1 ±wiad
zy o zupeªnie niezªej jako±
i rozwi¡za« anality
zny
h, a brakspodziewanej wewn�trznej struktury skªadowy
h spektralny
h widma na Rysunku 4.1 
jest konsekwen
j¡ maªej warto±
i dwufotonowej 
z�sto±
i Rabiego (Ω(2)/ω0 = 0.0029 dlaprzyj�ty
h parametrów).Aby o
eni¢ jako±¢ przewidywa« anality
zny
h doty
z¡
y
h struktury widma, prze-prowadzono symula
je numery
zne dla wi�kszy
h warto±
i nat�»enia pola elektry
z-nego, warunkuj¡
y
h wi�ksz¡ warto±¢ wielofotonowej 
z�sto±
i Rabiego, a 
o za tymidzie, wi�ksz¡ separa
j� skªadowy
h wybranej linii spektralnej. Na Rysunku 4.2 a po-równano widmo rozpraszania obli
zone poprzez numery
zne 
aªkowanie przybli»onegoukªadu równa« (4.4) (krzywa 
i¡gªa koloru 
zerwonego) z numery
znie obli
zonym ±
i-sªym widmem wyzna
zonym w opar
iu o peªen ukªad równa« (4.1) (linia przerywana).Zgodnie ze wzorem (4.30), w widmie przybli»onym (linia 
i¡gªa) widzimy wyra¹nytryplet wokóª 
z�sto±
i lasera oraz dublety wokóª wy»szy
h nieparzysty
h harmonik.Zauwa»alna niepeªna zgodno±¢ mi�dzy krzywymi, przybli»on¡ i ±
isª¡, wynika z niewy-star
zaj¡
o dokªadnego wyzna
zenia 
z�sto±
i rezonansowej w pro
edurze przybli»onej.Mówi¡
 innymi sªowy, przypadki przybli»ony i ±
isªy ró»ni¡ si� nie
o warto±
i¡ 
z�sto-±
i przej±
ia ω31, dla której obserwujemy rezonans. Ta sama przy
zyna jest ¹ródªempewny
h rozbie»no±
i mi�dzy krzywymi na Rysunku 4.2 b, na którym wida¢ przepom-powywanie obsadzenia mi�dzy poziomami 1 i 3. Zarówno rozwi¡zanie przybli»one jaki ±
isªe wskazuj¡ na prakty
znie peªne przepompowywanie.Zmieniaj¡
 nie
o 
z�sto±¢ przej±
ia z warto±
i ω31/ω0 = 1.97 na ω31/ω0 = 1.982,49
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(b)Rysunek 4.2: (a) Koherentna 
z�±¢ widma rozpraszania. Linia 
zerwona - numery
zne rozwi¡-zanie przybli»onego ukªadu równa« (4.4, za± linia przerywana - rozwi¡zanie numery
zne ±
i-sªego ukªadu (4.1). (b) Ewolu
ja obsadzenia poziomu podstawowego. Linia 
zerwona przedsta-wia rozwi¡zanie numery
zne przybli»onego ukªadu równa« (4.4), za± 
zarna linia - numery
znerozwi¡zanie ±
isªego ukªadu (4.1). Parametry: ω21/ω0 = 13, ω31/ω0 = 1.97, ΩR/ω0 = 1.5,
MR/ω0 = 1.2.uzyskujemy tym razem peªne przepompowanie obsadzenia w rozwi¡zaniu ±
isªym, le
zniepeªne w rozwi¡zaniu przybli»onym (Rysunek 4.3 b). Widma rozpraszania (Rysu-nek 4.3 a), wyzna
zone na podstawie powy»szy
h rozwi¡za«, po raz kolejny potwier-dzaj¡ sªuszno±¢ anality
zny
h przewidywa« wynikaj¡
y
h ze wzoru (4.31).
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(b)Rysunek 4.3: (a) Koherentna 
z�±¢ widma rozpraszania. Linia 
zerwona - numery
zne roz-wi¡zanie przybli»onego ukªadu równa« (4.4, za± linia przerywana - rozwi¡zanie numery
zne±
isªego ukªadu (4.1). (b) Ewolu
ja obsadzenia poziomu podstawowego. Linia 
zerwona przed-stawia rozwi¡zanie numery
zne przybli»onego ukªadu równa« (4.4), za± linia 
zarna - nume-ry
zne rozwi¡zanie ±
isªego ukªadu (4.1). Parametry: jak na Rysunku 4.2, ale ω31/ω0 = 1.982.Na Rysunku 4.4, przedstawiono porównanie wyników anality
zny
h (Równania (4.4))50
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2 (
)Rysunek 4.4: (a) Ewolu
ja obsadze« poziomów 1 i 3. (b) Koherentna 
z�±
 widma rozpra-szania. Parametry ukªadu jak w [39℄: ω21/ω0 = 19, ω23/ω0 = 17, ω31/ω0 = 2, ΩR/ω0 = 0.8,

MR/ω0 = 0.7, f(t) = (
t
τ

)2
exp

[
1−

(
t
τ

)2], gdzie t ≥ 0 oraz τ = 100T . (
) Jak w 
z�±
i (a)le
z z ω21/ω0 = 50, ω23/ω0 = 48. Linia 
zerwona - rozwi¡zanie numery
zne po zastosowaniuprzybli»enia adiabaty
znego i uogólnionego przybli»enia wiruj¡
ej fali (równania (4.5)), liniaprzerywana - wynik numery
znego 
aªkowania ±
isªego ukªadu równa« (4.1).z numery
znymi (Równania (4.1)) dla parametrów nat�»eniowo-
z�sto±
iowy
h przy-j�ty
h przez Caldar� i Fiordilino [39℄ w i
h numery
zny
h obli
zenia
h dla trójpo-ziomowego ukªadu Λ. Zaªo»one przez ni
h warunki to: ω21/ω0 = 19, ω31/ω0 = 2,
ΩR/ω0 = 0.8, MR/ω0 = 0.7. Ponadto, przyj�ta zostaªa nieprostok¡tna funk
ja ksztaªtuimpulsu dana wzorem f(t) =

(
t
τ

)2
exp

[
1−

(
t
τ

)2], w którym t ≥ 0 oraz τ = 100 T .Dla ty
h warunków, Równania (4.11) oraz (4.15) dla Ω(P )(t) nale»y pomno»y¢ przez
zynnik fazowy e−i∆t . Po jego uwzgl�dnieniu nie jeste±my w stanie znale¹¢ ±
isªegoanality
znego rozwi¡zania równania Ri

atiego (4.20). W zwi¡zku z tym, rozwi¡zanonumery
znie przybli»one równania (4.5), stosuj¡
 uogólnione przybli»enie wiruj¡
ej fali(S(t) → Ω(P )(t)) dane wzorem (4.15). Wynikaj¡
e z ty
h rozwi¡za« ewolu
je obsadze-51



nia zostaªy przedstawione na Rysunku 4.4 a lini¡ 
i¡gª¡. Uzyskane w ten sposób krzywe,wynikaj¡
e z zaªo»enia o adiabaty
znej ewolu
ji ukªadu oraz z zastosowania wielofoto-nowego przybli»enia wiruj¡
ej fali, porównali±my z krzywymi ewolu
ji po
hodz¡
ymi znumery
znego 
aªkowania ±
isªy
h Równa« (4.1) (linia przerywana). Rysunek 4.4 b po-kazuje podobne porównanie, ale tym razem widm rozpraszania. Porównania ±wiad
z¡,»e oba zastosowane anality
zne przybli»enia (adiabaty
zne i GRWA) gwarantuj¡ odwzo-rowanie gªówny
h 
e
h dokªadnego (numery
znego) rozwi¡zania ukªadu równa« (4.1).Rysunek 4.4 
 jest odpowiednikiem Rysunku 4.4 a, ale dla wi�kszej warto±
i stosunku
z�sto±
i ω21/ω0 = 50 i, jak wida¢, uzyskujemy zna
znie lepsz¡ zgodno±¢ krzywy
hanality
zny
h z numery
znymi. Na Rysunku 4.4 
 widzimy, »e niemal 
aªe obsadzeniezostaªo przepompowane z po
zatkowego stanu 1 do stanu 3. Za
hodzi ono w podobnym
zasie 
o jedna os
yla
ja Rabiego wido
zna na Rysunku 4.4 a, z t¡ ró»ni
¡, »e terazobsadzenie nie wra
a do stanu po
z¡tkowego. Na Rysunku 4.4 
 wida¢, »e w grani
ydªugi
h 
zasów krzywe 
i¡gªa i przerywana (dla tego samego poziomu) nie pokrywaj¡si� 
aªkowi
ie. Mo»e to sugerowa¢, »e warto±
i wielofotonowy
h 
z�sto±
i Rabiego, wy-nikaj¡
e z przybli»onego wzoru (4.15), nie s¡ do±¢ pre
yzyjne. Z drugiej jednak strony,wzi�
ie 
z�sto±
i Rabiego Ω(P )(t) w posta
i ogólniejszego równania (4.11) nie usuwa tejdªugo
zasowej rozbie»no±
i mi�dzy rozwi¡zaniem anality
znym i numery
znym.4.4 PodsumowanieW powy»szym rozdziale przedstawiono nieperturba
yjny anality
zny formalizm po-zwalaj¡
y opisa¢ za
howanie ukªadu trójpoziomowego w kon�gura
ji Λ w warunka
hsilnego parzystofotonowego rezonansu mi�dzy dolnymi poziomami 1 i 3 (Rysunek 3.1).Zaprezentowane podej±
ie, dzi�ki elimina
ji adiabaty
znej sªabo obsadzanego poziomu2, bazowaªo na ukªadzie dwó
h efektywny
h równa« dla poziomów 1 i 3. Z matema-ty
znego punktu widzenia, 
aªy problem udaªo si� zredukowa¢ do jednego równaniaRi

atiego. W swej strukturze, przypominaªo ono równanie Ri

atiego dla standardo-wego ukªadu dwupoziomowego, ale wielko±
i w nim wyst�puj¡
e miaªy inny sens. Udaªosi� je rozwi¡za¢ anality
znie stosuj¡
 wielofotonowe przybli»enie wiruj¡
ej fali. Jako±¢podej±
ia zostaªa pozytywnie zwery�kowana na drodze porówna« wynikaj¡
y
h z niego52



ewolu
ji obsadze« i widm rozpraszania z wynikami rozwi¡za« numery
zny
h.
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Rozdziaª 5
Trójpoziomowy ukªad Γ

W doty
h
zasowy
h badania
h zajmowali±my si� ukªadami trójpoziomowymi w kon-�gura
ji Λ. Inn¡ kon�gura
j¡, b�d¡
¡ mody�ka
j¡ poprzedniej, jest ukªad Γ z 
z�±
iowolub 
aªkowi
ie zdegenerowan¡ par¡ poziomów wzbudzony
h (patrz Rysunek 5.1). Struk-tur� poziomów typu Γ obserwuje si� w rze
zywisty
h ukªada
h molekularny
h, taki
hjak dwuatomowe jony molekularne posta
i A4+
2 (gdzie A = I, N, ), 
zy te» jony moleku-larne wodoru H+

2 , jak równie» w oboj�tnym atomie wodoru. W ostatni
h lata
h ukªadytego typu zyskaªy spore zainteresowanie [25, 26℄ ze wzgl�du na du»¡ wydajno±¢ wielo-fotonowy
h wzbudze« w taki
h ukªada
h, wynikaj¡
¡ z silnego sprz�»enia dipolowego
Ω21>>Ω0

WHtL

MHtL

È1>

È2>
È3>

Ω1 H+�-L

Ω2 H-�+L Ω3 H+�-L

Rysunek 5.1: S
hemat poziomów energety
zny
h ukªadu trójpoziomowego w kon�gura
ji Γ.Na rysunku, Ω(t) = µ12E(t)/h̄ oraz M(t) = µ23E(t)/h̄ maj¡ zna
zenie zale»ny
h od 
zasu
z�sto±
i Rabiego, h̄ωj s¡ energiami posz
zególny
h stanów, za± znaki +/− odnosz¡ si� doparzysto±
i stanów. Kropk¡ ozna
zono po
z¡tkowo obsadzony stan ukªadu.54



pomi�dzy par¡ wzbudzony
h poziomów.Celem tego rozdziaªu jest przede wszystkim znalezienie warunków nat�»eniowo-
z�sto±
iowy
h, dla który
h mo»liwe jest uzyskanie peªnego wielofotonowego przepom-powania obsadzenia z po
z¡tkowego poziomu podstawowego 1 do wybranego poziomuwzbudzonego, 2 lub 3, ukªadu Γ. W warunka
h silnego wielofotonowego przepompo-wania interesowa¢ nas b�dzie równie» widmo generowany
h harmonik. Rozdziaª tenstanowi rozszerzenie analizy przedstawionej we wªasnej pra
y [34℄.5.1 Transforma
je równa« wyj±
iowy
hJednym z kroków wiod¡
y
h do ujawnienia wielofotonowego 
harakteru wzbudze«jest seria przeksztaª
e« wyj±
iowego ukªadu równa« dla amplitud obsadze«. Dla przy-pomnienia ten ukªad to:
iḃ1 = −ω21b1 − Ω(t)b2 , (5.1a)
iḃ2 = −Ω(t)b1 −M(t)b3 , (5.1b)
iḃ3 = ω32b3 −M(t)b2 . (5.1
)W serii transforma
ji, trzy zostaªy zaproponowane przez Gibsona [26℄, a jedna jestmojego autorstwa. Pierwsza z transforma
ji Gibsona to:

c1 = b1, (5.2a)
c± =

1√
2
(b2 ± b3) , (5.2b)druga za± jest posta
i

d̄1 = c1e
−iω21t, (5.3a)

d̄± = c±e
∓φ(t), (5.3b)gdzie

φ(t) =

∫ t

0

M(t′)dt′ =
µ23

h̄

∫ t

0

E(t′)dt′ = MR

∫ t

0

f(t′) cos(ω0t
′)dt′ (5.4)jest 
aªk¡ po 
zasie z 
hwilowej 
z�sto±
i Rabiego dla przej±
ia mi�dzy poziomami wzbu-dzonymi. Trze
i¡ transforma
j¡ sugerowan¡ przez Gibsona jest

d1 = d̄1, (5.5a)
d2 =

1√
2

(
d̄+ + d̄−

)
, (5.5b)55



d3 =
1√
2

(
d̄+ − d̄−

)
. (5.5
)Do tego 
i¡gu transforma
ji dodajemy wªasn¡

x = d1, (5.6a)
y = d2 exp

[
i
ω32

2

∫ t

0

(
1− cos(2φ(t′))

)
dt′
]
, (5.6b)

z = d3 exp

[
i
ω32

2

∫ t

0

(
1 + cos(2φ(t′))

)
dt′
]
. (5.6
)Transforma
ja odwrotna, wynikaj¡
a z zaprezentowanego 
i¡gu przeksztaª
e«, pozwa-laj¡
a powró
i¢ do wyj±
iowy
h amplitud, bj , ma posta¢

b1 = xe−iω21t, (5.7a)
b2 = y cos(φ) exp

[
−i

ω32

2

∫ t

0

(
1− cos(2φ(t′))

)
dt′
]

+ iz sin(φ) exp

[
−i

ω32

2

∫ t

0

(
1 + cos(2φ(t′))

)
dt′
] (5.7b)

b3 = iy sin(φ) exp

[
−i

ω32

2

∫ t

0

(
1− cos(2φ(t′))

)
dt′
]

+ z cos(φ) exp

[
−i

ω32

2

∫ t

0

(
1 + cos(2φ(t′))

)
dt′
]
. (5.7
)Zastosowanie transforma
ji (5.2)-(5.6) prowadzi do ukªadu równa« na zmienne x, yi z:

i ẋ = F (t)y +G(t)z, (5.8a)
i ẏ = F ∗(t)x+H(t)z, (5.8b)
i ż = G∗(t)x+H∗(t)y, (5.8
)w którym

F (t) = −Ω(t) cos(φ)e−iω21t exp

[
−i

ω32

2

∫ t

0

(
1− cos(2φ(t′))

)
dt′
]
, (5.9a)

G(t) = −iΩ(t) sin(φ)e−iω21t exp

[
−i

ω32

2

∫ t

0

(
1 + cos(2φ(t′))

)
dt′
]
, (5.9b)

H(t) = −i
ω32

2
sin(2φ) exp

[
−iω32

∫ t

0

cos(2φ(t′))dt′
]
, (5.9
)lub równowa»nie

F (t) = −Ω(t) cos(φ)e−iω21tq(t) , (5.10a)
G(t) = −iΩ(t) sin(φ)e−iω31tq−1(t) , (5.10b)
H(t) = −i

ω32

2
sin(2φ) exp

[
−iω32

∫ t

0

cos(2φ(t′))dt′
]
. (5.10
)56



gdzie
q(t) = exp

[
−i

ω32

2

∫ t

0

(1− cos(2φ(t′))) dt′
]
. (5.11)Poniewa» we wszystki
h obli
zenia
h zakªadamy impulsy wielo
yklowe, tj., zna
zniedªu»sze ni» okres T = 2π

ω0
pola lasera, zatem funk
ja ksztaªtu impulsu f(t) zmienia si�wolno w stosunku do zmian cos(ω0t). Pozwala to na przybli»one wyzna
zenie 
aªki wde�ni
ji funk
ji φ danej równaniem (5.4), mianowi
ie

φ(t) ≃ MR

ω0

f(t) sin(ω0t). (5.12)Ponadto, wyra»enia Ω(t) cos(φ) oraz Ω(t) sin(φ), tkwi¡
e we wspóª
zynnika
h F (t) i
G(t) dany
h wzorami (5.9), mog¡ by¢ rozwini�te w szereg

Ω(t) cos(φ) = 2ω0
ΩR

MR

∞∑

k=0

(2k + 1)J2k+1

(
MR

ω0

f(t)

)
cos [(2k + 1)ω0t] , (5.13a)

Ω(t) sin(φ) = 2ω0
ΩR

MR

∞∑

k=1

(2k)J2k

(
MR

ω0

f(t)

)
sin (2kω0t) . (5.13b)Powy»sze wyra»enia zostaªy uzyskane z wykorzystaniem rozwini�
ia Fouriera-Besselaoraz stosowny
h wªasno±
i funk
ji Bessela, mianowi
ie [40℄

cos(z sinα) = J0(z) + 2
∞∑

k=1

J2k(z) cos(2kα) , (5.14a)
sin(z sinα) = 2

∞∑

k=0

J2k+1(z) sin((2k + 1)α) , (5.14b)oraz
Jk−1(z) + Jk+1(ρ) =

2k

z
Jk(z) . (5.15)5.2 Przypadek peªnej degenera
ji poziomów wzbudzo-ny
h (ω32 = 0)5.2.1 Dwa rodzaje ewolu
ji: wolna i szybkaW pierwszej kolejno±
i rozwa»ymy przypadek zdegenerowany
h poziomów wzbudzo-ny
h (ω32 = 0). W tej sytua
ji H(t) = 0, w zwi¡zku z 
zym ukªad równa« (5.8) na
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zmienne x, y oraz z ulegnie uprosz
zeniu do posta
i
i ẋ = F (t)y +G(t)z, (5.16a)
i ẏ = F ∗(t)x, (5.16b)
i ż = G∗(t)x. (5.16
)gdzie teraz

F (t) = −ω0
ΩR

MR

∞∑

n=1,3,5,...

nJn

(
MR

ω0
f(t)

)[
ei(nω0−ω21)t + e−i(nω0+ω21)t

]
, (5.17a)

G(t) = −ω0
ΩR

MR

∞∑

p=2,4,6,...

pJp

(
MR

ω0

f(t)

)[
ei(pω0−ω31)t − e−i(pω0+ω31)t

]
. (5.17b)Z posta
i wzorów (5.17) wynika, »e F (t) determinuje rezonans nieparzystofotonowymi�dzy poziomami 1 → 2, za± G(t) - rezonans parzystofotonowy w ukªadzie poziomów

1 → 3.W warunka
h nieparzystofotonowego rezonansu (ω21 = Nω0 + δN , |δN | ≪ ω0, gdzie
N = 1, 3, 5, . . . ), F (t) mo»emy rozdzieli¢ na dwie 
z�±
i, wolnozmienn¡ FN oraz szyb-kozmienn¡ w 
zasie fN , pod
zas gdy G(t) = GN pozostaje w ty
h warunka
h szybko-zmienna. W przypadku rezonansu nieparzystofotonowego mamy wi�
:

FN = −Nω0
ΩR

MR
JN

(
MR

ω0
f(t)

)
e−iδN t = −aNe

−iδN t , (5.18)
fN(t) = −ω0

ΩR

MR

e−iδN t





∑

n=1,3,5,···
n 6=N

nJn

(
MR

ω0

f(t)

)
ei(n−N)ω0t

+
∑

n=1,3,5,···

nJn

(
MR

ω0

f(t)

)
e−i(n+N)ω0t

}
, (5.19)oraz

GN(t) = −ω0
ΩR

MR

e−iδN t
∑

p=2,4,6,···

pJp

(
MR

ω0

f(t)

)(
ei(p−N)ω0t − e−i(p+N)ω0t

)
.(5.20)Natomiast dla rezonansu parzystofotonowego (ω31 = Pω0+δP , |δP | ≪ ω0, gdzie P =

2, 4, 6, · · · ) funk
je F (t) orazG(t) zamieniaj¡ si� rolami. G(t) zawiera teraz rezonansow¡
z�±¢ wolnozmienn¡GP oraz 
z�±¢ szybkozmienn¡ gP , pod
zas gdy F (t) = FP pozostajefunk
j¡ szybkozmienn¡:
GP = −Pω0

ΩR

MR
JP

(
MR

ω0
f(t)

)
e−iδP t = −aP e

−iδP t , (5.21)
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gP = −ω0
ΩR

MR
e−iδP t

(
∑

p=2,4,6,···
p 6=P

pJp

(
MR

ω0
f(t)

)
ei(p−P )ω0t

−
∑

p=2,4,6,···

pJp

(
MR

ω0

f(t)

)
e−i(p+P )ω0t

)
, (5.22)

FP = −ω0
ΩR

MR
e−iδP t

∑

n=1,3,5,···

nJn

(
MR

ω0
f(t)

)(
ei(n−P )ω0t + e−i(n+P )ω0t

)
. (5.23)W obydwu przypadka
h wolne 
z�±
i, FN oraz GP , maj¡ analogi
zn¡ struktur�.Dla ±
isªego rezonansu wielofotonowego (δK = 0, gdzie K = N,P ) oraz prostok¡tnejobwiedni f(t) = 1 przyjmuj¡ one staª¡ warto±¢. Staªe te s¡ równe wielofotonowej
z�sto±
i Rabiego dla ukªadu Γ, zidenty�kowanej w
ze±niej przez Gibsona (równanie(14) w [26℄). W warunka
h wielofotonowego rezonansu, równania (5.8) mo»emy wi�
przepisa¢ jako:

iẋN = (FN + fN)yN +GNzN ,

iẏN = (F ∗
N + f ∗

N)xN ,

iżN = G∗
NxN , (5.24)gdy rezonans jest nieparzystofotonowy (N = 1, 3, 5, · · · ) oraz

iẋP = FP yP + (GP + gP )zP ,

iẏP = F ∗
PxP ,

iżP = (G∗
P + g∗P )xP , (5.25)gdy rezonans jest parzystofotonowy (P = 2, 4, 6, · · · ). Warto podkre±li¢, »e przeksztaª-
aj¡
 równania wyj±
iowe (5.1), nie zastosowano do tej pory »adny
h dodatkowy
hprzybli»e« (poza zaªo»eniem wolnozmienno±
i funk
ji obwiedni ( równanie (5.12)).5.2.2 Wielofotonowe przybli»enie wiruj¡
ej faliCh
¡
 znale¹¢ przybli»one rozwi¡zania anality
zne, w pierwszym etapie dokonu-jemy uprosz
zenia polegaj¡
ego na pomini�
iu 
zªonów szybkozmienny
h w równania
h(5.24) i (5.25). Przybli»enie to jest analogi
zne do przybli»enia wiruj¡
ej fali znanego
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z teorii rezonansu jednofotonowego [33℄. Prowadzi ono do ukªadu równa«:
iẋN = −aNe

−iδN tyN ,

iẏN = −aNe
iδN txN ,

iżN = 0 , (5.26)dla rezonansu nieparzystofotonowego, oraz
iẋP = −aP e

−iδP tzP ,

iẏP = 0 ,

iżP = −aP e
iδP txP , (5.27)dla rezonansu parzystofotonowego. Otrzymane równania strukturalnie przypominaj¡ tedla ukªadu dwupoziomowego w przybli»eniu RWA, ale z uogólnionymi wielofotonowymi
z�sto±
iami Rabiego aK (K = N,P ) zde�niowanymi wyra»eniami (5.18) lub (5.21).Tak zde�niowane 
z�sto±
i Rabiego dla ukªadu Γ zostaªy po raz pierwszy wprowadzonedo literatury przez Gibsona [25℄.I
h posta¢ zrozumie¢ mo»na jako wynik sprz�gania poziomu podstawowego 1 z jed-nym ze stanów �oquetowski
h generowany
h przez par� zdegenerowany
h poziomówwzbudzony
h 2 i 3. W polu lasera, para zdegenerowany
h poziomów wzbudzony
hspeªnia równania

iḃ2 = ω2b2 −M(t)b3 , (5.28a)
iḃ3 = ω3b3 −M(t)b2 . (5.28b)Ustalaj¡
 zero energii tak, »e ω2 = ω3 = 0, mamy

iḃ2 = −M(t)b3 , (5.29a)
iḃ3 = −M(t)b2 . (5.29b)Wprowadzaj¡
 nast�pnie nowe zmienne

b± =
1√
2
(b2 ± b3) , (5.30)uzyskujemy na nie dwa niezale»ne równania

iḃ+ = −M(t)b+ , (5.31a)
iḃ− = M(t)b− . (5.31b)
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Elementarne 
aªkowanie równa« (5.31) prowadzi do rozwi¡za« posta
i
b+(t) = eiφ(t) , (5.32a)
b−(t) = e−iφ(t) , (5.32b)gdzie φ(t) =

∫ t

0
M(t′)dt′. Wykorzystuj¡
 te rozwi¡zania oraz wzór (5.30) na zamian�zmienny
h, uzyskujemy wyra»enia dla pierwotny
h amplitud prawdopodobie«stw b2oraz b3:

b2(t) = cos
[
φ(t)

]
, (5.33a)

b3(t) = i sin
[
φ(t)

]
, (5.33b)Z rozwi¡za« (5.33) wynika nast�puj¡
a posta¢ funk
ji falowej dla pary zdegenerowany
hstanów w polu lasera

|Ψ(t)〉 = cos
[
φ(t)

]
|2〉+ i sin

[
φ(t)

]
|3〉 . (5.34)Stosuj¡
 rozwini�
ie Fouriera-Bessela do funk
ji cos[φ(t)] i sin[φ(t)] otrzymujemy

|Ψ(t)〉 =

∞∑

k=0

αkJ2k

(
MR

ω0
f(t)

)
|2〉
[
ei2kω0t + e−i2kω0t

]

+

∞∑

k=0

J2k+1

(
MR

ω0
f(t)

)
|3〉
[
ei(2k+1)ω0t − e−i(2k+1)ω0t

]
, (5.35)gdzie

αk =






1
2
, je»eli k = 0

1, dla k > 0
. (5.36)W równaniu (5.35) stan |2〉 z po
z¡tkow¡ energi¡ ω2 = 0, prze
hodzi we �oquetowsk¡drabin� stanów z energiami ±2kω0, a stan |3〉 z po
z¡tkow¡ energi¡ ω3 = 0, w drabin�stanów z energiami ±(2k + 1)ω0. W ten sposób, para zdegenerowany
h stanów tworzydrabin� poziomów o energia
h zmieniaj¡
y
h si� o ω0 (patrz Rysunek 5.2). W warun-ka
h rezonansu, jeden ze stanów drabiny �oquetowskiej (5.35), wygenerowanej przezpar� poziomów wzbudzony
h, sprz�ga si� jednofotonowo ze stanem podstawowym. Siª�tego sprz�»enia opisuje element ma
ierzowy przej±
ia posta
i

〈Ψ(t)|Ω(t)|1〉 = ω0
ΩR

MR

∞∑

k=0

(2k + 1)J2k+1

(
MR

ω0
f(t)

)
cos [(2k + 1)ω0t]

+ ω0
ΩR

MR

∞∑

k=0

(2k)J2k

(
MR

ω0

f(t)

)
cos [(2k)ω0t] . (5.37)W powy»szym wyra»eniu znajdujemy wªa±nie wielofotonowe 
z�sto±
i Rabiego aK , gdzie

K = N, P . 61
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»Rysunek 5.2: Sprz�ganie si� stanu podstawowego ukªadu trze
h poziomów w kon�gura
ji Γz jednym ze stanów �oquetowski
h generowany
h przez par� silnie sprz�»ony
h polem laserapoziomów wzbudzony
h.Zakªadaj¡
, dla prostoty obli
ze«, prostok¡tn¡ obwiedni� impulsu f(t) = 1, uzysku-jemy rozwi¡zania ukªadu (5.26) w posta
i
xp
N(t) =

[
xN (0) cos(AN t) +

i

AN

(
δN
2
xN (0) + aNyN(0)

)
sin(AN t)

]
e−i

δN
2

t ,(5.38a)
ypN(t) =

[
yN(0) cos(AN t)−

i

AN

(
δN
2
yN(0)− aNxN (0)

)
sin(AN t)

]
ei

δN
2

t , (5.38b)
zpN(t) = zN(0) , (5.38
)gdzie AN =

√
a2N +

(
δN
2

)2 ma zna
zenie nierezonansowej (nieparzystofotonowej) wie-lofotonowej 
z�sto±
i Rabiego. Ch
¡
 uzyska¢ analogi
zne rozwi¡zanie dla przypadkurezonansu parzystofotonowego (równania (5.27)), wystar
zy dokona¢ równo
zesnej za-miany N → P , xN → xP oraz yN → zP ; zP otrzymujemy z yN w analogi
zny sposób.Potrzebne warto±
i po
z¡tkowe x(0), y(0) oraz z(0) otrzymuje si� ze wzorów trans-forma
yjny
h (5.7) oraz warunków po
z¡tkowy
h na amplitudy bj . Przy warunka
h
b1(0) = 1, b2(0) = 0 oraz b3(0) = 0 mamy x(0) = 1, y(0) = 0 oraz z(0) = 0.W przypadku dowolnej, gªadkiej obwiedni impulsu, nie istnieje ogólne ±
isªe anali-ty
zne rozwi¡zanie ukªadów równa« (5.26) i (5.27). Jedynie w przypadku dokªadnegowielofotonowego rezonansu (δN = 0), wprowadzenie nowej zmiennej u(t) = ∫ t

0
aN (t

′)dt′pozwala na uzyskanie ±
isªego rozwi¡zania w posta
i
xf
N (t) = cos [u(t)] , (5.39a)
yfN(t) = i sin [u(t)] , (5.39b)62



zfN (t) = 0 . (5.39
)Wykorzystuj¡
 warunki po
z¡tkowe oraz wzory transforma
yjne (5.7), powra
amydo pierwotny
h amplitud prawdopodobie«stw, bj , mianowi
ie
b
(N)
1 (t) =

[
cos(AN t) + i

δN
2AN

sin(AN t)

]
ei(Nω0+

δN
2

)t , (5.40a)
b
(N)
2 (t) = i

aN
AN

sin(AN t) cos(φ(t))e
i
δN
2

t , (5.40b)
b
(N)
3 (t) = − aN

AN

sin(AN t) sin(φ(t))e
i
δN
2

t , (5.40
)gdy impuls jest prostok¡tny (f(t) = 1) a odstrojenie od wielofotonowego rezonansudowolne oraz
b
(N)
1 (t) = cos

[∫ t

0

aN(t
′)dt′

]
eiNω0t , (5.41a)

b
(N)
2 (t) = i sin

[∫ t

0

aN(t
′)dt′

]
cos(φ(t)) , (5.41b)

b
(N)
3 (t) = − sin

[∫ t

0

aN (t
′)dt′

]
sin(φ(t)) , (5.41
)gdy impuls jest gªadki a rezonans wielofotonowy dokªadny.Poniewa» interesuje nas nie tylko ewolu
ja obsadze«, ale tak»e promieniowanie roz-proszone przez ukªad, zatem po raz kolejny wykorzystujemy wyra»enie na widmo wpro-wadzone przez Eberly'ego [27℄ (wzór (2.15). Ograni
zaj¡
 si� jedynie do 
z�±
i kohe-rentnej widma, mamy na ni¡ wyra»enie

SC(ω) = ω4

∣∣∣∣
∫ tp

0

dt eiωt 〈Ψ1(t) |ez|Ψ1(t)〉
∣∣∣∣
2

, (5.42)gdzie
〈Ψ1(t) |ez|Ψ1(t)〉 = d(t) = 2µ12Re(b∗1b2) + 2µ23Re(b∗2b3) . (5.43)Podstawienie uzyskany
h w
ze±niej wyra»e« (5.40) na amplitudy bj do de�ni
ji (5.43)dipola indukowanego daje go w posta
i

d(N)(t) = µ12
aN
2AN

∞∑

k=0

αkJ2k

(
MR

ω0

){ δN
AN

[cos(N − 2k)ω0t + cos(N + 2k)ω0t]

+

(
1− δN

2AN

)
[cos ((N − 2k)ω0 − 2AN) t+ cos ((N + 2k)ω0 − 2AN) t]

−
(
1 +

δN
2AN

)
[cos ((N − 2k)ω0 + 2AN) t + cos ((N + 2k)ω0 + 2AN) t]

}(5.44)Z wyra»enia (5.44) wynika, »e w przypadku rezonansu nieparzystofotonowego widmopromieniowania rozproszonego przez zdegenerowany ukªad trójpoziomowy w kon�gu-63



ra
ji Γ powinno zawiera¢ tryplety; ka»dy skªadaj¡
y si� z nieparzystej harmoniki orazdwó
h linii satelitarny
h, przesuni�ty
h o dwukrotno±¢ wielofotonowej 
z�sto±
i Rabiego((N−2k)ω0±2AN , (N+2k)ω0±2AN ). Z zaªo»enia o maªym odstrojeniu od dokªadnegowielofotonowego rezonansu (δN ≪ ω0) wynika, »e skªadnik 
entralny trypletu b�dzieni»szy od bardziej wyeksponowany
h porównywalnej wysoko±
i linii satelitarny
h. Wprzypadku dokªadnego rezonansu (δN = 0), w widmie obe
ne b�d¡ tylko dublety orównej wysoko±
i skªadowy
h, poªo»one symetry
znie wokóª kolejny
h 
z�sto±
i har-moni
zny
h nieparzystego rz�du. Zauwa»my w tym miejs
u, »e warto±¢ rezonansowej
z�sto±
i Rabiego, aN , jest dla rozwa»any
h parametrów nat�»eniowo-
z�sto±
iowy
h irezonansów wy»szego rz�du niezwykle maªa (aN ≪ ω0). W zwi¡zku z tym, odlegªo±¢mi�dzy skªadnikami ka»dego trypletu lub dubletu jest równie» niewielka.5.2.3 Uogólnione wielofotonowe przybli»enie wiruj¡
ej faliSpodziewamy si�, »e zastosowane wy»ej przybli»enie mo»e by¢ niezbyt dokªadne.Wi¡»e si� to, w gªównej mierze z nieuwzgl�dnieniem przesuni�¢ starkowski
h poziomówwzbudzony
h. Przesuni�
ia te wynikaj¡ z pomini�ty
h szybkozmienny
h 
zªonów wrównania
h (5.24) i (5.25). Dla rozwa»anego ukªadu te przesuni�
ia s¡ niezbyt wielkie,ale maj¡ one istotne zna
zenie dla lokaliza
ji rezonansów wielofotonowy
h. Dlatego,
h
¡
 uzyska¢ lepsze rozwi¡zania, zastosowano formalizm zaproponowany przez Ave-tissiana i wspóªpra
owników [22, 24℄. Zaprezentowane przez ni
h podej±
ie polega nawydzieleniu z amplitud 
z�±
i wolno i szybkozmiennej, np., x(t) = x̄(t) + βx, gdzie x̄(t)opisuje woln¡ ewolu
j� u±rednionej zmiennej x(t) (u±rednionej po 
zasie dªugim w sto-sunku do T = 2π/ω0), za± βx zawiera szybkie os
yla
je o 
z�sto±
i przynajmniej rz�du
z�sto±
i lasera ω0. Dokonuj¡
 wymienionego rozdzielenia, z równa« (5.24) i (5.25)otrzymujemy
i
(
˙̄xN + β̇x

)
= FN ȳN + fN(t)ȳN + FNβy + fN (t)βy

+GN(t)z̄N +GN (t)βz , (5.45a)
i
(
˙̄yN + β̇y

)
= F ∗

N x̄N + f ∗
N(t)x̄N + F ∗

Nβx + f ∗
N(t)βx , (5.45b)

i
(
˙̄zN + β̇z

)
= G∗

N(t)x̄N +G∗
N(t)βx . (5.45
)
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Po prawej stronie równa« (5.45) znajdujemy 
zªony zarówno wolnozmienne jak i szyb-kozmienne. Czªony wolnozmienne to przede wszystkim ilo
zyny dwó
h funk
ji wolny
h(np., wyraz FN ȳN w równaniu (5.45a) ), ale tak»e w ilo
zyna
h dwó
h funk
ji szybkozmieniaj¡
y
h si� w 
zasie (np., wyraz fN (t)βy w równaniu (5.45a) ) znajduj¡ si� wy-razy wolne. Z drugiej strony, 
zªony szybkozmienne s¡ generowane przez ilo
zyn funk
jiszybkozmiennej ze zmieniaj¡
¡ si� wolno (np., wyraz fN (t)ȳN w równaniu (5.45a) ).Zgodnie z ide¡ grupy Avetissiana dokonujemy teraz rozbi
ia ka»dego z równa« (5.45)na dwa, z który
h jedno opisuje ewolu
j� wolnozmienn¡, a drugie szybkozmienn¡. Wtym podej±
iu ewolu
ja szybkozmienna zostaje wi�
 opisana przez ukªad równa«
iβ̇x = ȳNfN (t) + z̄NGN (t) , (5.46a)
iβ̇y = x̄Nf

∗
N(t) , (5.46b)

iβ̇z = x̄NG
∗
N(t) , (5.46
)za± wolnozmienna przez równania

i ˙̄xN = −aNe
−iδN tȳN + fNβy +GNβz , (5.47a)

i ˙̄yN = −aNe
iδN tx̄N + f ∗

Nβx , (5.47b)
i ˙̄zN = G∗

Nβx . (5.47
)W powy»szy
h równania
h (·) ozna
za u±rednienie po 
zasie dªugim w stosunku dookresu os
yla
ji pola lasera T = 2π/ω0. U±rednianie to ma na 
elu pozostawienie wilo
zyna
h funk
ji szybkozmienny
h tylko wyrazu, który zmienia si� wolno w 
zasie.Zauwa»my ponadto, »e w »adnym z równa« (5.46) i (5.47) nie znalazªy si� wyrazy
FNβy oraz F ∗

Nβx. Zostaªy one pomini�te, gdy» z zaªo»enia s¡ zna
znie mniejsze odpozostaªy
h wyrazów w równania
h ukªadu (5.45). Speªnienie tego zaªo»enia wymagaaby
|FNβy| ≪

∣∣∣∣
dβx

dt

∣∣∣∣ , (5.48a)
|FNβx| ≪

∣∣∣∣
dβy

dt

∣∣∣∣ . (5.48b)W pierwszej kolejno±
i 
aªkujemy równania (5.46). Pami�taj¡
 o zaªo»eniu wolno-zmienno±
i u±redniony
h 
z�±
i amplitud, uzyskujemy
βx(t) = −iȳN (t)

∫ t

fN(t
′)dt′ − iz̄N (t)

∫ t

GN(t
′)dt′ , (5.49a)

βy(t) = −ix̄N (t)

∫ t

f ∗
N (t

′)dt′ , (5.49b)65



βz(t) = x̄N (t)

∫ t

G∗
N(t

′)dt′ . (5.49
)W nast�pnym kroku podstawiamy rozwi¡zania (5.49) do równa« (5.47) na wolne skªad-niki amplitud. Otrzymujemy w ten sposób
i ˙̄xN = (∆fN +∆GN

) x̄N − aNe
−iδN tȳN , (5.50a)

i ˙̄yN = −∆fN ȳN − aNe
iδN tx̄N , (5.50b)

i ˙̄zN = −∆GN
z̄N , (5.50
)gdzie wielko±
i

∆fN = −ifN (t)

∫
f ∗
N (t

′)dt′

|δN |≪ω0
= 2Nω0

(
ΩR

MR

)2 ∑

n=1,3,5,···
n 6=N

n2

n2 −N2
J2
n

(
MR

ω0
f(t)

)
, (5.51)

∆GN
= −iGN (t)

∫
G∗

N(t
′)dt′

|δN |≪ω0
= 2Nω0

(
ΩR

MR

)2 ∑

p=2,4,6,···

p2

p2 −N2
J2
p

(
MR

ω0
f(t)

) (5.52)maj¡ zna
zenie dynami
zny
h przesuni�¢ Starka poziomów wzbudzony
h.W ukªadzie równa« (5.50), pierwsze dwa równania na x̄N oraz ȳN s¡ wzajemniesprz�»one. Natomiast trze
ie z równa« tego ukªadu jest odsprz�gni�te od pozostaªy
hi ma rozwi¡zanie z̄N (t) = z̄N(0)e
−i∆GN

t = 0 (zgodnie z zaªo»onymi warunkami po
z¡t-kowymi z̄N (0) = 0). Do pierwszy
h dwó
h równa« stosujemy podstawienie
x̄N = u e−i(∆fN

+∆GN )t , (5.53a)
ȳN = v ei∆fN

t , (5.53b)i uzyskujemy nowy ukªad
iu̇ = −aNe

−i[δN−(2∆fN
+∆GN )]tv , (5.54a)

iv̇ = −aNe
i[δN−(2∆fN

+∆GN )]tu , (5.54b)którego struktura jest analogi
zna do ukªadu jaki uzyskali±my w podej±
iu RWA (5.26),z t¡ ró»ni
¡, »e teraz odstrojenie zostaªo wzboga
one o dynami
zne przesuni�
ia Starkagórny
h poziomów. W zwi¡zku z tym, rozwi¡zania ukªadu (5.54) mo»emy uzyska¢ zrówna« (5.38) przez zamian� δN → δN − (2∆fN +∆GN
) oraz AN → AN , gdzie

AN =

√

a2N +

(
δN − (2∆fN +∆GN

)

2

)2

. (5.55)66



Otrzymujemy wów
zas
xp
N (t) =

[
cos(AN t) + i

δN − (2∆fN +∆GN
)

AN

sin(AN t)

]
e−i

δN+∆GN
2

t , (5.56a)
ypN(t) = i

aN

AN

sin(AN t)e
i
δN−∆GN

2
t , (5.56b)

zpN (t) = 0 , (5.56
)Te rozwi¡zania dla wolnozmienny
h 
z�±
i amplitud podstawiamy do równa« (5.49),otrzymuj¡
 ewolu
j� szybki
h skªadowy
h βk, gdzie k = x, y, z. Zsumowanie przy
zyn-ków szybko i wolnozmienny
h daje nam peªne rozwi¡zanie dla amplitud prawdopodo-bie«stw w rama
h formalizmu grupy Avetissiana.Aby znale¹¢ widmo promieniowania rozproszonego wystar
zy we wzorze (5.44) do-kona¢ zast¡pie« δN− → δN − (2∆fN +∆GN
) oraz AN → AN , 
o daje

d(N)(t) = µ12
aN
2AN

∞∑

k=0

αkJ2k

(
MR

ω0

){δN−(2∆fN+∆GN
)

AN

[cos(N−2k)ω0t+ cos(N+2k)ω0t]

+

[
1− δN−(2∆fN +∆GN

)

2AN

] [
cos
(
(N−2k)ω0−2AN

)
t+cos

(
(N+2k)ω0−2AN

)
t
]

−
[
1+

δN−(2∆fN +∆GN
)

2AN

] [
cos
(
(N−2k)ω0+2AN

)
t+cos

(
(N+2k)ω0+2AN

)
t
] }

.(5.57)Te zast¡pienia nie zmieniaj¡ struktury widma, a jedynie lekko przesuwaj¡ lokaliza
j�pików. W sz
zególno±
i, widmo rezonansowe (δN − (2∆fN +∆GN
) = 0) pozostajeidenty
zne, jak dla wielofotonowego przybli»enia RWA wprowadzonego w poprzednimpodrozdziale. Zmianie ulega jedynie warunek rezonansu.Przedstawiony tu formalizm Avetissiana nakªada ograni
zenia na odstrojenia odrezonansu wielofotonowego oraz na nat�»enia stosowany
h pól. W sz
zególno±
i, musiby¢ speªniony warunek

|δN | ≪ ω0 . (5.58)Warunek maªego odstrojenia od ±
isªego rezonansu jest zwi¡zany z obserwa
j¡ nume-ry
zn¡, »e ju» w niewielkiej odlegªo±
i od rezonansu zmienia si� istotnie 
harakter ewo-lu
ji amplitud prawdopodobie«stw. Mianowi
ie, dominuj¡
¡ rol� za
zynaj¡ odgrywa¢szybkie os
yla
je, kosztem wolny
h, który
h amplituda staje si� znikomo maªa. Wzwi¡zku z tym postulat o rozdzieleniu amplitud prawdopodobie«stw na dominuj¡
¡
z�±¢ woln¡ i maª¡ 
z�±¢ szybkozmienn¡, przestaje by¢ uzasadniony. Ponadto, aby x̄N67



i ȳN , okre±lone wzorami (5.56), ewoluowaªy wolno, musi za
hodzi¢
|aN |, |∆fN |, |∆GN

| ≪ ω0 . (5.59)Poniewa» wielofotonowa 
z�sto±¢ Rabiego i przesuni�
ia starkowskie zale»¡ od nat�»eniapola elektry
znego (poprzez argument funk
ji Bessela), to ostatnie zaªo»enie ograni
zamaksymaln¡ warto±¢ nat�»enia. Nale»y w tym miejs
u podkre±li¢, »e mimo i» warto±¢nat�»enia pola elektry
znego lasera jest ograni
zona od góry to, jak zostanie pokazanew rozdziale 5.4, jego dopusz
zalna warto±¢ pozostaje nadal zna
zna i nie pozwala nazastosowanie prostej perturba
yjnej te
hniki ra
hunkowej.5.3 Przypadek niepeªnej degenera
ji poziomów wzbu-dzony
h (ω32 6= 0)W przypadku, kiedy poziomy wzbudzone nie s¡ dokªadnie zdegenerowane, le
z ró»-ni
a energii mi�dzy nimi h̄ω32 jest niewielka, tj. |ω32

ω0
| ≪ 1, wów
zas podej±
ie zapre-zentowane w 
z�±
i 5.2, a zwªasz
za 5.2.3, daje si� stosunkowo ªatwo rozszerzy¢. Prze-analizujmy najpierw funk
j� q(t) dan¡ wzorem (5.11), która pojawia si� w wyra»enia
h(5.10) na F (t) oraz G(t). Wykorzystujemy ponownie rozwini�
ie Fouriera-Bessela, aletym razem dla 
zynnika cos[2φ(t)] tkwi¡
ego w q(t):

cos(2φ(t)) = J0

(
2MR

ω0

f(t)

)
+ 2

∞∑

k=1

J2k

(
2MR

ω0

f(t)

)
cos(2kω0t) . (5.60)Z tego rozwini�
ia oraz symula
ji numery
zny
h wynika, »e istotny wkªad do 
aªkipo 
zasie w q(t) po
hodzi jedynie od funk
ji Bessela zerowego rz�du (J0

(
2MR

ω0
f(t)

)).Stosujemy wi�
 przybli»enie
q(t) ≃ e

−i
ω32
2

∫ t
0

(

1−J0(
2MR
ω0

f(t′))
)

dt′

= e−i∆(t) , (5.61)gdzie ∆(t) = ω32

2

∫ t

0

(
1− J0(

2MR

ω0
f(t′))

)
dt′.W tej sytua
ji zale»ne od 
zasu wspóª
zynniki tkwi¡
e w równania
h (5.8) zostaj¡zmody�kowane tak, »e ω21t → ω̃21(t) = ω21t + ∆(t) oraz ω31t → ω̃31(t) = ω31t −∆(t),
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o daje
F (t) = −ω0

ΩR

MR

∞∑

n=1,3,5,...

nJn

(
MR

ω0
f(t)

)[
ei(nω0−ω21)t + e−i(nω0+ω21)t

]
e−i∆(t),(5.62a)

G(t) = −ω0
ΩR

MR

∞∑

p=2,4,6,...

pJp

(
MR

ω0

f(t)

)[
ei(pω0−ω31)t − e−i(pω0+ω31)t

]
ei∆(t) , (5.62b)

H(t) = −ω32

2

∞∑

k=1,3,5,...

Jk

(
MR

ω0

f(t)

)[
eikω0t − e−ikω0t

]
e−i(ω32t−2∆(t)) . (5.62
)Poniewa» wspóª
zynnik H(t), okre±lony równaniem (5.9
), przyjmuje teraz niezerowewarto±
i, mody�ka
ji ulegn¡ równania na wolnozmienne i szybkozmienne 
z�±
i ampli-tud prawdopodobie«stw x, y oraz z. W pro
edurze Avetissiana, dla 
z�±
i szybkozmien-ny
h znajdujemy nowy w stosunku do równa« (5.46) ukªad, mianowi
ie:

iβ̇x = ȳNfN(t) + z̄NGN(t) , (5.63a)
iβ̇y = x̄Nf

∗
N(t) +HN(t)z̄N , (5.63b)

iβ̇z = x̄NG
∗
N(t) +H∗

N(t)ȳN . (5.63
)Odpowiednikiem równa« (5.50) na 
z�±
i wolnozmienne staje si� teraz ukªad
i ˙̄xN = (∆fN +∆GN

) x̄N − (aN + αN)e
−i(δN t+∆(t))ȳN , (5.64a)

i ˙̄yN = −(∆fN −∆H)ȳN − (aN + αN)e
i(δN t+∆(t))x̄N , (5.64b)

i ˙̄zN = −(∆GN
+∆H)z̄N , (5.64
)gdzie

αN = −iGN (t)

∫
H∗(t′)dt′

|ω32|≪ω0
= ω32

ΩR

MR

∑

p=2,4,···

Jp

(
MR

ω0
f(t)

)
Jp−N

(
2MR

ω0
f(t)

)
p

p−N
(5.65)jest dodatkiem do wielofotonowej 
z�sto±
i Rabiego aN , natomiast

∆H
|ω32|≪ω0

= −iH(t)

∫
H∗(t′)dt′

=
1

2

(
ω32

ω0

)2

ω32J0

(
2MR

ω0
f(t)

) ∑

n=1,3,···

J2
n

(
2MR

ω0
f(t)

)

n2
. (5.66)jest dodatkowym przesuni�
iem starkowskim górny
h poziomów.Zgodnie z powy»szymi równaniami, ogólna posta¢ rozwi¡za« (5.56) pozostaje wmo
y, ale z zamianami aN → aN + αN , ∆fN → ∆fN − ∆H oraz ∆GN

→ ∆GN
+ ∆H .W wyniku ty
h zamian, znajdujemy (dla impulsu prostok¡tnego f(t) = 1) nast�puj¡
¡69



ewolu
j� wolny
h 
z�±
i amplitud prawdopodobie«stw:
xN (t) =

[
cos(ÃN t) + i

δN +∆− 2∆fN −∆GN
−∆H

ÃN

sin(ÃN t)

]
e−i

(δN+∆+∆GN
−∆H )t

2 ,(5.67a)
yN (t) = i

aN + αN

ÃN

sin(ÃN t)e
i
(δN+∆−∆GN

+∆H )t

2 , (5.67b)
zN (t) = 0 , (5.67
)gdzie

ÃN =

√

(aN + αN)2 +

(
δN +∆− (2∆fN +∆GN

+∆H)

2

)2

. (5.68)Z rozwi¡zania (5.67) wnioskujemy o warunku rezonansowym, tj., o tym jaka powinnaby¢ 
entralna 
z�sto±¢ pola lasera, aby osi¡gn¡¢ 
aªkowit¡ inwersj� obsadze« w ukªadzie.Cz�sto±¢ ta musi speªnia¢ warunek
δN +∆− 2∆fN −∆GN

−∆H = 0 . (5.69)Wykorzystuj¡
 de�ni
j� odstrojenia od wielofotonowego rezonansu, δN = ω21 − Nω0,mo»emy ostate
znie poda¢ warto±¢ 
z�sto±
i rezonansowej jako
ωres
0 =

ω21 +∆− 2∆fN −∆GN
−∆H

N
. (5.70)Poniewa» odstrojenia starkowskie ∆fN , ∆GN

oraz ∆H , jak równie» przesuni�
ie ∆,zale»¡ od nat�»enia pola elektry
znego (poprzez argumenty funk
ji Bessela), wi�
 i
z�sto±¢ rezonansowa wykazuje tego rodzaju zale»no±¢.5.4 Wyniki5.4.1 Peªna degenera
ja poziomów wzbudzony
hJako przykªad ukªadu Γ z par¡ zdegenerowany
h poziomów wzbudzony
h wybrali-±my trzy najni»ej le»¡
e stany elektronowe atomu wodoru, tj., |1〉 = |1S〉, |2〉 = |2P 〉i |3〉 = |2S〉. W tym przypadku, energia wzbudzenia wynosi ω21 = ω31 = 3
8
a.u., za±dipolowe momenty przej±
ia to µ12 = 0.745 a.u. oraz µ23 = −3 a.u., sk¡d i
h iloraz

µ12/µ23 = −0.248. Dla wybranego N-fotonowego rezonansu, 
z�sto±¢ rezonansowa za-dana jest wzorem (5.55), mianowi
ie ω0 =
1
N
(ω21 − (2∆fN +∆GN

)). Warto±¢ nat�»eniapola elektry
znego dobieramy tak, aby speªnione byªy warunki (5.58) i (5.59) stoso-walno±
i formalizmu. W sz
zególno±
i, ozna
za to, »e dla wybranego N-fotonowego70



rezonansu musi za
hodzi¢ |aN/ω0| = |N µ12

µ23
JN

(
MR

ω0

)
| ≪ 1. Wybieraj¡
, na przy-kªad, N = 5, z warunku |a5/ω0| ≤ 0.1 wynika ograni
zenia na nat�»enie pola posta
i

MR/ω0 ≤ 3.5. W zwi¡zku z tym, wybieramy MR/ω0 = 1.5, otrzymuj¡
 dla tak zada-ny
h parametrów nat�»eniowy
h warto±
i przesuni�¢ Starka: ∆f5 = −0.00926ω0 oraz
∆G5 = −0.00646ω0. Otrzymujemy st¡d 
z�sto±¢ rezonansow¡ dla 5-fotonowego rezo-nansu równ¡ ω0 = 0.0754 a.u.. Z obli
zonej warto±
i ω0 wynika warto±¢ amplitudynat�»enia pola elektry
znego lasera równa E0 = 1.5ω0/|µ23| = 0.0377 a.u., odpowiada-j¡
a intensywno±
i 1.42 · 10−3 a.u. (tj., 4.99 · 1013 W
m2 ).Je±li 
h
emy okre±li¢ 
zas potrzebny do uzyskania peªnej inwersji obsadze«, to mu-simy przyj¡¢, »e argument funk
ji trygonometry
zny
h tkwi¡
y w rozwi¡zania
h (5.38)(prostok¡tna obwiednia f(t) = 1) lub (5.39) (gªadka obwiednia), jest równy π, 
zyli∫ tp

0

aN (t
′)dt′ = π . (5.71)Dla prostok¡tnej obwiedni impulsu mamy, po prostu,

tp =
π

aN
, (5.72)
o, w przypadku analizowanego ukªadu i zadany
h parametrów, daje warto±¢ 112-
yklipola lasera, 
zyli 0.225 ps. W przypadku impulsu o gªadkiej obwiedni, 
zas potrzebny nauzyskanie peªnej inwersji b�dzie dªu»szy. Wynika to z faktu, »e dla impulsu o zadanym
zasie trwania, powierz
hnia pod gªadk¡ obwiedni¡ jest mniejsza od powierz
hni podprostok¡tem. Aby okre±li¢ zale»no±¢ mi�dzy dªugo±
i¡ impulsu prostok¡tnego prowa-dz¡
ego do peªnej inwersji obsadze« i dªugo±
i¡ impulsu o dowolnej gªadkiej obwiedni,przyrównujemy do siebie odpowiednie pola powierz
hni:

aN tp =

∫ tf

0

aN(t
′)dt′ , (5.73)gdzie tf jest dªugo±
i¡ gªadkiego impulsu, prowadz¡
ego do peªnej inwersji obsadze«.Nast�pnie wykorzystujemy rozwini�
ie funk
ji Bessela [11, 40℄

Jn (zf(t)) = fn(t)
∞∑

k=0

[1/2z (1− f 2(t))]
k

k!
Jn+k(z) . (5.74)Dla argumentów, dla który
h funk
ja Bessela przyjmuje maªe warto±
i sum� po prawejstronie mo»na przybli»y¢ wyrazem z k = 0. Wów
zas

Jn (zf(t)) ≃ Jn(z)f
n(t) . (5.75)Na podstawie tego przybli»enia, warunek (5.73) przyjmuje posta¢

tp = aN

∫ tf

0

fN(t′)dt′ . (5.76)71



Wybieraj¡
 impuls o obwiedni f(t) = sin2
(

πt
tf

) oraz wykonuj¡
 nakazane wzorem (5.76)
aªkowanie znajdujemy, »e dla rezonansu 5-fotonowego
tf =

256

63
tp ≃ 4tp . (5.77)Dla w
ze±niej zadanej 
z�sto±
i ω0 ozna
za to, »e impuls gªadki, by wywoªa¢ peªn¡inwersj�, musi mie¢ dªugo±¢ tf = 0.914 ps.Dla powy»szy
h parametrów nat�»eniowo-
z�sto±
iowy
h, na Rysunku 5.3 przed-stawiamy ewolu
j� popula
ji poziomów oraz koherentn¡ 
z�±¢ widma promieniowa-nia rozproszonego. Rysunki 5.3 a oraz 5.3 b prezentuj¡ ewolu
j� obsadze« poziomupodstawowego, |b1(t)|2, oraz 
aªkowite prawdopodobie«stwo obsadzenia którego± z po-ziomów wzbudzony
h, |b2(t)|2 + |b3(t)|2. Czarna, 
i¡gªa linia wynika z prosty
h roz-wi¡za« anality
zny
h dany
h wzorami (5.56). Linie koloru 
zerwonego i zielonego naRysunku 5.3 a s¡ krzywymi wyzna
zonymi anality
znie z wykorzystaniem formalizmuAvetissiana, przedstawionego w rozdziale 5.2.3. W 
z�±
i b tego rysunku, krzywe o szyb-ki
h os
yla
ja
h (kolor niebieski i br¡zowy) stanowi¡ wynik numery
znego 
aªkowaniawyj±
iowego ±
isªego ukªadu równa« (5.1) dla impulsu o 
zasie narastania równym 10
yklom opty
znym i z funk
j¡ obwiedni f(t) = sin2(ω0t/40), gdzie ω0t/40 ≤ π/2. Po-równanie Rysunków 5.3 a oraz 5.3 b pozwala stwierdzi¢, »e rozwi¡zanie anality
znejako±
iowo dobrze na±laduje rezultaty uzyskane drog¡ numery
znego 
aªkowania. Roz-wi¡zania te nie s¡ jednak identy
zne. Anality
zne i numery
zne prawdopodobie«stwaobsadze« os
yluj¡, jak wida¢, z nie
o innymi 
z�sto±
iami. W warunka
h peªnej inwersjiobsadze«, na Rysunku 5.3 
 pokazano ponadto koherentn¡ 
z�±¢ widma promieniowa-nia rozproszonego (
zerwony kolor - Równanie (5.44), linia przerywana - numery
zne
aªkowanie ukªadu równa« (5.1)). Jak wida¢, widmo wyzna
zone anality
znie zgadzasi� z widmem otrzymanym numery
znie je±li 
hodzi o li
zb� pików, i
h poªo»enia orazwzgl�dne wysoko±
i. Pewne ró»ni
e pojawiaj¡ si� jedynie w wysoko±
i pików.Nale»y podkre±li¢, »e pomini�
ie trze
iego poziomu (2 S) w modelu Γ, prowadzido zupeªnie innej struktury widma. Dla ukªadu dwuzpoziomowego (1 S+ 2 P) i ty
hsamy
h pozostaªy
h parametrów 
o dla ukªadu trójpoziomowego, s
aªkowano nume-ry
znie zredukowany ukªad równa« (5.1). Dla dwupoziomow
a obserwujemy jedynieniezna
zn¡ depopula
j� poziomu podstawowego, za± widmo promieniowania rozproszo-nego (Rysunek 5.3 d) jest zna
znie ubo»sze i zawiera jedynie 
ztery skªadniki spektralne72
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(d)Rysunek 5.3: Pi�
iofotonowy (N = 5) rezonans 1S → 2P w atomie wodoru wywoªany im-pulsem laserowym o polu elektry
znym E0 = 0.0377 a.u. oraz 
z�sto±
i ω0 = 0.0754 a.u..(a) Uzyskane anality
znie ewolu
je obsadze« poziomu podstawowego (kolor 
zerwony) orazsumy obsadze« poziomów wzbudzony
h (kolor zielony). Dodatkowo kolorem 
zarnym ozna-
zono obsadzenia wynikaj¡
e z przybli»ony
h równa« (5.56). (b) Numery
zne rozwi¡zaniarównania (5.1). Kolor niebieski - obsadzenie poziomu podstawowego, kolor br¡zowy - sumaobsadze« poziomów wzbudzony
h, kolor 
zarny - jak w 
z�±
i (a). (
) Koherentna 
z�±¢ widmapromieniowania rozproszonego. Kolorem 
zerwonym ozna
zono przybli»one widmo anality
zne(równanie (5.57)), za± lini¡ przerywan¡ widmo uzyskane numery
znie. Maªe szybkie os
yla
jenaªo»one na woln¡ ewolu
j� w 
z�±
i (a) po
hodz¡ z przybli»onego rozwi¡zania, wykorzystu-j¡
ego formalizm Avetissiana i inny
h, pod
zas gdy krzywa w (b) odpowiada numery
znemurozwi¡zaniu równania (5.1) dla impulsu o 
zasie narastania równym 10-
yklom, a nast�pniestaªej amplitudzie. Jako funk
j� narastania wybrano sin2(ω0t/40). W 
z�±
i (
), numery
znewidmo (linia przerywana) zostaªo uzyskane dla pola z t¡ sam¡ funk
j¡ wª¡
zania 
o w (b).(d) Numery
znie wyzna
zone widmo koherentnego rozpraszania przez ukªadu dwupoziomowyotrzymany w wyniku pomini�
ia trze
iego stanu na Rysunku 5.1.
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(ω0, 3ω0, 5ω0, 7ω0). Dodatkowo, trze
ia i siódma harmoni
zna s¡ zna
znie sªabiej wy-artykuªowane ni» dla trójpoziomow
a. Widzimy wi�
, »e obe
no±¢ trze
iego poziomu(2S), silnie sprz�»onego z drugim poziomem wzbudzonym (2P), zna
z¡
o mody�kujeodpowied¹ ukªadu na pole lasera, pozwalaj¡
 na efektywniejsze wzbudzenia wielofoto-nowe oraz zna
znie silniejsz¡ genera
j� wy»szy
h harmoni
zny
h.5.4.2 Niepeªna degenera
ja poziomów wzbudzony
h
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(d)Rysunek 5.4: Dziewi�
iofotonowy rezonans (N = 9) w jonie molekularnym N4+
2 wywoªanywi¡zk¡ lasera o polu elektry
znym E0 = 0.099 a.u. i 
z�sto±
i rezonansowej ω0 = 0.0754 a.u.(ω0 taka sama jak na Rysunku 5.3). Opis jak na Rysunku 5.3. (d) Numery
znie otrzymanewidmo koherentnego rozpraszania dla ukªadu dwupoziomowego, otrzymanego przez pomini�
ietrze
iego stanu w ukªadzie z Rysunku 5.1.W przypadku niepeªnej degenera
ji poziomów wzbudzony
h wykorzystamy para-metry obli
zone przez Gibsona [25℄ dla jego modelu homoj¡drowy
h jonów molekular-74



ny
h o parzystym ªadunku dodatnim N4+
2 . Jak wynika z rysunków 10 oraz 11 pra
yGibsona [26℄, gdy odlegªo±¢ mi�dzyj¡drowa wynosi 3.5 a.u, trzy najni»sze poziomy mo-lekularne s¡ rozmiesz
zone w ten sposób, »e ω21 = 0.6685 a.u. i ω32 = 0.0167 a.u..Ponadto, ma
ierzowe elementy dipolowe przej±¢ s¡ wtedy równe µ12 = 0.503 a.u. oraz

µ23 = 3.033 a.u.. Dla ilustra
ji, zakªadamy rezonans 9-fotonowy (N = 9), dla któ-rego przewidywana 
z�sto±¢ rezonansowa, wynikaj¡
a z równania (5.70), wynosi ω0 =

1
9
(ω21+∆− (2∆f9 +∆G9)+∆H). Przyjmuj¡
 ograni
zenie na nat�»enie pola elektry
z-nego w posta
i |a9/ω0| ≤ 0.1, znajdujemy, »e musi ono speªnia¢ wymóg MR/ω0 ≤ 7.15.Wybieramy wi�
 MR/ω0 = 4. Dla tej warto±
i parametru MR/ω0 i prostok¡tnej ob-wiedni impulsu wyzna
zono niezb�dne parametry: ∆ = 0.0069 a.u., ∆f9 = −0.0155ω0oraz ∆G9 = −0.014ω0. Warto±¢ 
z�sto±
i rezonansowej dla tego parametru nat�»e-niowego jest równa ω0 = 0.0754 a.u., a zatem przypadkowo wynosi tyle samo, 
o wrozwa»anym w
ze±niej rezonansie 5-fotonowym w atomie wodoru. Dla tak wyzna
zonej
z�sto±
i rezonansowej ω0 uzyskujemy separa
j� poziomów wzbudzony
h ω32/ω0 = 0.22oraz amplitud� pola elektry
znego E0 = 0.099 a.u.. Ta amplituda przekªada si� nanat�»enie wi¡zki lasera równe 0.0098 a.u. (3.44 · 1014 W
m2 ). Zgodnie z analiz¡ Gibsona[26℄, w polu o tym nat�»eniu ewolu
ja obsadzenia w rze
zywistym jonie molekularnymodbywa si� prakty
znie tylko w obr�bie jego trze
h najni»ej poªo»ony
h poziomów. Po-dobnie jak poprzednio, wyzna
zamy nast�pnie 
zas potrzebny do uzyskania peªnegoprzepompowania obsadzenia z poziomu podstawowego do poziomów wzbudzony
h. Zwarunku (5.72) wynika, »e 
zas ten jest równy 128-
yklom, a wi�
 wynosi 0.335 ps.Dla wybrany
h wy»ej parametrów nat�»eniowo-
z�sto±
iowy
h, Rysunek 5.4 przed-stawia ewolu
j� prawdopodobie«stw obsadze« poziomów oraz widmo promieniowaniarozproszonego. Jak wida¢, zgodno±¢ wyników anality
zny
h z numery
znymi jest wtym przypadku podobna jak dla przypadku atomu wodoru (Rysunek 5.3). Charakte-rysty
zne jest to, »e widmo generowane przez ukªad molekularny jest bogatsze. Za-wiera ono bowiem 12 linii, w porównaniu do tylko 6 linii spektralny
h znajduj¡
y
hsi� w widmie ±wiatªa rozproszonego przez atom wodoru. Widmo dla takiego ukªadutrójpoziomowego jest jedno
ze±nie zna
znie bogatsze od widma odpowiedniego ukªadudwupoziomowego, powstaªego przez pomini�
ie najwy»ej poªo»onego poziomu wzbu-dzonego. Widmo takiego ukªadu dwupoziomowego zaprezentowano na Rysunku 5.4 d.75



Zawiera ono tylko 
ztery skªadowe spektralne, które s¡ wyra¹nie sªabiej wyartykuªowaneni» odpowiednie skªadniki widma trójpoziomow
a.5.5 PodsumowanieW tym rozdziale przeprowadzono anality
zne rozwa»ania doty
z¡
e wielofotonowy
hwzbudze« w trójpoziomowy
h ukªada
h typu Γ. Rozwa»ano tak»e genera
j� harmoni
z-ny
h umiarkowanie wysokiego rz�du przez takie ukªady. Niezwykle istotn¡ wªasno±
i¡rozwa»any
h ukªadów byªa zna
zna odlegªo±¢ mi�dzy poziomem podstawowym a par¡
aªkowi
ie lub 
z�±
iowo zdegenerowany
h poziomów wzbudzony
h. Ponadto, w ty
hukªada
h element ma
ierzowy sprz�»enia dipolowego mi�dzy poziomami wzbudzonymibyª zna
znie wi�kszy ni» odpowiedni element sprz�»enia mi�dzy poziomem podstawo-wym a poziomem wzbudzonym o prze
iwnej parzysto±
i.W sz
zególno±
i, rozwa»ono 5-fotonowe wzbudzenie w atomie wodoru oraz 9-fotonowewzbudzenie w jonie molekularnym N4+
2 . Pokazano, »e mo»liwe jest uzyskanie peªnejinwersji obsadze« w ty
h ukªada
h w wyniku i
h oddziaªywania z subpikosekundo-wymi impulsami lasera o umiarkowanym nat�»eniu (5 · 1013 W
m2 dla atomu wodoru oraz

3.44 · 1014 W
m2 dla jonu molekularnego). W obu przypadka
h znaleziona 
z�sto±¢ rezo-nansowa wynosiªa 0.0754 a.u. (2.05 eV).Ponadto, obli
zono koherentn¡ 
z�±¢ widma promieniowania rozproszonego przezbadane ukªady. Widmo skªadaªo si� z harmoni
zny
h nieparzystego rz�du i byªo bo-gatsze ni» z ukªadu dwupoziomowego skªadaj¡
ego si� z poziomu podstawowego i tylkojednego poziomu wzbudzonego.Otrzymane rozwi¡zania anality
zne zgadzaªy si� do±¢ dobrze jako±
iowo z rozwi¡za-niami numery
znymi. Pewne ró»ni
e ilo±
iowe doty
zyªy 
z�sto±
i ewolu
ji prawdopo-dobie«stw obsadze« oraz wysoko±
i niektóry
h skªadników spektralny
h i wysoko±
i tªawidma. Obserwowane ró»ni
e ilo±
iowe mog¡ by¢ spowodowane niezupeªnie dokªadnymokre±leniem 
z�sto±
i rezonansowej ω0. Stwierdzono, »e niewielka zmiana anality
znieobli
zonej 
z�sto±
i rezonansowej prowadziªa do uzyskania lepszej zgodno±
i mi�dzykrzywymi anality
znymi i numery
znymi.
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Rozdziaª 6
Podsumowanie

W niniejszej pra
y przedstawiono anality
zny opis wielofotonowy
h wzbudze« wefektywnie trójpoziomowy
h ukªada
h atomowy
h i molekularny
h w kon�gura
ji Λ i
Γ. 1. Dla ukªadów trójpoziomowy
h w kon�gura
ji Λ, ze sªabo depopulowanym po-ziomem podstawowym, opra
owano anality
zny formalizm perturba
yjny (roz-dziaª 3). Zostaª on oparty na ukªadzie dwó
h sprz�»ony
h nieliniowy
h równa«ró»ni
zkowy
h na zmienne b�d¡
e ilorazami odpowiedni
h amplitud prawdopodo-bie«stw. Wykorzystuj¡
 ten formalizm wyzna
zono ewolu
je amplitud prawdopo-dobie«stw w grani
y niski
h 
z�sto±
i (ω0 ≪ ω21) i sªabego sprz�»enia (ΩR/ω21 ≪

1). Te amplitudy posªu»yªy do obli
zenia koherentnego i peªnego widma ±wiatªarozproszonego dla ró»ny
h parametrów nat�»eniowo-
z�sto±
iowy
h oraz ró»ny
hksztaªtów obwiedni impulsu. Stwierdzono, »e widmo rozpraszania przez ukªadytrójpoziomowe jest bogatsze ni» przez dwupoziomowe. Zwró
ono uwag� na wpªywksztaªtu impulsu na widma. Znaleziono istotne ró»ni
e mi�dzy widmem peªnym ijego koherentn¡ 
z�±
i¡ w sz
zególno±
i, zwró
ono uwag� na maskowanie pewny
hskªadowy
h widma koherentnego przez wysokie tªo wynikaj¡
e z niekoherentnej
z�±
i peªnego widma.2. W dalszej 
z�±
i (rozdziaª 4) rozszerzono opis za
howania ukªadów trójpoziomo-wy
h w kon�gura
ji Λ tak by obj¡ª on przypadek silnej depopula
ji poziomupodstawowego. Przypadek ten ma miejs
e w warunka
h parzystofotonowego re-zonansu mi�dzy dwoma najni»ej poªo»onymi stanami ukªadu. Opra
owano ana-77



lity
zny formalizm ra
hunkowy, który opieraª si� na dwó
h przybli»enia
h: adia-baty
znej elimina
ji prakty
znie nieobsadzanego stanu najwy»szego ukªadu orazuogólnionym (wielofotonowym) przybli»eniu wiruj¡
ej fali. W rama
h tego forma-lizmu znaleziono wyra»enia opisuj¡
e ewolu
je obsadze«, w tym wzór na wielofo-tonow¡ 
z�sto±¢ Rabiego z jak¡ wymieniane jest obsadzenie mi�dzy rezonansowosprz�»onymi poziomami dolnymi. Wyprowadzono równie» warunek na dªugo±¢impulsu gwarantuj¡
¡ osi¡gni�
ie peªnej inwersji obsadze« w wyniku wielofotono-wy
h wzbudze« w ukªadzie. Ponadto, obli
zono widmo koherentnego rozpraszaniawskazuj¡
 na dubletow¡ struktur� generowany
h harmonik 
z�sto±
i lasera.3. Dla trójpoziomowego ukªadu w kon�gura
ji Γ (rozdziaª 5) rozszerzono formalizmyanality
zne Gibsona oraz Avetissiana i wspóªpra
owników. Wykorzystuj¡
 rozsze-rzone wersje ty
h podej±¢ wyzna
zono ewolu
je amplitud prawdopodobie«stw wwarunka
h wielofotonowego rezonansu mi�dzy poziomem podstawowym a jednymz poziomów wzbudzony
h. Wyprowadzono warunek na wymagan¡ 
z�sto±¢ rezo-nansow¡ lasera, jak równie» warunek na 
zas oddziaªywania potrzebny do uzyska-nia peªnej inwersji obsadze«. Potwierdzono na drodze anality
znej, »e silnie sprz�-»ona para poziomów wzbudzony
h, 
harakteryzowana du»ym dipolem przej±
ia,jest zasadni
zym 
zynnikiem warunkuj¡
ym efektywne wzbudzenia wielofotonowew ukªadzie Γ. Pokazano, »e trójpoziomowy ukªad Γ jest zna
znie efektywniejszymgeneratorem umiarkowanie wysoki
h harmonik 
z�sto±
i lasera ni» ukªad dwupo-ziomowy. Otrzymane wyniki wskazuj¡ na mo»liwo±¢ wydajnej genera
ji wy»szy
hharmonik 
z�sto±
i lasera w rama
h me
hanizmu, który anga»uje wyª¡
znie stanyzwi¡zane ukªadu. Ten me
hanizm istotnie ró»ni si� od powsze
hnie uznanego me-
hanizmu trójstopniowego zªo»onego z po
z¡tkowej wielofotonowej joniza
ji, po-tem rozpraszania swobodnego elektronu na jonie w asy±
ie pola lasera i w ko«
urekombina
ji szybkiego elektronu poª¡
zonej z emisj¡ wysokoenergety
znego fo-tonu [41℄.4. Stwierdzono dobr¡ jako±¢ wªasny
h przybli»ony
h podej±¢ anality
zny
h (roz-dziaªy 3, 4 i 5) na drodze porównania wyników jakie daj¡ te podej±
ia z wynikamirozwi¡za« od po
z¡tku do ko«
a numery
zny
h. Zasadni
ze elementy opra
owa-ny
h podej±¢ zostaªy opublikowane w trze
h artykuªa
h (Phys. Rev. A 80, 03383478



(2009); J. Phys. B : At. Mol. Opt. Phys. 44, 105502 (2011); Phys. Rev. A 82,023804 (2010))
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