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PROBLEM WSPOLLINIOWOSCI ZMIENNYCH W EKONOMETRII

W pracy niniejszej poswigcimy, uwage sprawie o powaznym znacze-
niu, a mianowicie wspotliniowosci (multicollinearity) zmiennych. Prob-
lem ten jest o tyle wazny, ze — jak wiemy — Ww nowoczesnej ekono-
metrii duza uwage przywiazuje si¢ do analiz typu dynamicznego.

Bedziemy przy tym odrézniaé wspdiliniowo$é doktadna (perfect multi-
collinearity) od przyblizonej. W pierwszym przypadku wektory zmien-
nych objasniajacych X,,..., X, sa liniowo zalezne i jeden z nich jest
kombinacja liniowa pozostatych, w drugim wektory te sa liniowo nie-
zalezne, a jeden z nich stanowi w przyblizeniu kombinacj¢ pozostatych
wektorow.

Doktadna wspétliniowo$é¢ zmiennych uniemozliwia estymacje parame-
trow klasyczna metoda najmniejszych kwadratéw. Wspotliniowosé przy-
blizona takiej estymacji nie wyklucza, jednakze pojawiajace si¢ biedy
$rednie szacunku parametréw sa w tym przypadku nadmierne, a w
stosunku do warto$ci ocen parametrow, wiele zmiennych objasniajacych
ma charakter statystycznie nieistotny.

Wspétliniowo$¢ przyblizona, czyli nadmierne skorelowanie migdzy
zmiennymi', jest pojeciem ztozonym. Wynikaja stad tez ogromne trud-
nosci jego poprawnego zdefiniowania. Zauwazmy, ze zjawiska tego nie
mozna opisa¢ za pomoca réwnania parametrycznego, tzn. tak, jak czyni
sic to np. w przypadku autokorelacji sktadnika losowego. Warto rowniez
pamictaé¢ o tym, iz wspotliniowo$¢ jest wlasnoscia zaobserwowanej proby
(zmiennych objasniajacych). Miedzy natezeniem tego zjawiska w zaob-

' Warto tu zwrécié uwage, ze moéwiac o skorelowaniu zmiennych, powinni$émy
zatozy¢ losowo$¢ tych zmiennych. W standardowym modelu liniowym przyjmuje
sie natomiast nieweryfikowalne zatozenie, ze zmienne objasniajace sa nielosowe,
to za$ oznacza, ze wspOtczynnik korelacji liniowej r, migdzy zmiennymi X, i X
(i, j=1, ..., k,; i=1) powinien by¢ interpretowany jako miernik, ktéry przyjmuje
wartodci z przedziatu (—1, +1). Nie mozna zatem na jego podstawie prowadzié
wnioskowania statystycznego.
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serwowanej probie a okreslonymi parametrami zbiorowosci generalnej
nie ma zadnego zwiazku.

Zagadnienie wspdtliniowodci statystycznej ’ jest jednym z tych prob-
leméw, ktére od dawna interesuja ekonometrykow. Problematyka ta
do$¢ czesto gosci na tamach czasopism naukowych, a nawet stanowi
przedmiot opracowan monograficznych’. Nic w tym dziwnego. Jest to
bowiem jeden 2z kluczowych probleméw drazacych umysty oséb zaj-
mujacych si¢ sprawami modelowania i prognozowania ekonometrycz-
nego. Podejmowane jednak w Polsce i innych krajach wysitki na rzecz
choéby tylko ograniczenia intensywnosci wystgpowania wspdtliniowos$ci
okazuja si¢ jak dotad mato skuteczne.

W tym miejscu warto wspomnieé¢, ze juz w latach trzydziestych obec-
nego stulecia zaczeto zdawaé sobie sprawe z powaznych konsekwencji
wystepowania zjawiska wspotliniowo$ci w zaobserwowanej probie. Pierw-
szym, ktory zwrécit na to uwage, byt R. Frisch® Zapoczatkowal on sy-
stematyczne badania w tym zakresie, ktore obecnie dzieki komputerom
pozwalaja na przeprowadzanie duzej liczby doswiadczen, kazdorazowo
zmieniajac liczbe badanych zmiennych objasniajacych oraz réznicujac
narastanie mocy wspé6tliniowoéci miedzy nimi’.

Rozwazania na temat wspdtliniowosci zmiennych sa prowadzone w za-
lezno$ci od sformutowanego uprzednio celu badania ekonometrycznego,
a mianowicie celu analitycznego lub celu predyktywnego.

Pierwszy z wymienionych celéw sktania badaczy do wyboru takich

> W wielu pracach wspétliniowoéé jest definiowana jako prawie doktadna
zalezno$¢ liniowa migdzy zmiennymi objasniajacymi. W literaturze przedmiotu
tego rodzaju prawidtowo$é okreslana jest jako wspdtliniowo$¢é prawie doktadna,
wspotliniowo$¢ wielokrotna lub tez jako taczna korelacja. Por. w tej .sprawie np.
prace A. Zeliasla, Z problematyki badania wspdtliniowosci w modelach ekonome-
trycznych, Przeglad Statystyczny 1977, z. 2.

* Por. np. prace: M. Gruszczynski, M. Koilupa, E. Leniewska, G. Napiérkowski,
Miary  zgodnosci, metody doboru  zmiennych, problemy  wspdtliniowosci, ~ Warszawa
1979; T. Grabinski, S. Wydymus, A. Zielia$, Metody doboru zmiennych w modelach
ekonometrycznych, Warszawa 1982; J. Jakubczyc, Wspdtliniowos¢ statystyczna, War-
szawa 1987. O zagadnieniach tych traktujg takze prace: R/S. Pindyck, D. L. Rubin-
feld, Econometric Models and Economic Forecasts, New York 1981; G. C. Chow,
Econometrics, Auckland 1983; T. W. Mirer, Economic Statistics and Econometrics,
New York 1983; D. Gujarati, Basic Econometrics, Auckland 1985.

* R. Frisch, Statistical Confluence Analysis by Means of Complete Regression
Systems, Institute of Economics, Oslo University 1934, nr 5.

* Por. przyktadowo: M. Gruszczynski, WspdHiniowosé zmiennych i jej wplyw
na estymacjq modeli ekonometrycznych (rozprawa doktorska), Warszawa 1977 (ma-
szynopis); M. Kosiorowska, Wielokrotna wspétliniowos¢ zmiennych i jej wplyw na
efektywnos¢  estymacji  parametrow  modeli  ekonometrycznych  (rozprawa  doktorska),
Akademia Ekonomiczna w Krakowie, Krakéw 1979 (maszynopis); E. Maksymiak,
Analiza  odpornosci  ocen  parametrow  modelu  ekonometrycznego w  warunkach
wspotliniowosci  zmiennych  objasniajqcych  (rozprawa  doktorska), Akademia Eko-
nomiczna w Krakowie, Krakéow 1987 (maszynopis).
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zmiennych objasniajacych, przy ktérych pojawiaja sie oceny parametrow
istotnie rézne od zera. Dodatkowo, oceny te powinny by¢ efektywne, tzn.
takie, dla ktérych wariancje beda mozliwie mate, za$§ ich znaki zgodne
z merytorycznymi oczekiwaniami.

Drugi z wymienionych celéw prowadzi do wyboru takich zmiennych
objasniajacych, ktére utworza hiperptaszczyzne regresji najlepiej dopa-
sowana do danych empirycznych. Mniej uwagi zwraca si¢ natomiast
na silne liniowe powiazania mi¢dzy zmiennymi objasniajacymi, gdyz
zmienne skazone wspotliniowo$cia moga dawaé zadowalajaca predykcje
(trafne prognozy).

Nalezy podkresli¢, ze w wigkszos$ci prac poswieconych istocie wspot-
liniowo$ci wyraznie akcentowany jest fakt, iz w rozwazaniach uwzgled-
nia si¢ analityczny cel badania ekonometrycznego, gdyz probujemy po-
zna¢ przyczynowo-skutkowy charakter powiazan miedzy badanymi
zZmiennymi.

Zauwazmy, iz w ramach omawianego kierunku poszukiwan, prowa-
dzacy badania moze zastanawiaé sie¢ nad zrédtami (przyczynami) powsta-
wania wspétliniowos$ci, pomiarem stopnia jej intensywnosci lub tez me-
todami szacowania parametrow modelu, w przypadku wykrycia w nim
silnego skorelowania zmiennych objasniajacych. W nurcie tych zywych
i mnozacych sic badan zrobiono wiele, lecz rzeczywisto$¢ gospodarcza
weryfikuje sens i konieczno$é¢ dalszych tego rodzaju poszukiwan.

Zrodta wspotliniowosdci zmiennych ekonomicznych maja gtdéwnie cha-
rakter obiecktywny, jako ze zmienne objasniajace sa odzwierciedleniem
okre$lonych logicznie powiazanych ze soba zjawisk ekonomicznych (np.
majatek trwaty i zatrudnienie w funkcji produkcji). Dlatego tez bardzo
wiele zmiennych ekonomicznych jest mocno wspétzalezna®. Jako obiek-
tywna przyczyne wspotliniowosci wymienia sie tez fakt uwzglednienia
w modelu zmiennych opdznionych w czasie. Uwzgledniajac powyzsze,
mozemy np. napisaé:

Yr:fxl+'12Xr+9(3Xr--|+'354X:—2+:’('5Xr—3+”:~ (1)

gdzie Yt jest poziomem konsumpcji, X¢ oznacza dochdd, a1, ..., a5 sa pa-
rametrami, u, za$ jest sktadnikiem losowym.

Jesli opdznienie nie jest duze, to mozna oczekiwaé silnego skorelo-
wania zmiennych bez opdznien ze zmiennymi opdznionymi. Sa tez inne
subiektywne przyczyny pojawiania si¢ wspotliniowosci. Wspdtliniowoséd
moze wystapi¢ na skutek nadmiaru zmiennych objasniajacych wprowa-
dzonych do modelu, blednego wyboru schematu losowania préby, nie-

® Warto podkre$lié, ze problem taki nie wystgpuje np. w naukach przyrod-
niczych, gdyz badania naukowe prowadzi si¢ na podstawie danych dostarczonych
przez eksperymenty, a doswiadczenia planuje si¢ w taki sposéb, aby zmienne
objasniajace byly nieskorelowane (ortogonalne).
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wlasdciwego sposobu gromadzenia danych liczbowych pochodzacych z tego
samego okresu, niedostatecznej iloSci i jako$ci informacji w posiadanej
prébie’ (nieinformatywnoéé danych), blednie wyspecyfikowanych réw-
nan modelu itd.

II

Dos¢ powszechne jest przekonanie, iz wspodtliniowos¢ utrudnia badz
wrecz uniemozliwia poznanie wzajemnych ilo$ciowych powiazan miedzy
zmiennymi ekonomicznymi. Obecno$¢ tego zjawiska moze wigc pozba-
wi¢ ekonometryka argumentéw przemawiajacych za celowo$cia stosowa-
nia modeli ekonometrycznych w praktyce.

W zwiazku z tym przychyli¢ si¢ nalezy do stanowiska wielu autoréow
zajmujacych si¢ problematyka wspdétliniowosci, iz mniej wazne sa przy-
czyny wystepowania wspotliniowosci, natomiast bardziej — szkodliwe
dla oszacowan stany jej nat¢zenia, ktdre przyczyniaja si¢ do spadku
efektywno$ci jednej z najpopularniejszych metod estymacji, a miano-
wicie klasycznej metody najmniejszych kwadratéw®. Wartoéci ocen pa-
rametrow wyznaczone ta metoda sa wowczas nie do zaakceptowania, gdyz
sa niestabilne’ i nieodporne, ich btedy standardowe sa zbyt duze oraz
wystepuja przy nich niewlasciwe znaki (otrzymane oceny parametrow
sa tego rodzaju, iz ktdca si¢ z ugruntowana teoria ekonomiczna i zdro-
wym rozsadkiem), co w konsekwencji prowadzi do wnioskéw jedno-
stronnych i mylacych'. Wzrasta takze niebezpieczenistwo popetnienia

7 Nalezy tu zwréci¢ uwage na wystepujace uwarunkowanie sity powiazan mie-
dzy zmiennymi od zawartej w probie ilo$ci i jako$ci informacji. W literaturze
polskiej problematyka jako$ci danych statystycznych zostata szczegétowo przedsta-
wiona w monografii J. Kordosa, Doktadnos¢ danych w badaniach spotecznych,
Warszawa 1987.

® Zauwazmy, ze na spadek efektywnoséci ocen otrzymanych klasyczna metoda
najmniejszych kwadratow obok wspdtliniowo$ci wptywa tez autokorelacja czy he-
teroscedastyczno$¢ sktadnika losowego.

’ Warto tutaj zauwazyé, ze oszacowane modele ekonometryczne sa m. in.
wykorzystywane do budowy prognoz oraz do komputerowej symulacji przebiegu
zjawisk. Uzyteczno$¢ tego rodzaju analiz zalezy za$ od stabilno$ci wyznaczonych
warto$ci ocen parametréw. Wielko$ci te nie powinny zatem zbyt si¢ zmieniad,
gdy zaobserwowane zmiany w probie sa relatywnie mate.

" Na ten temat pisze Z. Hellwig w pracy Przechodnios¢  relacji skorelowania
zmiennych losowych [ ptynqce stqd wnioski ekonometryczne, Przeglad Statystycz-
ny 1976, z. 1, w ktdrej proponuje poréwnywaé ze soba znak oceny parametru réw-
nania regresji ze znakiem wspdtczynnika korelacji liniowej migedzy odpowiednia
zmienna objadniajaca a zmienna objasniana. Z. Hellwig zaproponowat tez, by wy-
razenie: sgn(ey)=sgn(ry) (=1, ..., k), gdzie a, jest j-ta ocena parametru a, wy-
znaczona na podstawie zestandaryzowanych danych, a r;=r (Y, X,) oznacza wspo6t-
czynnik korelacji liniowej pomigdzy zmiennymi Y a Xj; przy czym 70, 1371,
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btedu polegajacego na usunigciu z modelu istotnych zmiennych objas$nia-
jacych. W takiej sytuacji nie mozna ustali¢ jednoznacznie, ktére zmienne
ekonomiczne sposréd danego zbioru {X,, ..., X,} maja najwigkszy wptyw
na przebieg badanego zjawiska, a odpowiedz taka jest przeciez bardzo
istotna. Dodajmy jeszcze, ze jezeli w zbudowanym modelu znajda si¢
zmienne objasniajace skazone wspotliniowos$cia, to mozna uzyskaé w spo-
séb sztuczny wysoki stopien dopasowania modelu do danych empirycz-
nych — mierzony np. wspdtczynnikiem korelacji wielowymiarowej R.
Wysoka warto$¢ tego wspdiczynnika bedzie jednak m. in. wynikiem sil-
nego skorelowania zmiennych objasniajacych.

Dla zagadnien wspotliniowos$ci ciagle aktualne sa kierunki poszukiwan
innych, lepszych metod estymacji, ktéro nie reagowalyby na wplyw
wspotliniowosci. Do eliminowania statystycznych konsekwencji wzajem-
nego skorelowania zmiennych objasniajacych przy estymacji parame-
tréow modeli ekonometrycznych stuza metody ortogonalizacyjne'', a wérdd
nich metoda Grama-Schmidta, ktdéra polega na takim przeksztatceniu
kolumn macierzy X warto$ci oryginalnych zmiennych objasniajacych
X, ..., X, aby kazda nowo utworzona kolumna byta ortogonalna do
wszystkich wczesdniej przeksztalconych. Algorytm Grama-Schmidta
wprawdzie skutecznie usuwa wspotliniowosé, ale brak przekonywajacych
wskazéwek co do wyboru kolumny wyj$ciowej, wzgledem ktérej bytly
ortogonalizowane nastepne kolumny macierzy X nalezy uznaé za istotna
wade¢ dziatania tej procedury.

Wsérdd metod ortogonalizacyjnych na uwage zastuguje takze metoda
gtéownych sktadowych (the method of principal components), ktora pole-
ga na zastapieniu skorelowanych pierwotnych zmiennych objasniajacych
nowymi zmiennymi (sktadowymi) (na ogdét jest ich mniej), ktdére nie sa
skorelowane miedzy soba'’. Stad wniosek, ze metoda gtéwnych sktado-
wych daje mozliwo$¢ urzeczywistnienia warunku ortogonalno$ci zmien-
nych objasniajacych. Nie odmawiajac zalet tej metodzie (modele kono-
metryczne otrzymane na omawianej drodze maja estymatory o wysokiej
efektywnos$ci), nie sposdéb nie wspomnieé¢ tu o trudno$ciach pojawiaja-
cych sie przy interpretacji ekonomicznej ocen parametréw wystepuja-
cych przy nowych zmiennych, ktére z definicji swojej sa ortogonalne.

a sgn jest znakiem przyjmowanym przez dana wielko$¢, nazywaé kryterium ko-
incydencji.

""Por. w tej sprawie prace: Z. Hellwig, Zastosowanie przeksztatcenia ortogo-
nalnego do wyznaczania dopuszczalnych wartosci  zmiennych objasniajgcych w  mo-
delu ekonometrycznym, Przeglad Statystyczny 1974, z. 3 oraz L. J. Jasinski, Algo-
rytm  ortogonalizacyjny w  metodzie najmniejszych  kwadratow, Przeglad Statystycz-
ny 1975, z. 3.

> Teoretyczne i praktyczne omoéwienie probleméw tej metody znajdzie czy-
telnik np. w pracy A. Zeliasia, Analiza czynnikowa jako metoda doboru zmien-

nych w modelach ekonometrycznych, Zeszyty Naukowe Akademii Ekonomicznej
w Krakowie 1980, nr 131.
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Badania nad tymi problemami znacznie rozwingly si¢ kiedy ukazata
sic praca A. E. Hoerla i R. W. Kennarda", gdzie autorzy zdefiniowali
estymator otrzymany metoda regresji grzbietowej (krawedziowej) (ridge
regression method). Dodanie do elementéw gtéwnej przekatnej macierzy
momentéw X'X pewnej nieujemnej statej '* w, przy czym warto$é statej
w jest nieznana, wptywa na poprawe¢ uwarunkowania tej macierzy. Oka-
zuje si¢, ze elementy diagonalne macierzy wariancji i kowariancji esty-
matora grzbietowego postaci

a,(w)=(X"X+wD)™ X"y, (2)

gdzie: X jest (nXk)-wymiarowa_ nielosowa macierza wartosci zmiennych
objasniajacych, y oznacza (nX1)-wymiarowy wektor losowy, I jest ma-
cierza jednostkowa, w za$ jest pewnym nielosowym wspotczynnikiem,
przy czym w==0, sa mniejsze od odpowiednich elementéw diagonalnych
macierzy wariancji i kowariancji estymatora otrzymanego klasyczna me-
toda najmniejszych kwadratéw. Podstawowym problemem tej metody
jest odpowiedni wybdr statej w. Ma ona wplyw zarédwno na wielko$¢
obciazenia estymatoréw grzbietowych, jak i na ich wariancje'.
Kolejnym problemem, ktéry sic tu nasuwa, jest wybor odpowiedniego
miernika, za pomoca ktérego bedzie mozna mierzy¢ intensywno$¢é wyste-
powania wspdtliniowo$ci. Istnieje wiele réznych sposobow postgpowania,
ktérych celem jest wykrywanie i mierzenie stopnia natezenia wspotlinio-
wosci. Mozna wyrdzni¢ tutaj nastepujace mierniki wspétliniowosci: wspot-
czynnik korelacji liniowej'®, wspdtczynnik korelacji czastkowej, wspot-
czynnik korelacji wielowymiarowej, wyznacznik macierzy momentéw
X"X, wspdétczynnik B. Schipsa i W. Stiera'’, wsp6tczynnik H. Theila ",

“ Por. A. E. Hoerl, R. W. Kennard, Ridge Regression: Application to Nonortho-
gonal Problems, Technometrics 1970, nr 1.

"W innych rozwiazaniach wspétczynnik w interpretuje si¢ jako zmienna lo-
sowa lub tez zastgpuje macierza.

" Odpowiednie techniki ustalania wartoéci w sa szczegdtowo opisane w pracy
A. E. Hoerla i R. W. Kennarda, Ridge Regression: Biased Estimation for Nonor-
thogonal Problems, Technometrics 1970, nr 1, a takze w artykutach D. K. Guilkey
i J. L. Murphy, Directed Ridge Regression Techniques in Cases of Multicollinearity,
Journal of the American Statistical Association 1975, vol. 70 oraz J. Osiewalskiego,
Regresja  grzbietowa.  Zastosowanie  estymatorow  obciqionych ~w  przypadku  silnej
korelacji w zbiorze zmiennych objasniajqcych, Przeglad Statystyczny 1980, z. 1-2.
Zalecane jednak procedury wyboru wartosSci statej w sa pozbawione wszelkich
podstaw merytorycznych.

' Zamiast wspdétczynnika korelacji liniowej uwzglednié mozna miare odlegto-
§ci (np. odlegtos¢ euklidesowa lub miejska).

" B. Schips i W. Stier proponuja pomiar sity wspétliniowoéci za pomoca

k
wspOtczynnika: y=R* — Z aj gdzie r§ jest wspdtczynnikiem korelacji liniowej zmien-
=

nej objasniajacei X _ ze zmienna objasniana Y. Wspotczynnik y przyjmuje wartosé

z przedziatu {—k-+1, 0) przy czym wartodci bliskie —k+] sa oznaka silnej
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rzad wspolliniowoéci L. J. Jasinskiego'”, minimalna wartoéé wtasna ma-
cierzy’ X'X oraz wskaznik uwarunkowania macierzy X. Spoéréd wy-
mienionych tu propozycji do szczegdtowej analizy nalezy wybraé tylko
te, ktére uchodza za bardzo skuteczne w danych warunkach®. Przepro-
wadzone przez J. Jakubczyca® badania potwierdzity przypuszczenia, iz
w $wietle przyjetych kryteriéw ,,dobroci" miernika wspdtliniowosci,
miernikami najlepszymi okazaty sic wspdiczynnik korelacji wielowymia-
rowej R oraz wskaznik uwarunkowania macierzy X, ktory jest réwny
pierwiastkowi kwadratowemu z ilorazu maksymalnej i minimalnej war-
toéci wrasnej macierzy X'X. Wsp6tliniowoéé zachodzi wéwczas, gdy war-
to$¢ tego wskaznika jest odpowiednio wysoka. Niestety, wskaznik uwa-
runkowania nie jest miara unormowana (wada ta powoduje znaczna
uciazliwo$¢ w wyciaganiu koncowych wnioskéw). Jest takze zalezny od
skali (rzedu warto$ci zmiennych objasniajacych). Wady te mozna w pew-
nym stopniu wyeliminowaé¢. W tym celu nalezy wartosSci zmiennych
objasniajacych zestandaryzowaé badz tez sprowadzi¢ do jednakowej skali.
Sprowadzenie tych warto$ci do identycznej skali, nie zawsze jednak jest
wskazane w praktyce.

Trzeba tu jeszcze wspomnieé¢ o innych rozwiazaniach, czego przykta-
dem jest praca L. J. Jasiinskiego . Znaleziony przez niego wspdtczynnik,
ktéry jest unormowany na przedziale (0, 1) przyjmuje wartosci zero, gdy

wspotliniowodci, warto$¢ zero za§ $wiadczy o ortogonalno$ci zmiennych. Por.
B. Schips, W. Stier, Bestimmung der Auswirkung von Multikollinearitit zwischen
den  erkldirenden  Variablen in  Linearen Regiessionmodellen durch Simulation,
Statistische Hefte 1971, nr 2.

k

" H. Theil sugeruje miernik: g=R*— Y{Rz—Rf); gdzie R’ jest wspotczynnikiem

Tl
korelacji wielowymiarowej migdzy zmienna objasniajaca X; a pozostalymi zmien-
nymi obja$niajacymi ze zbioru {X, ..., X,}. Wartosci tego wspdéitczynnika naleza

réowniez do przedziatu <-k+1,0>; por. H. Theil, Principles of Econometrics,
John Wiley, New York 1971, s. 169.

“ L. J. Jasinski, Rzqd wspdHiniowosci zmiennych objasniajqcych, Wiadomosci
Statystyczne 1985, nr 3.

* Obecnie minimalna warto$§¢ wlasna macierzy X'X jest popularnym mier-
nikiem wspdtliniowos$ci. Przyjmuje sig, ze wspotliniowo$é wystepuje woéwczas, gdy
warto$é tego miernika jest mata, tzn. prawie réwna zeru.

* Z interesujacym wykazem kryteriéw, ktére pozwalaja na podjecie odpowied-
niej decyzji w tej mierze mozna si¢ zapozna¢ w monografii J. Jakubczyca, Wispd#-
liniowos¢ statystyczna, Warszawa 1987, s. 75-116. Nalezy jeszcze dodaé, iz w cyto-
wanej tu monografii J. Jakubczyc omawia Ww usystematyzowany sposob  problem
wspotliniowosci, bedacej jedna z; przyczyn zaktdcajacych budowe i estymacje mo-
deli ekonometrycznych. Autor wprowadza nowe pojecia dla dwoéch szkodliwych
standw wspdtliniowosci, tj. pojecie kinetozy statystycznej i hiperkinetozy, ktdre
pozwalaja na sformutowanie nowych testow statystycznych.

? Ibidem, s. 75 - 116.

* Por. prace L. J. Jasinskiego, Wspdtczynnik wspdtiniowosci zmiennych objas-
niajacych, Przeglad Statystyczny 1986, z. 2.
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wektory wynikdw obserwacji sa doktadnie wspdtliniowe. a warto$é¢ jeden,
gdy kazda ich para jest ortogonalna. Co wigcej, wartosci wspdtczynnika
nie zmieniaja si¢ przy skalowaniu zmiennych.

Na zakonczenie tych rozwazan warto zwrdci¢é uwage, iz korzystajac
z omoéwionych miar nie mozna jednoznacznie stwierdzié¢, czy zaobserwo-
wane skorelowanie zmiennych objasniajacych wptywa istotnie na wzrost
wariancji otrzymywanych estymatoréw parametréw. Co wigcej, wickszosé
z nich pozwala na subiektywna interpretacje uzyskiwanych wynikéw.

Zauwazmy, iz wymienionych wad nie posiada procedura zapropono-
wana przez D. E. Farrara i R. E. Glaubera™, ktéra w literaturze przedmio-
tu okres$la sic mianem testu na wspdtliniowo$é. Testem tym sprawdza
si¢, czy wséréd badanych zmiennych modelu liniowego wystepuje szkod-
liwy stan wspotliniowosci. Z chwila stwierdzenia jego wystepowania eko-
nometryk pragnie wiedzie¢, ktére ze zmiennych objasniajacych sa nim
objete. Odpowiedz na to pytanie zapewnia odpowiednia procedura poda-
na w tes$cie. Po przeanalizowaniu wszystkich zmiennych otrzymujemy
w rezultacie podzbior zmiennych skazonych wspdtliniowosdcia. W zbiorze
tym moga jednak wystapi¢ pary zmiennych, miedzy ktérymi wspdtlinio-
wos¢ nie wystepuje, badz tez skorelowanych tylko w niewielkim stop-
niu. Wykrycie tego rodzaju par zapewnia test Farrara-Glaubera.

Zaproponowane przez Farrara-Glaubera rozwiazanie nie moze by¢
traktowane jako efektywny test na wspotliniowo$é, gdyz w omawianym
tescie a priori przyjmuje si¢, ze macierz X warto$ci zmiennych objasnia-
jacych jest macierza losowa. Elementy tej macierzy sa wielkoSciami ze-
standaryzowanymi i maja rozktad normalny. Tymczasem w klasycznych
modelach regresji zaktada si¢, ze zmienne objasniajace sa nielosowe (maja
warto$ci ustalone). Pojawia si¢ wiec sprzeczno$é, ktorej niepodobna
uniknaé¢. Nadto statystyka Farrara-Glaubera ma rozpoznany rozktad je-
dynie dla przypadku asymptotycznego, tzn. gdy n—°°, ktérego nie moz-
na stosowaé¢ do zagadnien regresyjnych, gdyz ekonometryk w wigkszosci
przypadkdw skazany jest na korzystanie z danych dostarczonych przez
proby statystyczne o matej liczno$ci (rozpatrujemy tylko takie zmienne,
ktérych wartosci maja ograniczona zmiennos¢).

Dyskusyjna jest tez droga omijania szkodliwych skutkéw wspdtlinio-
wosci, w ktdrej eliminuje si¢ z modelu zmienne skazone wspdtliniowo-
§cia, przyjmujac tym samym, iz parametry wystgpujace przy eliminowa-
nych zmiennych powinny byé réwne zeru. Wydaje sie jednak, iz meto-
da rugowania zmiennych objasniajacych nie daje zadnej gwarancji na to,
iz szkody wywolane wspdtliniowosScia zostana usunicte, gdyz nasza wie-
dza o badanym zjawisku z reguty nie jest petna. Znane sa takze szkody
wynikajace z pomijania istotnych zmiennych, ktdére sa skazone wspot-
liniowoScia, gdyz zmienne takie moga by¢ wazne i nieodzowne z mery-

24

D. E. Farrar i R. R. Glauber, Multicollinearity in Regression Analysis: The
Problem Revisited, Review of Economics and Statistics 1967, vol. 49.
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torycznego punktu widzenia. W przypadkach takich wystapia btedy spe-
cyfikacji (misspecification error) réwnan sktadajacych sic na model. Oce-
ny parametrow uzyskane klasyczna metoda najmniejszych kwadratow
sa, wowczas obciazone.

Poruszona przed chwila kwestic wyjasnijmy bardziej szczegdtowo.
Przyjmijmy, ze wystarczajaco doktadnym opisem zmiennej objasnianej
Yt jest standardowy model liniowy postaci

Yi=do+oy Xyt Xoptu, (t=1,...,n). (3)

Przyjmujemy dalej, ze zmienne Xi: i Xet maja istotny wplyw na zacho-
wanie si¢ zmiennej Yr. Jedli zrezygnowalibyS§my teraz ze zmiennej Xe,.
o ktérej sadzimy, iz jest skazona wspdtliniowo$cia, to liniowe réwnanie
regresji (3) miatoby wowczas postaé

Yi=Bo+p1 Xy t0, 4)
gdzie v,=a, X, +u,.

Z kolei rozwazmy dwa estymatory e1 i br paramet o i fi,trzy-
mane metoda najmniejszych kwadratow. O estymatorze a: mowimy, iz
jest estymatorem nieobciazonym, gdyz E(a,)=«,. Mozna pokazaé, iz
na skutek pominiecia istotnej zmiennej Xz w réwnaniu (4), estymator
b, parametru fi jest estymatorem obciazonym, dla ktoérego

B Tl
E(by)=a,+a, ‘3’*;2-(;(- )-13 ; )
1t

gdzie S%(X,) jest wariancja zmiennej Xit.

W sytuacji, gdy cov(X,,, X,)=0, powiemy, ze E(by)=a,. Jesli «,=0,
to im wigksza jest cov(X,,, X5,), tym wigksze musi by¢ obciazenie, W tym
tez tkwi sedno sprawy, a mianowicie, ze za pomoca pomijania istotnych
zmiennych, ktore sa skazone wspoétliniowoscia — jak dotad — uzysku-
jemy efekty, ktére stawiaja pod znakiem zapytania wyniki badan. Trze-
ba tu jeszcze podkre$li¢, iz eliminacja zmiennych wspdtliniowych ozna-
cza zawsze gorsze dopasowanie modelu do danych empirycznych.

W literaturze ekonometrycznej zwraca si¢ uwage na jeszcze inne moz-
liwosci uniknigcia wspdiliniowosci zmiennych. Jezeli zmienne maja po-
sta¢ wielowymiarowych ekonomicznych szeregdw czasowych proponuje
sie¢ eliminacj¢ trendu i istotnych regularnych wahan. Mozna to osiagnaé
stosujac np. metode polegajaca na zastapieniu wartosci zmiennych ich
pierwszymi réznicami (the first differencing procedure).

Dla uwypuklenia istoty tej procedury zapiszemy model, w ktérym
wystepuja tylko dwie zmienne objasniajaceX,, i X;,. Mamy wigc

Y=o 40, Xy +os X5 tu, (t=1,...,n) (6)
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Jezeli teraz opdznimy zmienne we wzorze (6) o przyjeta jednostke
czasu (np. rok), to otrzymamy:

Yioy=0y+0 Xy -y +03 X3, -1+ U—q, 7)
co po odjeciu od (6) daje
Y=Y i=0(X5— X, ;1) +oa(X5,—X;5 1) +0, 8)
gdzie v,=u,—u,_,.

Bardzo czesto takie przeksztatcenie zmiennych powoduje wyrazne
zmniejszenie si¢ stopnia ich wspdtliniowosci.

Warto w tym miejscu zwrdci¢ uwage na fakt, ze tego rodzaju poste-
powanie przyjmuje a priori, ze sktadniki losowe v,=u,—u,_; (t=2,...,n)
rozpatrywanego rownania (8) sa od siebie stochastycznie niezalezne. FLat-
wo jednak sprawdzi¢, ze sktadnik losowy v, jest skorelowany w czasie.
Oznacza to, ze istnienie autokorelacji sktadnika losowego v¢ obniza efek-
tywnos$¢ estymatorow parametréw otrzymywanych klasyczna metoda
najmniejszych kwadratéw. W rezultacie zastosowane lekarstwo staje si¢
gorsze niz choroba.

Zauwazmy jeszcze, Ze pOwyZsze rozwiazanie nie moze byé przyjete
tam, gdzie liczba obserwacji w probie jest mata, gdyz wtedy parametry
podlegaja estymacji na podstawie tylko » — / obserwacji.

Rozwiazanie problemu wspdtliniowosci tkwi zatem w uzyskaniu do-
stepu do wigkszej liczby danych statystycznych. Powigkszenie zbioru da-
nych moze nastapi¢ przez przedtuzenie okresu obserwacji (przy szeregach
czasowych) przez zwigkszenie liczby jednostek obserwacji (przy danych
przekrojowych), badz tez przez powickszenie zbioru informacji w odnie-
sieniu do danych o charakterze przekrojowo-czasowym.

Przyjmijmy, ze rozpatrujemy model postaci (6). Wariancje estymato-
row a, i a, parametréw a, i a, rownania (6) mozna przedstawi¢ za pomoca
WZOTOW:

u

var(a2)= . -,

n

Y, (2= X2)*(1-733)

2
a,

var (a3)= —————, (10)
L (xa=%3)'(1=r3)

gdzie af jest wariancja sktadnika losowego szacowanego rdéwnania, 7z
oznacza wspdtczynnik korelacji liniowej migdzy zmiennymi X,,i X3, X521 X3
sa $rednimi arytmetycznymi zmiennych X, 1 X3, a n jest liczba obser-
wacji.
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Zwréémy uwage na nieznany parametr o, wystepujacy w réwna-
niach (9) i (10). Jak si¢ okazuje, wyznaczony metoda najmniejszych
kwadratéw estymator parametru o> nie zalezy od stopnia liniowej za-
leznoéci zmiennych objasniajacych . Oznacza to, ze przy szacowaniu pa-
rametru o, wspéiliniowo$¢ nie odgrywa zadnej roli.

Zauwazmy dalej, ze wariancje estymatorow a, i a, parametrow o, i a;
zaleza m. in. od wielkodci préby (n) wykorzystywanej do szacowania pa-
rametréw réwnania (6). Ze wzorow (9) i (10) wyraznie wynika, iz dla do-
wolnych wartosci wspdtczynnika korelacji liniowej r,, wariancje te ma-
leja wraz ze wzrostem liczby obserwacji, gdyz na ogdl wartos¢ wyrazen

Zl (xzx—fz)z i Z! (-Ve,r—’k—:i)2

woéwczas rosnie.
Jak si¢ okazuje, wartos¢ kowariancji wyznaczona na podstawie wzoru:

2
—0, T3
covia,, ay)=- P

=2 VY G52 3, (kg —%3)

podobnie jak wariancji, maleje, gdy liczba obserwacji ro$nie.

Postepowanie takie nie gwarantuje jednakze istotnego zmniejszenia
efektéw wspotliniowosci, jakkolwiek w wielu przypadkach fakt ten mo-
ze mieé miejsce.

W przypadku braku dostepu do wigkszej liczby danych, wspdtlinio-
wos¢ mozna wyeliminowaé uwzgledniajac aprioryczna wiedze o bada-
nym zjawisku (dodatkowa wiarygodna informacje spoza proby statystycz-
nej). Mozna np. mieé informacje o znakach parametréw (kierunkach po-
wiazan mig¢dzy zmiennymi) lub tez o tym, ktére z nich powinny by¢
rowne zeru.

Dla lepszej ilustracji problemu przyktadowo zatézmy, ze o3=0,1a,
Uwzgledniajac w (6) za as przyjety a priori warunek, mozemy napisaé

Y=o +a; Xp+ 0,10 X5 +u, =0y + o, X, +uy, (12)

gdzie X,=X,,+0,1X;,.

Parametry réwnania (12) szacujemy klasyczna metoda najmniejszych
kwadratow. W dalszym postgpowaniu znajdujemy oceng parametru oy
korzystajac z warunku: o;=0,1x.,

* Por. np. prace A. Zeliasia, Teoria prognozy, Warszawa 1984, s. 105 - 107.
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III

Podsumowujac nasze rozwazania trzeba dodaé, ze przedstawione me-
tody i procedury postepowania, co do ktérych panowala opinia, iz sku-
tecznie usuwaja skutki wspdtliniowo$ci, nie wyczerpuja peinej listy spo-
tykanych w literaturze przedmiotu sposobow postgpowania w tym wzgle-
dzie. W wickszosci przypadkdow potoczna opinia mija si¢ z prawda.

Réznorodnodé zaprezentowanych podejs¢ dobitnie $wiadczy o tym, ze
teoria ekonometrii nie wypracowala dotad jednolitego sposobu postepo-
wania w sytuacji wspotliniowosci. Nie mozemy tez na obecnym etapie
badan zaproponowaé jednej procedury eliminowania wspdtliniowosci ja-
ko najlepszej. Istnieje dzi§ bardzo wiele réznych tego rodzaju metod,
ale ich praktyczne zastosowanie daje niekiedy razaco rdézne wyniki.
Problem wspdtliniowosci pozostaje wiec nadal nie rozwiazany. Uwaza-
my, iz stanowi ona jedna z przyczyn zarysowujacego si¢ kryzysu w ba-
daniach ekonometrycznych.

Dodajmy, poniewaz wspotliniowo$¢ ma negatywny wplyw na estyma-
cje parametrow klasyczna metoda najmniejszych kwadratéw, wickszo$é
metod wyboru zmiennych do modeli symptomatycznych uznaje brak
wspotliniowodci za jeden z podstawowych warunkéw dobrego wyboru™.

Reasumujac poczynione wyzej uwagi, mozna wiec stwierdzié, ze w za-
gadnieniach modelowania ekonometrycznego wykrywanie, mierzenie
wspotliniowo$ci oraz badanie jej mocy sa niewatpliwie bardzo istotne.
Trzeba przy tym zauwazyé, iz nie ma takze powszechnej zgody co do
tego, jak skutecznie wykrywaé wspdiliniowo$¢ w zbiorze zmiennych
objasniajacych. Uwazamy, iz w badaniach ekonometrycznych nalezy przy
tym kierowaé si¢ nast¢pujacymi wskazaniami:

1. Uktad zmiennych objasniajacych X,, ..., X, charakteryzuje si¢
wspoétliniowo$cia en block, gdy wspdtczynnik korelacji wielowymiarowej
R miedzy zmienna objasniana i wszystkimi zmiennymi objasniajacymi ze
zbioru (X, ..., X} ma wysoka warto§¢, przy czym oszacowania wszyst-
kich parametréw modelu w sposéb nieistotny réznia si¢ od zera;

2. W modelach zawierajacych dwie zmienne objasniajace X, i X,
wspotliniowos$¢ wystepuje, gdy obserwuje si¢ nadmierne skorelowanie
tych zmiennych, tzn. gdy |rz==1;

3. Jesli wspotczynnik korelacji wielowymiarowej R ma wysoka war-
to$¢, zas$ wspotczynniki korelacji czastkowej sa relatywnie male, mozliwe
jest pojawienie si¢ wspotliniowosci. Jezeli natomiast zaréwno R jak
i wspétczynniki korelacji czastkowej sa bliskie jedno$ci, to nie mozemy
wykry¢ wspdétliniowosci w danym uktadzie zmiennych;

4. Jezeli wspoOtczynnik Korelacji wielowymiarowej R, (=1, ..., k)

* Por. prace Z. Hellwiga, Problemy optymalnego wyboru predykat, Przeglad
Statystyczny 1969, z. 3-4.
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migdzy zmienng objasniajaca X, oraz pozostatymi zmiennymi objasnia-
jacymi jest wysoki, to zmienna X, podlega silnemu skorelowaniu z po-
zostalymi zmiennymi objasniajacymi. Zmienna te nalezy z modelu usu-
naé. Postepowanie takie, ktére winno by¢ stosowane dla kazdej ze zmien-
nej ze zbioru (X, ..., X}, prowadzi do wyodrgbnienia takiego zespolu
zmiennych objasniajacych, w stosunku do ktérego mozna twierdzié, ze
istotnie charakteryzuje si¢ wspotliniowo$cia. Procedura ta jednak musi
by¢ stosowana z duza ostroznoscia, bowiem odrzucenie pewnej liczby
zmiennych objasniajacych moze doprowadzi¢ do powaznych bledéw na
etapie specyfikacji rownan modelu.

Warto dodaé¢ jeszcze, ze najsilniejszym warunkiem limitujacym po-
prawno$¢ wskazan proponowanych sposobdéw wykrywania wspdtliniowo-
Sci, jest liczba i jako$¢ danych statystycznych. Zmienna skazona wspdt-
liniowo$cia moze mieé rzeczywiscie duzy udziat w wyjasnianiu zmienno-
§ci zmiennej objasnianej, lecz posiadany zbidr informacji nie pozwala
na jej utrzymanie w modelu. Zdarzy¢ sie moze, iz dodatkowe informacje
0 tej zmiennej moga spowodowaé otrzymanie odmiennego rezultatu w po-
rownaniu z poprzednio przytoczonym.

Przedstawione rozwazania niezaprzeczalnie wskazuja na fakt, ze wspot-
liniowo$¢ zmiennych nie jest zjawiskiem, ktore mozna ignorowaé, podej-
mujac zadanie konstrukcji i estymacji modelu ekonometrycznego, ktory
ma stuzy¢ jako instrument analizy ekonomicznej. Jest to szczegdlnie
istotne w przypadku, gdy prébujemy poznaé przyczynowo-skutkowy cha-
rakter powiazan migedzy zmiennymi. Bledy powstajace na etapie specy-
fikacji réwnan modelu oraz jego estymacji stanowia zasadnicze zrédto
powstawania btedow wnioskowania statystycznego. Niekiedy btedy te sa
tak duze, iz oszacowane modele nie maja wickszego znaczenia praktycz-
nego.

Na zakonczenie warto dodaé, iz na ptaszczyznie formalnej problem
wspotliniowosci jest nie do rozwiazania. Dla rozwazan o wspoétliniowosci
wtasciwa jest tylko ptaszczyzna merytoryczna.

THE PROBLEM OF COLLINEATION OF VARIABLES IN ECONOMETRICS

Summary

The article offers a critical discussion of the moist important Polish and foreign
trends in research into the collineariti of variables.

The diversity of approaches signifies that so far the theory of econometrics has
not been able to work out a uniform way of acting in conditions of collineariti.
It is equally impossible at a present stage to propose a single procedure of eli-
minating the collineariti as the best procedure. Thus the problem of collineariti
remains unsolved. The author believes that collineariti is one of the causes of
the emerging crisis in econometric research. He also indicates that the problem
of collineariti is unsolvable on a formal plane. The only platform for considering
collineariti is the substantial approach.
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