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L WPROWADZENIE

Przedmiotem artykutu jest analiza mozliwosci oddzialtywania panstwa na
wzrost gospodarczy w poszerzonych ramach neoklasycznego modelu wzrostu
gospodarczego, przy roznych zatozeniach dotyczacych reakcji podmiotow
prywatnych na dziatania panstwa w zakresie polityki fiskalnej. Za kanwe
rozwazan przyjmujemy rozszerzony o akumulacje kapitatu ludzkiego neoklasy-
czny model wzrostu gospodarczego, z funkcjg produkcji spetniajgca standar-
dowe neoklasyczne zatozenial W strukture modelu wigczamy budzet panstwa2

Diugookresowy charakter modelu (przejawiajacy sie w zatozeniu o petnym
wykorzystaniu mocy produkcyjnych) implikuje okreslony sposéb podejscia do
analizy polityki gospodarczej panstwa, ktdrg rozwazamy jedynie pod katem
oddziatywania na strone podazowg, pomijajac jej funkcje stabilizacyjne.
Oddziatywanie to odbywa sie poprzez zmiany stdp inwestycji budzetowych
w kapitat rzeczowy i ludzki oraz stopy redystrybucji dochodu przez budzet,
wptywajac bezposrednio na strukture popytu globalnego (ale nie jego wielkosc¢),
a przez to na rozmiary spotecznej akumulacji kapitatu.

Gospodarke opisang rozpatrywanym modelem cechuje brak zaleznosci
pomiedzy spotecznymi stopami inwestycji a diugookresowag stopg wzrostu
gospodarczego na tzw. Sciezce wzrostu rownomiernego, ktéra zdeterminowana
jest wytacznie przez tempo postepu techniczno-organizacyjnego. Ogranicza to
mozliwos¢ stymulowania przez wiladze gospodarcze tempa wzrostu gospo-
darczego jedynie do okreséw przejsciowych, w ktérych gospodarka dokonuje

1 Model ten, analizowany szczegétowo w: P. Pietraszewski, A Mechanics of Long-term Economic
Growth-Generalized Neoclassical Approach, w: E. Panek (red.), Mathematics in Economics, Wydaw-
nictwo AE w Poznaniu, Poznan, 2008, s. 180-203, stanowi rozwiniecie idei zarysowanej przez N. G. Man-
kiwa, D. Romera i N. Weila w publikacji z 1992 r., polegajacej na rozszerzeniu podstawowej wersji
neoklasycznego modelu wzrostu (typu Solowa) o akumulacje kapitatu ludzkiego. Zob. N. G. Mankiw,
D. Romer, N. Weil, A Contribution to the Empirics of Economic Growth, ,Quarterly Journal of
Economics” 1992, May, s. 407-437.

2 Zaadaptowany tutaj prosty sposéb wiaczenia budzetu panstwa w podstawowg strukture modelu
zasugerowany zostat przez Solowa w publikacji z 1956 r., zob. R. M. Solow, A Contribution to the Theory of
Economic Growth, ,Quarterly Journal of Economics”, February 1956, s. 89-90. Por. takze T. Tokarski,
Polityka fiskalna a wzrost gospodarczy, w: Wzrost gospodarczy, restrukturyzacja i bezrobocie w Polsce.
Ujecie teoretyczne i praktyczne, Katedra Ekonomii Uniwersytetu £ 6dzkiego, £6dz 2000, s. 27-45.



174 Piotr Pietraszewski

przejscia z jednej Sciezki wzrostu réwnomiernego na druga. Jednoznacznie
pozytywny wpityw wzrostu stop inwestycji na dtugookresowg Sciezke wzrostu
produktu per capita nie musi przenosi¢ sie na dtugookresowg Sciezke wzrostu
konsumpcji per capita, decydujacej w ostatecznej mierze o dobrobycie spo-
teczenstwa. W tym kontekscie stawiamy pytanie o strukture wydatkéw
budzetowych w podziale na inwestycje i konsumpcje, ktoéra - przy danych
stopach inwestycji prywatnych - mozna uzna¢ za optymalng z punktu widzenia
spotecznego dobrobytu.

W drugiej czesci analizy uchylone zostaje zatozenie o statych, danych
egzogenicznie stopach inwestycji podmiotéw prywatnych, oznaczajgce m.in.
brak reakcji tych podmiotéw na dziatania ze strony panstwa. Poziomy stop
inwestycji prywatnych stanowig tutaj rezultat zachowan optymalizacyjnych
racjonalnych podmiotéw ekonomicznych, charakteryzujacych sie okreslonymi
explicite preferencjami co do rozktadu konsumpcji w czasie. Pokazujemy przy
tym, jak w zaleznosci od stopnia uwzgledniania przez podmioty prywatne
poziomu konsumpcji publicznej w decyzjach optymalizacyjnych, relatywizacji
podlegajg wnioski odnoszace sie do mozliwosci oddzialywania panstwa na
wzrost gospodarczy.

Il. MODEL WYJSCIOWY

Rozwazamy podazowy, jednosektorowy model wzrostu w gospodarce
zamknietej z jawnym udziatem panstwa.

1. Produkt Y wytwarzany jest zgodnie z agregatowg funkcjg produkcji:
Y=F(K, H, AL), (2)

w ktérej jako naktady wykorzystywane sag zasoby kapitatu rzeczowego K,
kapitatu ludzkiego H i pracy L 3.

Zmienna A odzwierciedla poziom technologii, za$ jej zmiany w czasie sg
utozsamiane z postepem techniczno-organizacyjnym, neutralnym w sensie
Harroda. Zaktadamy, ze zmienna ta rosnie wyktadniczo z egzogenicznie dang
stopa m, nazywang dalej stopg egzogenicznego postepu technicznego.

Zasoby pracy L rosng z zatozenia réwniez wykladniczo ze stopg n (utozsa-
miang ze stopg przyrostu naturalnego). W konsekwencji zasoby tzw. efektywnej
pracy L =AL rosng ze stopg n+ m.

O funkcji produkcji (1) zaktadamy, ze:
jest ciggta, (przynajmniej) dwukrotnie rézniczkowalna i wklesta,
zerowym naktadom czynnikéw produkcji przyporzadkowuje zerowy produkt,
charakteryzuje sie dodatnimi i malejgcymi produktywnosciami krancowymi
wszystkich trzech czynnikéw wytworczych: FK*Fa,F1>0i Fkk, Fhh, F11<0,

3 Poniewaz oddzielnym czynnikiem produkcji jest kapitat ludzki, zmienng oznaczong symbolem
L interpretujemy jako naktad pracy surowej, to znaczy nie uwzgledniajgcej rezultatéow inwestycji
w kapitat ludzki.
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- krancowa produktywnos$¢ kazdego czynnika rosnie przy wzroscie zatrud-
nienia innego czynnika: FKL FHL, FKH> 0,
- spetnia tzw. warunki Inady: lim Fx= o0, lim Fx= 0, gdzie: Xe {K, H, L},
X->0 x>0
- wykazuje state korzysci skali produkecji: F{cK, cH, cAL)=cF(K, H, AL).
Z ostatniego zatozenia wynika, ze spetnione jest twierdzenie Eulera:

FKkK+FhH+FIL=Y, (2)

czyli suma wynagrodzen czynnikéw produkcji, wyptacanych zgodnie z ich

krancowymi produktywnosciami, wyczerpuje bez reszty wielko$¢ produktu.
Korzystajgc z zatozenia o statych korzysciach skali, funkcje produkcji (1)

mozemy przedstawi¢ w kategoriach na jednostke efektywnej pracy (njep)4:

y=f(k, h), 3)
gdzie:
- K - H Y
t=AL" h~AL' f-AL- 4)

Przy przyjetych zatozeniach o funkcji (1), funkcja (3) jest silnie wklesta,
charakteryzuje sie dodatnimi i malejgcymi krancowymi produktywnos$ciami
obu czynnikéw: fk>0,fh> 0, fkk< 0, fHh< 0, oraz spetnia warunki Inady dla ki h5.

2. W gospodarce wyodrebniamy dwa sektory: sektor prywatny i sektor
budzetowy. Dochodem sektora budzetowego sg podatki ptacone przez sektor
prywatny, rowne iY, gdzie t oznacza stopa redystrybucji dochodu przez budzet
(0~t<1). Dochod do dyspozycji sektora prywatnego wynosi (1—t)Y. Oba
sektory przeznaczajg swoje dochody na inwestycje w kapitat rzeczowy i kapitat
ludzki oraz na konsumpcje. Opisujg to rdwnania:

tY:SRtY+SHtY+Cb,
(\-x)Y=sp{1l-©Y)Y +sp(1-x)Y+Cp,

gdzie sk, shoznaczaja stopy inwestycji budzetowych w kapitat rzeczowy, ludzki
(przy czym sB, s®50, s£+s®<1), sR, sPl - analogiczne stopy inwestycji
prywatnych (s, sF~ 0, s+ s”sjl), natomiast CB Cp - konsumpcje sektora
budzetowego, prywatnego.

taczne inwestycje obu sektoréw w kapitat rzeczowy, ludzki wynoszg,
odpowiednio, sKY, s,,Y, gdzie:

sk=ts®+(1-t)sf, sh=tsh+ (1-t)s£ (5)
oznaczajg spoteczne stopy inwestycji w kapitat rzeczowy, ludzki.

4 W dalszej czesci artykutu dla okres$lenia ,,najednostke efektywnej pracy” bedziemy uzywali skrétu
.njep”.
5 Zob. P. Pietraszewski, op. cit., s. 184-185.



176 Piotr Pietraszewski

Zaktadamy, ze zasoby kapitatu rzeczowego i ludzkiego podlegaja deprecjacji
ze statymi stopami 0<;K<1 i 0<<5H<0. W konsekwencji rownania dynamiki
tych zmiennych maja postadé:

cLK dH
— =skY-o6kK, — =shY-ShH . (6)

Na podstawie (3), (4) i (6) oraz przyjetych zalozen o stopach wzrostu L i A,
uzyskujemy réwnania dynamiki kapitatu rzeczowego i ludzkiego njep:

%t(stf(k, h) —(n+ m + SKk, %‘:st(li, h) —(n+ m + SHh. @)

Przyréwnujac prawe strony obu réwnan roézniczkowych do zera, otrzy-
mujemy rozwigzanie stacjonarne ukiadu réwnan (7). Poziomy kapitatu
rzeczowego i ludzkiego njep w stanie stacjonarnym, ke, he, spetniajg ukiad
réwnan:

f_(k,l1)_(n+m + SK) f(k,h ) (_r_!_t__m__i-_c')_l—b

Przy przyjetych zatozeniach istnieje jednoznacznie okreslony, globalnie
asymptotycznie stabilny stan dlugookresowej roéwnowagi dynamicznej
(ke, he) >0, zdefiniowany przez ukiad réwnan (8)7. Z (3) i (4) oraz zalozen
0 stopach wzrostu zmiennych A i L wynika, ze w stanie rownowagi dynamicznej
zasoby obu rodzajow kapitatu, K, H, oraz produkt, Y, rosng wedtug stopy n+m
(okreslanej mianem naturalnej stopy wzrostu), za$ w ujeciu per capita- wedtug
stopy egzogenicznego postepu technicznego m. Gospodarka znajduje sie
wowczas na tzw. $ciezce wzrostu réwnomiernego, na ktorej proporcje pomiedzy
produktem oraz kapitatem rzeczowym i ludzkim pozostajg state.

Zgodnie z przyjetymi zalozeniami o podziale produktu na inwestycje
1 konsumpcje, w sektorach prywatnym i budzetowym spoteczna konsumpcja
njep, ¢ = (CB+ Cp)/AL, ksztattuje sie zgodnie z réwnaniem:

C=(1-S K—SH)f(k, h)= (1-T 87 -(1—z)s~A-TSA-(1-T)sP)f(k, H).  (9)

Stad z kolei wynika, ze na $ciezce wzrostu rownomiernego spoteczna
konsumpcja, C=CB+ CP, ro$nie réwniez ze stopg n+m.

6 W celu uproszczenia zapisu w catym artykule przyjmujemy nastepujace oznaczenia:
x=x(t)=dx(t)/cLt oraz x=x(t)=x(t)/x(t).
7 Wiecej na ten temat, zob. ibidem, s. 187-193.
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111. WRAZLIWOSC STANU STACJONARNEGO NA ZMIANY
WARTOSCI INSTRUMENTOW POLITYKI FISKALNEJ

Kluczowag, z punktu widzenia mozliwosci oddziatywania panstwa na wzrost
gospodarczy, wiasnoscig neoklasycznego modelu wzrostu jest to, ze ditugo-
okresowa stopa wzrostu réwnomiernego nie zalezy od spotecznych stop
inwestycji sK, sH Z rownan dynamiki (7) wynika, ze wzrost stop inwestycji
spowoduje jedynie przejsciowe podniesienie stopy wzrostu gospodarczego
powyzej stopy naturalnej ti+ m i wzrost produktu njep w stanie stacjonar-
nym, ye8 Wzrost ye oznacza przesuniecie w gore S$ciezki wzrostu roéwno-
miernego, do ktorej w dtugim okresie zmierza gospodarka.

Wptyw stép inwestycji na diugookresowg S$ciezke wzrostu gospodar-
czego mozna oceni¢ za pomocg wskaznikéw elastycznosci produktu njep
w stanie stacjonarnym wzgledem spotecznych stép inwestycji sK, s, :

= 3% sh
S 3sk ye’ dsH ye’
Oznaczmy przez:
a(k,h)y=-~ - [*(* *)=-£.=. 10
( ) fik, h) ( ) f(k, h) (10)

wskazniki elastycznosci produktu wzgledem kapitatu, odpowiednio, rzeczo-
wego, ludzkiego10 Przez y=y.(ke, he), = he) oznaczmy state poziomy tych
wskaznikow na danej Sciezce wzrostu réwnomiernego. Mozna wykazaé, ze
zachodzg réownaniall

Y. — 11
-fi’ 5 1-u-fi (11)

8 Zalézmy, ze przy danych stopach sK, sHgospodarka znajduje sie w stanie stacjonarnym (ke, he).
Woéweczas:

0=sKf(ke, h*—~n+m + 6Kke, 0=sHf(Sc, he)—(n+ m+SHhe.
Jezeli zwiekszymy teraz stope inwestycji s do poziomu s' >s , z pierwszego réwnania (7) otrzymamy:
dl K K K dh
d—t>0. Wzrost k powyzej k, oznacza, ze zgodnie z drugim réwnaniem (7) zachodzi réwniez: Et>0'

Wielkoscik ih rosna, zmierzajgc asymptotycznie do nowego stanu stacjonarnego(k’, h'e)>(ke, hg. Wzrost
ki h oznacza oczywiscie wzrosty, zatem produkt Y w okresie przejécia od jednego do drugiego stanu
stacjonarnego roénie ze stopg wyzszg od n+m. Analogiczne rozumowanie dotyczy zwiekszenia stopy
inwestycji sg.

9 Z definicji (4) i zatozen o stopach wzrostu A i L wynika, ze na $ciezce wzrostu réwnomiernego
zmiany produktu w czasie opisuje funkcja wyktadnicza: Y (t)=ye A(O)L(0)e{'+¥, gdzie A(0), L(0) to
wartosci zmiennych A(t), L(t) w chwili ;=0. Piszac w artykule o zmianach potozenia $ciezki wzrostu
réwnomiernego mamy na mysli przesuniecie w gére (w dot) wykresu tej funkcji wraz ze wzrostem
(spadkiem) ye. W analogicznym sensie bedziemy moéwi¢ takze o zmianach potozenia dtugookresowej
$ciezki wzrostu konsumpcji.

10 Poniewaz fk=Fk, fj,=FH, wskazniki elastycznosci produktu wzgledem kapitatu rzeczowego
i ludzkiego réwne sg udziatom odpowiednich typéw kapitatu w produkcie: a(k, h) = '—:————— , fi(l?, h_):f—’l—lj.

11 Zob. ibidem, s. 193-195.
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Z zatozenia FK, FH, F, >0 oraz z (2) otrzymujemy: a(k, h), fi(k, h)>0 oraz
&(k, h) + p(k, h)< 1, skad wynika, ze: £*'>0, £/2'>0.

Na podstawie (5) i (11) wnioskujemy, ze wzrost stop inwestycji budzetowych,
sk, sh, przyczynia sie (ceteris paribus) do wzrostu produktu njep w stanie
stacjonarnym, ye. Nieco inaczej jest w przypadku stopy redystrybucji .
Poniewaz:

to odpowiedz na pytanie o wptyw stopy redystrybucji na poziom produktu
njep w stanie stacjonarnym, ye, zalezy od relacji pomiedzy stopami inwes-
tycji prywatnych a budzetowych. Jak wynika z (12), jezeli sB"sR,
SHASff(sx* SK sh”sjP oraz sx”sxvsh”sh’ wzrost prowadzi do wzrostu
(spadku) ye. Rezultat ten w oczywisty sposob jest pochodng faktu, iz wzrost
spotecznych stop inwestycji zaré6wno w kapitat rzeczowy, jak i ludzki, wptywa
pozytywnie naye, zatem w sytuacji gdy sektor budzetowy charakteryzuje sie
wyzsza (nizsza), w poréwnaniu z sektorem prywatnym, stopa inwestycji wjeden
rodzaj kapitatu i jednoczes$nie nie nizszg (nie wyzszg) - w drugi, wzrost stopy
redystrybucji dochodu przez budzet powoduje wzrost (spadek) ye Jezeli stopy
inwestycji budzetowych sg rowne odpowiednim stopom inwestycji prywatnych,
sk~dk’sh=sh’Podziat produktu pomiedzy oba sektory nie wptywa na spoteczne
stopy inwestycji, a zatem na ye. Natomiast w sytuacjach, gdy

lub s® s®/~sH czyli gdy sektor budzetowy charakteryzuje sie wyzszg
- w poréwnaniu z sektorem prywatnym - stopg inwestycji w jeden
z rodzajow kapitatu, za$ nizszg - w drugi, istnieje stopa redystrybucji t*
maksymalizujgca stacjonarny poziom produktu njep, ye, dana wzorem:

V. OPTYMALNE STOPY INWESTYCJI BUDZETOWYCH
W WARUNKACH BRAKU REAKCJI PODMIOTOW PRYWATNYCH
NA ZMIANY W POLITYCE FISKALNEJ

Pomimo iz wzrost spolecznych stop inwestycji przyczynia sie do wzrostu
poziomu produktu njep w stanie stacjonarnym, ye, nie oznacza to automatycznie
wzrostu konsumpcji njep w stanie stacjonarnym, ¢e. Innymi stowy, wzrost
zamoznosci spoleczenstwa, mierzonej poziomem produktu per capita, w per-
spektywie diugookresowej, nie musi sie przenosi¢ na wzrost dobrobytu

» Stope T*mozna wyznaczy¢ przyréwnujgc wyrazenie (12) po prawej stronie znaku réwnosci do zera
i podstawiajac za g* i ejj i prawe strony réwnan (11). Podstawiajac t* za t do (12), tatwo sprawdzic,



Analiza mozliwosci oddziatywania panstwa na wzrost gospodarczy 179

spoteczenistwa, mierzonego poziomem konsumpcji per capita. Mozna wyznaczy¢
takie wartosci spotecznych stop inwestycji w kapitat rzeczowy i ludzki, po
przekroczeniu ktorych dodatkowy produkt, pochodzacy ze zwiekszonych
zasobow kapitatu njep, nie wystarcza do utrzymania tych zasobéw na wyzszych
poziomach, co powoduje spadek konsumpcji njep, a zatem pogorszenie
dobrobytu spotecznego, réowniez w perspektywie ditugookresowej. Zgodnie ze
.ztota reguta akumulacji” Phelpsal3 rozszerzong na dwa rodzaje kapitatu,
optymalne - tzn. maksymalizujgce konsumpcje njep w stanie stacjonarnym
- spoteczne stopy inwestycji spetniajg warunek:

sk -ix= oi(ke, he) as*i f}= P(ke, he), (13)

czyli sg rowne statym (na Sciezce wzrostu réwnomiernego) udziatom odpo-
wiednich typéw kapitatu w wytwarzanym produkcie (por. przypis 9)14

Zatézmy teraz, ze dane sg dowolnie ustalone stopy inwestycji prywatnych sR,
sPloraz stopa redystrybucji «+. Znajgc optymalne spoteczne stopy inwestycji, s¥K
$H, w oparciu o réwnania (5) mozemy wyznaczy¢ optymalne stopy inwestycji
budzetowych, sj*, s®*:

a—s£(1—t) sE(1—t)
® = - kem-mmmem , SI = - —- e . (14)
K X H T

Nalezy podkresli¢, ze rdéwnania (14) majg sens ekonomiczny tylko
wtedy, gdy:

0, sf+sf~I. (15)

Jezeli nie jest spetniony warunek (15), to w gospodarce o danych stopach
inwestycji prywatnych s£, sHli stopie redystrybucji nie jest mozliwa akumulacja
kapitatu zgodna ze "ztotg reguty” Phelpsa.

Zagadnienie wyznaczenia optymalnych stép inwestycji budzetowych mozna
sformutowa¢ w postaci nastepujacego zadania warunkowej optymalizacji
nieliniowej:

«*,

ce= (1 —TS®—1—r)sk- ts® —(1—z)sP)f(ke, he) —.’.i max (16)

.,B ,B > A ob 4.sb <1

Zgodnie z (9), funkcja celu problemu (16) przedstawia konsumpcje njep
w stanie stacjonarnym. Jej argumentami sa stopy inwestycji budzetowych
W, sjr Jest to funkcja ztozona, gdyz ke, he sg tez funkcjami s®, s®.

13 Zob. E. Phelps, The Golden Rule of Accumulation: A Fable for Growthmen, ,American Economic
Review”, September 1961, s. 638-643.

14 Szerzej na ten temat zob. P. Pietraszewski, Uwagi o ,ztotej regule akumulacji” kapitatu
rzeczowego i ludzkiego w konteks$cie zagadnienia maksymalizacji dobrobytu, ,Ruch Prawniczy, Ekono-
miczny i Socjologiczny” 2009, z. 1, s. 105-122.
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Warunki optymalnosci Kuhna-Tuckera majg posta¢is

dL
S B o
K KK '
8hso siro sARE. o, (17)
d n
dL L
=1-sk-sh>0 1”0 quo,
i dk

gdzie L=L (sk, sB)=ce(SK, s*) + (1 —s®—sB)A oznacza funkcje Lagrange’a, za$
1- mnoznik Lagrange’a.

Pochodne czastkowe funkcji L{sK s®) wzgledem s* i sBl wyrazajg sie
wzorami:

dL dce dL dc. / s
s?k=K — ' dsl=fclz— " (18)

przy czym - korzystajac z (9) i (11) - pochodne czgstkowe funkcji ce(sK, s®)
wzgledem s® i sBmozna przedstawi¢ w nastepujgcej postaci:

&’:e (i— r.cB—(l— t).qp—tqu—(l— B _
~ -1 f(ke,her,
K
(19)
dce
f(K, he)r.
K
Schemat znajdowania rozwigzan zadania zamieszczono w tabeli 1.
Przy réznych zatozeniach o stopach sR, (pierwsza kolumna tabeli 1),

warunki (17) redukuja sie do warunkoéw przedstawionych w drugiej kolumnie
tabeli 1. Stad, uwzgledniajgc (18), otrzymujemy warunki przedstawione
w trzeciej kolumnie tabeli 1.

Z warunkow w pierwszej i trzeciej kolumnie tabeli 1 oraz z réwnan (19)
uzyskujemy ograniczenia na parametry zadania (obszary zmiennosci stép
inwestycji prywatnych s”~.sp oraz - odpowiadajace im - stopy inwestycji
budzetowych s®*, s®*, spetniajgce warunki optymalnosci (17). Otrzymane wyniki
przedstawia tabela 2.

Na rysunku 1 przedstawiono graficzne prezentacje obszaréw zmiennosci
stép inwestycji prywatnych z tabeli 2, otrzymanych dla przyktadowych wartosci

15 W sprawie rozwigzywania probleméw optymalizacji nieliniowej zob. A. C. Chiang, Podstawy
ekonomii matematycznej, PWE, Warszawa 1994, s. 714-751.
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Tabela 1

Schemat znajdowania rozwigzan w zadaniu na optymalizacje warunkowa stép inwestycji
budzetowych w kapitat rzeczowy i ludzki

Nr Zatozenia o stopach Zredukowane warunki 8ce 8ce
Ograniczenia na — ,—
sEﬁ, SES Kuhna-Tuckera SSE 8355
1 sB=0, sB—1 8L SL 8¢ 8¢e 8ce
K H — AQ, — =0, A>0 — , —1>0
8sB 8sB 8sB 8sB 8sB
K H K H H
2 s®=0, sB=0 8L 8L 8¢e 8¢e
K H — <0, — «S0, A=0 — «0, —"<0
8sB 8sB 8sB 8sB
K H K H
3 sB= 1, SB=0 8L 8L 8¢ 8¢e 8ce
K H — =0, — <0, -480, — -
8sB 8sB 8sB ds 8s
= H
4 s®>0, x: >0; 8L 8L 8c,, 8c,
— =0, — =0, 1=0 — =0, — =0
SprsB 1 8p  B8sh 8sp  8sR
5 sB> 0, sB> 0; 8L 8L 8¢e 8c.
K - —<=0, — =0, ArO — =— >0
sBrsh=1 8B 8B 8sp 8sh
6 O<SE<1, Sp= 0 8L 8L 8¢e 8c
— =0, — sSO, A=0 — =0, —"0
SE SSE 8s}|§ 8s
7 sB= 0, 0<s® <1 8L 8L 8ce 8¢
K H — <0, — =0, 1=0 — <0, — =0
8sB 8sB SSIE(S ssﬁ

Zrédto: obliczenia wiasne.

parametrow: a, fi i t. Na stopy inwestycji prywatnych natozono dodatkowo
ograniczenia: sR, sP"0; sR+sP"I.

Kluczowym wnioskiem, wynikajacym z analizy tabeli 2, jest spostrzezenie,
ze sektor budzetowy ma mozliwos¢ zagwarantowania realizacji ,ztotej reguty
akumulacji” - poprzez ustalenie odpowiednich stép inwestycji budzetowych
- jedynie wtedy, gdy stopy inwestycji prywatnych speiniajg warunki
w czwartym wierszu tabeli 2 (obszar 4 na rysunku 1). W szczegdlnosci, przy
wzglednie niskich stopach inwestycji prywatnych w oba rodzaje kapitatu
(obszar 5), polityka inwestycyjna panstwa nie jest w stanie wynie$¢ gospodarki
na mozliwie najwyzszg Sciezke wzrostu konsumpcji spotecznej.

Z przeprowadzonej analizy symulacyjnej (zob. rysunek 1) wynika ponadto,
ze szanse na realizacje tego zadania sg tym wieksze, im wyzsza jest stopa
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Tabela 2

Stopy inwestycji budzetowych spetniajgce warunki maksymalizacji konsumpcji njep w stanie

stacjonarnym, odpowiadajagce danym stopom inwestycji prywatnych

Nr Stopy inwestycji budzetowych

SE\ SE*
1 sB' = 0, sB'= |
2 SE*Z 0, sE":O
3 SE =1, SE‘= 0
4 B* «-U -K ~B*
K X » X
5 rB* 1—x as?_'—ll?s&’ a
K X Q-+ P Q+ P
i LTX PSR\ P
H X a+ P a+ P
6 1—(1— a 1—x
* (1 —=0sp, P
K X 1-p X K
sB'=0
H
7 sB*=0

r L—(1=Dsp A 1T

H X 1—a@ x H

Zrédio: obliczenia wiasne.

Obszary zmiennos$ci stoép inwestycji prywatnych

P _P
Sk Sh

t+(1—X)S?i.a 1 B l—a t+&1—x?_sjpl

1-x p K 1-T P 1-T

K 1-T 1-P H 1-T P

1—(1—x)sp a t a

SP K -mmmmmmmmmme s a --------- — ,sp”~-sp- -
1-T 1-Pp 1-T H PH 1-T

t Appott (1—t)sP_| a

pH 1-T K 1-T P
@+ P-X
S 0
* 1-T «
’ Al—(l—t)sp a t
K 1-T 1—J 1-T
1—(1—v)sp a
SP iC--mmmmmmmmmmmm «® —
K 1-T 1-P
l—al t \ 1
, Sp> - 1--mme- bsp |H-------

redystrybucji dochodu przez budzet t. Stawiajac problem od drugiej strony,
mozna zada¢ pytanie, przy jakich wartosciach stopy redystrybucji osiggniecie
~Ztotych” poziomoéw spotecznych stép inwestycji dzieki odpowiedniej polityce
inwestycyjnej panstwa jest w ogdle mozliwe. Naktadajgc ograniczenia (15) na
stopy inwestycji budzetowych wyznaczone zgodnie z (14) oraz uwzgledniajgc
warunek 0™ t< 1, wnioskujemy, ze przy danych a, /i, sR, sH ustalona przez
panstwo stopa redystrybucji powinna znajdowac sie w przedzialel6

16 Warto zasygnalizowa¢ réwniez mozliwo$¢ poszukiwania optymalnej stopy redystrybucji, przy
danych, dowolnie ustalonych stopach inwestycji prywatnych i budzetowych. Problem warunkowej
optymalizacji nieliniowej ma wtedy postaé: maxc¢((i), przy warunku: 0<t”~1, gdzie funkcja ce(t) ma

posta¢ taka, jak w zadaniu (16).
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Rysunek 1
Obszary zmiennosci stép inwestycji prywatnych s£, Sp
a)a=1/3; 0=1/3; i= 0,2 b) a=1/3; /5= 1/3; i=0,6
1
0,9
* 0,8
fi
5305
2a o4
13 03
«
1 0,2
8 0,1
0
0O 01 02 03 04 05 06 07 08 09 1 11 O 01 0203040S 06 07 08 09 1
stopa inwtstycji prywatnych stopa inwestycji prywatnych
w kapitat ludzki w kapitat ludzki

Zrodio: obliczenia wiasne w oparciu o symulacje przeprowadzone za pomocg arkusza kalkulacyjnego
Microsoft Excel.

\sp—a sp—M\
m anF’)‘ —; J7—f~r ™1, gdy sl%’\cc, sBl,
Sk SH

\sP—X d+ P—SP—SP\
max I 7—; — — pk f H[<r<I, gdy sP"p,

“lai- 8> §HG", 1, <T<1, 8dy S* a

V. ENDOGENICZNE UJECIE INWESTYCJI PRYWATNYCH

Przyjmowane w dotychczasowej analizie zatozenie o statych, egzoge-
nicznie danych stopach inwestycji prywatnych, sR sp oznacza, ze podmioty
sektora prywatnego w ogdle nie reagujg na zmiany stopy redystrybucji
dochodu przez budzet i podziat wydatkéw budzetowych na konsumpcje

11
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i inwestycjel7. Zatozenie to uchylamy w tym punkcie artykutu. Nie
przyjmujemy przy tym zadnego arbitralnie okreslonego mechanizmu dosto-
sowan do zmian stopy redystrybucji i stép inwestycji budzetowych - reakcja na
zmiany w polityce fiskalnej wynika implicite z zachowan optymalizacyjnych
podmiotéw prywatnych, maksymalizujgcych (przy ustalonych parametrach,
wsérod ktorych znajduja sie réowniez instrumenty polityki fiskalnej) miedzy-
okresowga funkcje uzytecznosci, bedaca wyrazem okreslonych preferencji tych
podmiotéw co do rozkladu konsumpcji w czasie.

Zaktadamy, ze celem dziatalnos$ci gospodarczej typowego podmiotu ekono-
micznego w sektorze prywatnym (reprezentatywnego agenta, speiniajgcego
jednoczesnie funkcje konsumenta i producenta) jest maksymalizacja tgcznej
zdyskontowanej chwilowej uzytecznosci konsumpcji per capita w nieskonczo-
nym horyzoncie czasu, czyli maksymalizacja funkcjonatu:

03 u(c(t))e~p,dt, (20)
0

gdzie c=C/L oznacza konsumpcje spotecznag per capita. Zalozona stopa
dyskontowa p> O okres$la r6zng wage przypisywang do tej samej konsumpcji
w réznych momentach czasu. Dodatni poziom tej stopy jest wyrazem zatozenia,
iz typowy podmiot gospodarczy wyzej wartosciujg konsumpcje biezgca niz
konsumpcje przyszta. Funkcja u(c) charakteryzuje sie malejacg dodatnig
uzytecznoscig krancowa: u'(c) > 0; u"(c) <0 dla kazdego c > 0, oraz spetnia tzw.
warunki Inady: limw'(c)=oo0, lim u'(c)=0. Przyktadem funkcji uzytecznosci

c-+0 c -*mo00
\
spetniajacej podane zatozenia jest funkcja postaci: u\c(t)) = ()7y gdzie: y>0,

y# 1. Wiekszy parametr y oznacza wieksze tempo spadku krancowej
uzytecznosci w miare wzrostu konsumpcji (warto$¢ bezwzgledna stopy zmian

u'(c) wzgledem c, czyli E(?) = —yc~1, roénie wraz ze wzrostem y), a zatem - przy
i

zalozeniu maksymalizacji catki preferencji - charakteryzuje rosngcg sktonnosé
do wygtadzania poziomu konsumpcji w czasie. Przy y->0, podmiotom jest
obojetne, czy cato$¢ konsumpcji przypada na jeden moment, czy tez jest
roztozona w czasie, dlatego sa skilonne odklada¢ konsumpcje w czasie, jesli

7 Zauwazmy ponadto, ze przeprowadzona analiza wplywu panstwa na wzrost gospodarczy
abstrahuje od problemu potencjalnych réznic w efektywnosci inwestycji sektora prywatnego
i publicznego, a takze wystepowania pozytywnych efektéw zewnetrznych inwestycji budzetowych
(np. inwestycji infrastrukturalnych, wydatkéw na nauke i edukacje, itp.). Ostatnie ograniczenie wynika
przy tym z ograniczen strukturalnych samego neoklasycznego modelu wzrostu, na gruncie ktérego takie
problemy, jak efekty zewnetrzne inwestycji, nie moga by¢ w nalezyty sposéb potraktowane. Perspektywa
formalnego rozpatrzenia tego zagadnienia otwiera sie dopiero w endogenicznej teorii wzrostu
gospodarczego. Reprezentatywnym w tej kwestii endogenicznym modelem wzrostu jest model R. Barro
oddziatywania polityki fiskalnej na wzrost gospodarczy, w ktérym cato$¢ wydatkéw rzadowych zostata
ujeta jako wywotujaca pozytywne efekty zewnetrzne w gospodarce, oddziatujace na wzrost wydajnosci
czynnikéw produkcji zatrudnionych w przedsiebiorstwach. Zob. R. J. Barro, Government Spending in
a Simple Model of Endogenous Growth, ,Journal of Political Economics”, October 1990, s. 103-125.
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tylko stopa przychodu z kapitatu zakumulowanego dzieki oszczednosciom jest
dostatecznie wysoka w poréwnaniu z ich stopg dyskontowg.

Wyrazajgc konsumpcje per capita w Kkategoriach konsumpcji njep,
funkcjonat celu mozna zapisa¢ nastepujgco:

Alemc(t @r(til
(Aleme(t)y ,_p,dt:j_(____yA]O
1-y o l-y

Dla zapewnienia zbieznosci tej catki zaktadamy, ze: p—(1—y)m>0.

Uchylenie zatozenia o statych, egzogenicznie danych stopach inwestycji
prywatnych prowadzi do sformutowania nastepujacego problemu dynamicznej
optymalizacjil8

019 A eul~y)m-p'dt ->max, p—(1—y)m>0, (21)
i 1-7

przy warunkach:

gtst({l-x)f(k, h)+sEtf(k, h)-(n+m + SK)k,

dT =f(k, h)-c-sR(1-z)f(k, h)-sBrf(k, h)- -(n+m + SHh, (22)

k(0)=ko, h(0)—ho,
sR>0, (I-sKRI-x)-(sB+sBT)f(k, h)-c~0, c-(I-sB-s B)zf(k, h)”0

w ktérym stopy inwestycji budzetowych, sR, sB, traktujemy jako dane, a stopy
inwestycji prywatnych, sR sP - jako podlegajace rachunkowi optymaliza-
cyjnemu. Role zmiennych sterujacych przypisujemy zmiennym ¢é(t) i s£(i)19

Hamiltonian dla tego problemu jest tradycyjnie suma funkcji podcatkowej
i prawych stron réwnan ruchu dla k ih, wazonych mnoznikami Lagrange’a IK
i AH odpowiadajacy mu za$ hamiltonian wartosci biezgcej ma postac:

18 Stalag A1"1 pomijamy, gdyz nie ma wplywu na rozwigzanie maksymalizujacego wartos¢
funkcjonatu.

19 Ograniczenia zapisane w ostatnim wierszu (22) w kategoriach zmiennych sterujacych, zmiennych
stanu oraz parametréw polityki fiskalnej s, s® i ¢, odpowiadaja warunkom naktadanym na stopy

inwestycji prywatnych, odpowiednio 0, ™M 0. sE+s| .



186 Piotr Pietraszewski

Hc= (--)--:—--hOJ|,[(S"(| X) + sEx)f(k, h)- (re+ m+ 6Kk] +

(<))
+OH (1—s£(1 —t)—s~t)/T; h)-é-(n + m+ dh],

gdzie: OK= I Ke(p~-@~ymti "H= X (@E-{1~Yn), sa mnoznikami Lagrange'a wartosci
biezgcej. Pierwszy warunek zasady maksimum L. S. Pontriagina20, dotyczacy
maksymalizacji hamiltonianu w catym horyzoncie optymalizacji wzgledem
zmiennej sterujacej, ¢(t) ma posta¢ nastepujaca:

dHc
—+=m~>-0H=0. (24)
cc

Poniewaz, ze wzgledu na (9), réwnania dynamiki zmiennych stanu ki h mozna
zapisa¢ w nastepujacy sposéb:

dlt< =f(k, h)—c—sPX—x)f(K, h)—sBxf(K, h)—(n+ m + 6Kk,

dT =sP{l —x)f(k, h)+sBixf(k, h)—(n+m+ @)h,

to odpowiadajacy tak przeksztatconemu problemowi dynamicznej optymalizacji
- gdzie zamiast s£(i) role drugiej zmiennej sterujacej odgrywa sR(t)
- hamiltonian wartos$ci biezacej przyjmuje postac:

c(tY~y
Hc:—1 ------ \GK[(Sﬂ(l x)+sBx)f(k h)—<—(n+m+ SIQk]+
(25)
+ 0h[(1-s~ (1-t)+set)r(~, h)-(n+m + SHh],
pierwszy warunek za$ zasady maksimum przybiera postac:
SHC,
-~=¢(t) y-eK®=0. (26)
cc
Z zestawienia (24) i (26) wynika:
OK(t)= eH(t)=C¢(try. 27)
20 W sprawie rozwigzywania probleméw dynamicznej optymalizacji w ramach teorii sterowania

optymalnego, z wykorzystaniem zasady maksimum Pontriagina, zob. R. J. Barro, X. Sala-i-Martin,
Economic Growth, McGraw-Hill Inc., New York 1995, s. 498-510; A. C. Chiang, Elementy dynamicznej
optymalizacji, Dom Wydawniczy ELIPSA, Warszawa 2002, s. 163-310; E. Panek, Ekonomia mate-
matyczna, wyd. 2 poszerz., Wydawnictwo AE w Poznaniu, Poznan 2003, s. 373-713.
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Zgodnie ze standardowag interpretacja mnoznikéw Lagrange'a jako cen
dualnych dla zmiennych stanu - kapitatu rzeczowego i ludzkiego (wyrazajgcych
zmiane wartosci catki preferencji - a zatem ,sumy chwilowej uzytecznosci
konsumpcji” w calym przedziale optymalizacyjnym - wywotanej krancowg
zmiang poziomu kapitatu w chwili t), rownanie (27) charakteryzuje optymalng
wielko$¢ konsumpcji w chwili t jako wyrdwnujgcg krancowa uzytecznos¢
biezacej konsumpcji zjej krancowymi kosztami alternatywnymi, w odniesieniu
zaréwno do kapitatu rzeczowego, jak i ludzkiego.

Poniewaz réwnos¢ (27) zachodzi dla kazdego momentu t, z (23) (lub (25))
wynika, ze sR(t) (sP(t)) nie wplywa na warto$¢ hamiltonianu. Eliminuje to
konieczno$¢ zapisywania warunku na maksymalizacje hamiltonianu wzgledem
sR(t) (lub sF(b)).

Pozostate warunki maksymalizacji funkcjonatu celu sg nastepujace:

/(;It:/c\ldi S P((I-X)f(k, h)+SEXf(k, h) —(n+ m + SK)Kk,

= h)-¢-sp(l-x)f(k, h)-sBxf(k, h)-(n +m+Sh,  (28)

ddK 5H

= —0k((s™M(1-t)+swt) N —— (N+m+O6K+ (>-(I-y)m)~-

G H TSR -r)-s k)1

dt /(\)h+ *»0>-(i-»)«m)- (29)
=-eHIiX-sR(I-x)-sB)"~-~--(n+m+6H+p-(l-y)m )j-

- o(aba - x) + s B AR,

warunki transwersalnos$ci zas2l:

21 Warunki (30) pojawiajg sie ze wzgledu na swobodny ,stan koncowy” (czyli nie ustalone a priori
wartosci graniczne zmiennych stanu przy i-*oo). Warunek (31) odgrywa role og6lnego warunku
transwersalnos$ci w problemach z nieskoriczonym horyzontem, ze wzgledu na nie ustalony z koniecznosci
korncowy moment optymalizacji. Zob. A. C. Chiang, op. cit., s. 239-242.
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limix(i)=0 <* lim OK(t)e((l~)m~p =O, (30)

t-*co t~* oo

lim XHt)=0 <= lim 8H{t)e{{l ~yym-pt= 0,

t-* 00 t ~ 00
Iim#=0 o UmHceffl- )m pt= 0. (31)
t m 00 I — 00
Podstawiajac (27) oraz: —yc(E — do (29), po kilku prostych
jac (27) dt dt y()ydt (29), p p y

przeksztatceniach otrzymujemy:

dc 1 (df(K, Hi N
at A e (N+m+ 6K+ p-(l~y)m)y

(32)

3: ; ;\dﬂkv_f_‘?___(nJ,m+(3|-|+p-(l-y)m)'j\}-\

Dynamike systemu charakteryzuje uktad réwnan rozniczkowych (28), (32).

Ze wzgledu na brak okreslenia konkretnej postaci funkcji f(k, h), nie mozna
wyznaczy¢ rozwigzania tego uktadu w sposéb analityczny. Mozemy jednakze
dokona¢ jego analizy jakosciowej. Punkt stacjonarny znajdujemy przez
przyréwnanie prawych stron (28) oraz (32) do zera. Odpowiednie réwnania
zapisujemy w postaci:

sRO\-x)f(k, h)+sBtf(k, h)=sKf(k, h)= (n+ m+6Kk,

(33)
sP(1-x)f(k, h)+sBef(k, h)=sHf(k, h)= (n+m + 6Hh,
8f(k, h)
—-=—"=n+m+ SK+ p—(1—y)m,
ck
(34)
df(k, h)
— (—)%— =n+m+SH+ p—1—y)m,

przy czym w obu réwnaniach (33) skorzystaliSmy z zaleznosci (5), a w drugim
takze z (9).

Wartosci ke, he>0 oraz s£”,sp'*>0, bedace rozwigzaniem ukiadu
rownan (33M34), charakteryzujg dtugookresowg réwnowage dynamiczng
systemu.
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Zbieznos$¢ gospodarki do stanu réwnowagi diugookresowej jest formalnie
zagwarantowana przez warunki transwersalnosci (30M31).

Podstawiajgc prawg strone (27) 6Kit)= 9Hit) w (25), ze wzgledu na silng
wklestos¢ funkcji fik\ h), mozemy zauwazy¢, ze tzw. zmaksymalizowany
hamiltonian wartosci biezacej, zdefiniowany jako:

H~(9Kit), Oait), kit), h(t))=Hc(dK(t), OHit), kit) hit), ¢* (f), SR\t)),

- gdzie ¢” (¢) i sE**(i) oznaczajg optymalne trajektorie zmiennych sterujacych
¢it) i sKit), wynikajace z zasady maksimum - jest silnie wklesta funkcja
zmiennych stanu kit) i hit). Tym samym spetniony jest warunek wystarczajacy
na to, aby rozwigzanie wynikajace z zasady maksimum stanowito jedyne
rozwigzanie optymalne problemu (21)-(22).

Z warunkoéw rownowagi diugookresowej (33M34), zaleznosci (5) oraz
definicji (10) wyznaczamy dtugookresowe optymalne spoteczne stopy inwestycji
(obowigzujgce w punkcie rownowagi dtugookresowej):

m+n+06K . m+n + 6H
R - , S =P P , (35)
K p+ n+ SK+ym H p+n+ 6H+ ym
gdzie a=a(ke, he), ji= [iike, he) to state - na Sciezce wzrostu réwnomiernego

- udziaty kapitatu rzeczowego i ludzkiego w produkcie.
Optymalne stopy inwestycji prywatnych mozemy wyznaczy¢, korzystajac
z réwnan (5):

*x B

>_ s, - sh\

_Sa» 36
1T (0)

Spoteczne stopy inwestycji s*, s", warunkujg okreslone (optymalne) poziomy
produktu i konsumpcji njep w stanie stacjonarnym, ye, Ce.

Z (35) wnioskujemy, ze optymalne spoteczne stopy inwestycji pozostajg
niezalezne od dziatan panstwa z zakresu polityki fiskalnej. Oznacza to m.in., ze
kazda proba podniesienia przez panstwo spotecznych stép inwestycji poprzez
zwiekszenie czesci dochodéw budzetowych przeznaczanej na inwestycje
budzetowe wywota, zgodnie z (36), odpowiednie obnizenie stop inwestycji
prywatnych, w takim stopniu, iz spoteczne stopy inwestycji nie ulegng zmianie.
Nastepuje zatem wypychanie inwestycji sektora prywatnego przez inwestycje
budzetowe. W konsekwencji polityka fiskalna jest nieskuteczna w oddziatywa-
niu na dtugookresowa Sciezke wzrostu gospodarczego22

2 Ze wzgledu na ograniczenia, jakim podlegaja stopy sFi sp (patrz przypis 19), écisle rzecz biorac,
sformutowane wnioski pozostaja stuszne tak diugo, jak dfugo”stopy inwestycji budzetowych i stopa
s” s" s” +s"—1—1)

redystrybucji ustalone przez parnstwo spetniajag warunki: sEng 35397 oraz SE+SE> —————————————————————— ,

gdzie s i s** okre$lone sg przez (35). W sytuacji, gdy warunki te nie sg spetnione, stopy inwestycji
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Sformutowane wnioski sa stuszne pod warunkiem, ze konsumpcja publiczna
w takim samym stopniu wptywa na uzyteczno$¢ podmiotéw sektora prywat-
nego, jak konsumpcja prywatna (w funkcjonale (20) ujeta jest cato$¢ konsumpcji
per capita, bez wzgledu na zrodto pochodzenia). Zatozenie takie wydaje sie mato
prawdopodobne. Z tego wzgledu przyjmujemy teraz bardziej realistyczne
zatozenie, ze podmioty w sektorze prywatnym podejmujg decyzje o podziale
swoich dochodéw do dyspozycji na biezacg konsumpcje i inwestycje w sposob
zapewniajacy maksymalizacje miedzyokresowej uzytecznosci konsumpcji (per
capita), finansowanej wylgcznie z wlasnych s$rodkéw. Zakltadamy zatem, ze
optymalizacja w przypadku typowego podmiotu ekonomicznego dotyczy wytacz-
nie poziomu prywatnej konsumpcji, nie za$ konsumpcji spotecznej per capita,
wigcznie z konsumpcjg sektora budzetowego.

Okazuje sie, iz odpowiednie przeformutowanie zadania optymalizacyjnego
(funkcjonatu celu) zmienia w zasadniczy sposob jakosciowy charakter rozwigza-
nia w aspekcie wptywu polityki fiskalnej na poziom spotecznych stép inwestycji.

Konsumpcja prywatna njep spetnia réwnanie:

cP=a-sR-sP(l-r)f{k,h). (37)

Odpowiednio zmodyfikowany problem dynamicznej optymalizacji przyjmuje
postac:

@c (D)~ N
f — eia~y)m-p)tdt -* max, p—(1—y)m>0, (38)
o 1*7

przy warunkach:

— =sR(1—x)f(k, h)+sBxf(k, h)-(n+m + 6Kk,

-r-*=(1—r)f(k, h)—6P—sR(l —T:)f(k, h)+sBixf(k, h)—(n + m+ dHh,

(39)
k(0)=ko,h (0)= ho,

sR>0, (I1-sR(I-x)f(k, h)-¢P~0, ¢pnO.
Role zmiennych sterujacych przypisujemy zmiennym 5P(t) i sp(t)23.

prywatnych okres$lone przez (36) znajduja sie poza obszarem dopuszczalnym. Aby formalnie rozpatrzy¢
sytuacje, kiedy podane warunki nie sa spetnione, nalezatoby sformutowaé¢ warunki optymalnosci
Kuhna-Tuckera w kategoriach funkcji Lagrange'a. Majac w pamieci wnioski dotyczace rozwigzania
zadania na optymalizacje warunkowa stép inwestycji budzetowych (przy danych egzogenicznie stopach
inwestycji prywatnych), intuicyjnie oczywiste jest twierdzenie, ze w aktualnie rozwazanym problemie
szansa na osiggniecie przez gospodarke optymalnych (tzn. maksymalizujgcych funkcjonat celu (21))
spotecznych stop inwestycji jest tym wieksza, im mniejsza cze$¢ dochodu jest redystrybuowana przez
budzet.

3 Ograniczenia zapisane w ostatnim wierszu (39) odpowiadajg warunkom naktadanym na stopy
inwestycji prywatnych, odpowiednio, 0, sJNO, s™+sjnI; por. przypis 19.
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Hamiltonian wartosci biezacej w tym problemie ma posta¢ nastepujaca:
------- fOx[(s™ (I—t)/X&, h)+sBxf(k, h)—(n+ m+ 6K k] +
1 K

+ MH[(Q —x)f(k, h)-cP-s p(I-x)f(k, h)+s~xf(k, h)—(n+ m + 6Hh\,

gdzie: OK= Akeip u ;mii OH= @ sg mnoznikami Lagrange’a wartosci
biezacej, pierwszy warunek za$ zasady maksimum przybiera postac:

dH
=cP(t) y—9h=0.
dc

Rozumowanie analogiczne do przeprowadzonego dla problemu (21,.(22),
prowadzi do wniosku, ze:

BK(t) = 6H(t)=Cp(1)-<, 40

skad wynika, ze warto$¢ zmiennej sR(t) nie wptywa na warto$¢ hamiltonianu, co
eliminuje koniecznos$¢ zapisywania warunku na maksymalizacje hamiltonianu
wzgledem tej zmiennej.

Pozostate warunki maksymalizacji funkcjonatu celu sg nastepujace:

EL=~-=sp(l-x)f(k, h)+sBxf(k, h)—(n+ m+ SK)k,
dt dak K K

o sy (b Of —6—sFU—0f(k, )+ sBxf(k, ) —(n+m + 6Hh, (41,

dt
ddk 5H f N
— =--r+dK(p-a-y)m) =

dt dk

= - CK((«E(1- T)+shkx) ---(n+m+dk+p-(l-y)m)j-

,df(k, h)

9h ((1 -t)-s £ (1 -t)-1-s® t)- ok
doH 8H x (42)
— = --~A +0Hp-(l-y)m) =

Gt ah |"EIO( y)ym)

=-0OH(i(l-1)~sR(I-x)+sBx )" ~~-(n +m+SH+p-(l-y)m)j-

ety ¢ s R

warunki transwersalnosci za$ sg powtdrzeniem (30)-(31).
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. doK ddK _ dcP
Podstawiajgc (40) oraz: dt dt = —ycP(®) y —do (42), g(t) kilku prostych

przeksztatceniach otrzymujemy:

an —+Ep(F{|(d’\ h) n SSB CB)TSfA R) et s ruk TR — N\t — yjulLj i
y-"'- iX - - ik +
(43)
déP 1 (df(k,h) 8f(k,h)

dF"yer(li~sh (»+™ +4 +/.-(l-y)i»)J.

Dynamike systemu charakteryzuje ukiad réwnan rézniczkowych (41), (43).
Wartosci ke, he oraz s£*” i sp™* bedgce rozwigzaniem uktadu réwnan:

SR(I —x)f(k, h)+sBxf(k, h)= (n+m + SK)k,

(44)
sP(l —x)f(k, h)+sBxf(k, h)= (n+ m+ SHh,
(I-(I-s@g-sgr)\g(k’—h):n+m+éK+p—(l—y)m,
(34)
(I—(l—s —Sjpr}Sf( ! )—n+m+(’)H+p-(I-y)m,

charakteryzujg dtugookresowg rownowage dynamiczng systemu24.

Zbieznos$¢ gospodarki do stanu réwnowagi diugookresowej jest formalnie
zagwarantowana przez warunki transwersalnosci.

Z warunkéw rownowagi diugookresowej (44)-(45), zaleznosci (5) oraz
definicji (10) wyznaczamy dtugookresowe optymalne spoteczne stopy inwestycji:

(m+yi+ RI-(l-s™-s])T) o
SK = * ) =si'(i-(i-4 -squ),
p+ n+ 6K+ ym

(46)

p+n + SH+ ym K H

gdzie s**, s” oznaczaja spoteczne stopy inwestycji dane przez (35). Ze wzorow
(46) wynika, iz dla dowolnego dodatniego x (przy ustalonych pozostatych
parametrach i 0 <sf, +sf,<l) zachodzg zalezno$ci: s*” <s” is"*<s*', oraz s°%
sH, sg tym nizsze, im wyzsze jest x (przy ustalonych s@ s@) oraz tym wyzsze,

24 W drugim réwnaniu (44) skorzystaliSmy z zaleznosci (37) oraz (5).
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im wyzsze sgs- i s" (przy ustalonym t). Jednoczes$nie przy s™+ s®= 1 zachodzi:
sr(kk:sE oraz s’I:Ikk:sﬁ, bez wzg}eldu na poziom t25.

W poréwnaniu z sytuacjg, gdy w funkcjonale celu typowego podmiotu
ekonomicznego znajduje sie catos¢ konsumpcji spotecznej per capita, wyniki
otrzymane w ostatniej wersji modelu mozna podsumowacé nastepujaco:

- jesli podmioty biorag pod uwage tylko konsumpcje prywatna, to wzrost stopy
redystrybucji « powoduje spadek spotecznych stép inwestycji w gospodarce,
zaréwno w kapitat rzeczowy, jak i ludzki, o ile tylko dochody budzetowe nie sg
w catosci wydawane na inwestycje budzetowe;

- przy danym poziomie stopy redystrybucji, wzrost stopy inwestycji budzeto-
wych w ktérykolwiek rodzaj kapitatu, powoduje wzrost spotecznych stop
inwestycji jednoczes$nie w oba rodzaje kapitatu, a efekt ten jest tym silniejszy,
im wyzsza jest stopa redystrybucji dochodéw przez budzet.

Obie rozpatrzone tu sytuacje nalezy traktowac jako przypadki krancowe.
Sita wptywu stop inwestycji budzetowych na Sciezke wzrostu réwnomiernego
podlega zatem relatywizacji w zaleznosci od stopnia, w jakim podmioty
prywatne faktycznie biora pod uwage poziom konsumpcji budzetowej w swoich
wyborach dotyczgcych podziatu rozporzadzalnych dochodéw pomiedzy biezace
zaspokajanie potrzeb konsumpcyjnych i akumulacje kapitatu rzeczowego
i ludzkiego.

mgr Piotr Pietraszewski
Wyzsza Szkota Bankowa w Poznaniu

ANALYSIS OF THE POSSIBILITY OF GOVERNMENT INFLUENCE
ON THE ECONOMIC GROWTH IN THE CONTEXT
OF THE MAXIMALISATION OF WELFARE

Summary

The subject of this paper is an analysis of the possibility of a government to influence the
economic growth through a fiscal policy, in the extended framework of a neoclassical model of
economic growth (with the accumulation of human capital). This model implies no relation between
social rates of investments in real and human capital and a long-term growth rate. It limits the
possibility of potential stimulating of the rate of growth by economic authorities only to the transitory
period, during which the economy moves from one balanced growth path to another. However, since
the positive influence of the accelerated accumulation of capital on the level of the long-term growth
path of the per capita product does not have to entail the increase of social welfare (measured by the

5 Ze wzgledu na ograniczenia natozone na stopy inwestycji prywatnych sr, sp (patrz przypis 23),
$cisle rzecz biorac, formuty podane w (46) wyznaczajg optymalne spoteczne stopy inwestycji tak dtugo, jak
dtugo stopy inwestycji budzetowych i stopa redystrybucji ustalone przez panstwo spetniajg warunki:

SK s S"*F+s"*F—1-1)
SESQ T ,ShB<t— oraz , SB+SB>------——————I ———————————— , gdzie s*;"'i s“ sag okre$lone przez (46). Aby formalnie
! k h a

rozpatrzy¢ sytuacje, kiedy podane warunki nie sa spelnione, nalezatoby sformutowaé warunki
optymalnosci Kuhna-Tuckera w kategoriach funkcji Lagrange’a; por. przypis 22.
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level of social per capita consumption), we raise a question about the optimal structure of budget
expenses in the division into public investments in real and human capital and consumption,
corresponding to a given structure of private sector expenses. Next we reject the assumption about the
exogenously given structure of expenses of private agents which means, inter alia, the absence of
reaction of these agents to changes in the fiscal policy of the government. The endogenous derivation
of the division of private incomes for investments and consumption from explicitly described
preferences of agents over (per capita) consumption streams may lead to the conclusion suggesting
total neutrality of the fiscal policy with regards to its influence on economic growth. At the last stage
of the analysis we demonstrate that this conclusion is becoming relativised, depending on the extent
to which private agents take into account the level of public consumption in their optimising decisions.



