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MAKROEKONOMICZNE PROBLEMY STEROWANIA OPTYMALNEGO
W MATEMATYCZNEJ TEORII WZROSTU

I. STEROWANIE OPTYMALNE. SFORMULOWANIE ZAGADNIENIA

W pracy przedstawiamy trzy zadania sterowania optymalnego wzro-
stem w jednosektorowej gospodarce z dwuczynnikowa funkcja produkcji
Cobba-Douglasa rézniace si¢ zatozeniami wzrostu dochodu narodowego
i konsumpcji. Kryterium wzrostu w pierwszych dwoéch zadaniach jest
maksymalizacja konsumpcji w pewnym, ustalonym okresie. W trzecim
zadaniu za kryterium wzrostu przyjeliSmy czas potrzebny gospodarce na
osiagniecie zatozonego, docelowego poziomu produkcji dobr konsumpcyj-
nych. Uwzgledniamy w nim poza tym okreSlone warunki eliminujace
,skoki" w podziale dochodu narodowego ujawnione w rozwiazaniach po-
przednich zadan. Na marginesie otrzymanych rozwiazan dzielimy si¢
spostrzezeniami dotyczacymi pewnych ogdlnych — jak sic wydaje —
prawidtowosci, ktérym sa podporzadkowane optymalne procesy wzrostu
w dtugich okresach.

Oznaczenia: R — przestrzen Euklidesa n-wymiarowa (R’ — 0§
liczbowa rzeczywista); T=[t, t] — przedziat czasu domknigty w R’
(horyzont czasu); C![T] — klasa ciagtych wraz z i-ta pochodng funkcji
wektorowych f : T—R»; (C°[T]1= C}{[T] — klasa ciagtych funkcji wektoro-
wych f:T—RY; C°[T]— klasa przynajmniej przedziatami ciagtych funkcji
wektorowych f : T—R"™ co najwyzej o skonczonej liczbie punktéow nie-
ciagto$ci pierwszego rodzaju wewnatrz przedziatu 7, w punktach nie-
ciagtosci ciaglych prawostronnie (6°[T]=C?;[T]).

Zaktadamy, ze:

(i) Funkcjonowanie gladkiego systemu dynamicznego w horyzoncie
czasu T opisuje réwnanie rézniczkowe wektorowe

x()=f(x(1),u(®),1), (1)
w ktorym f=(fy, ..., fn), ()=(22(t), ..., Ta(t)), w(t)=(us(t), ..., Um(t)),
u()eUcR™, ueCl[T] (2)

oraz f, 0f/0xe CO[R*XUXT]. Zbiér U nazywamy zbiorem dopu-
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szczalnych warto$ci sterowan, a kazda funkcje u:T—-U
z klasy 5?"[T] — trajektoria sterowan lub krétko sterowaniem
(na 7). W zalezno$ci od typu zadania moment koncowy ¢, horyzontu 7
moze by¢ ustalony lub nie.

(ii) Ustalone sa: stan poczatkowy x°, w ktérym system znajduje sie
w momencie poczatkowym #;

x(to)=x° (3)

oraz niepusty podzbiér standw docelowych X< R", do ktérego powinien

,,przej$¢" system ze stanu poczatkowego x°. Zbiér stanéw docelowych

z zatozenia jest gladka rozmaito$cia w R, tzn. X={xe R":p(x)=0},

gdzie p(-)=(p:«(-), ..., pr(*)) jest pewna gtadka (ciagta wraz ze wszystki-
mi pochodnymi czastkowymi) funkcja k-wektorowa (k<<n) z wektorami
dpi(x)/dx (i=1, 2, ..., k) liniowo niezaleznymi w kazdym punkcie xe X.

Rozwiazanie x:T—R" réwnania (1) z warunkiem poczatkowym (3) odpo-
wiadajace takiemu sterowaniu u:T—U z klasy C:[T], ze'

x(t)eX (4)

nazywamy dopuszczalna trajektoria standw systemu
(ma 7). W dalszym ciagu dane na 7T sterowanie i odpowiadajaca mu
trajektori¢ etanéw oznaczamy krétko przez ur, xr. Pare (u, xr spet-
niajaca uktad warunkow (1)-(4) nazywamy dopuszczalnym pro-
cesem sterowania.

(iii) Ustalony jest wskaznik jako$ci funkcjonowania systemu w postaci
funkcjonatu catkowego

@ [(u, x)r]= ifo(x(t)’ u(t), t)dt (5)

okre$lonego na wiazce wszystkich dopuszczalnych proceséw sterowania.
O funkcji podcatkowej w (5) zaktadamy, ze ma te same wlasnosci, co
funkcje f w (1). Zadaniem sterowania optymalnego nazywamy zadanie
wyboru z wiazki dopuszczalnych proceséw sterowania procesu maksyma-
lizujacego warto$¢ funkcjonatu (5). Zapisujemy je nastepujaco:

max [ fo(x(2), u(t), t)dt (6)
T
x(O)=f(x(), u(®), 1)
u()eU, ueCo[T] (7)
x(t)=x°, x(t)eX.
Proces (u*, x*)r bedacy rozwiazaniem tego zadania nazywamy opty-

malnym procesem sterowania, u, — sterowaniem opty-

' Rozwiazanie réwnania rézniczkowego pojmujemy w sensie catkowym.
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malnym, x; — optymalna trajektoria standéw systemu.
Jezeli X=R' i moment korcowy ¢, horyzontu T w zadaniu (6) -.(7) jest
ustalony, wowczas otrzymujemy zadanie sterowania optymalnego z kryte-
rium catkowym i tzw. swobodnym prawym koncem trajektorii. Nato-

miast przyjmujac fo=—1 i naktadajac, ze moment 7, w zadaniu tym jest
nieustalony (zmienna decyzyjna zadania) — dochodzimy do tzw. zadania
minimalnoczasowego

min ¢,

przy warunkach (7).

II. ROWNOWAGA

W technice powszechnie przyjeto nastepujaca definicje stanu réwno-
wagi: stanem rownowagi nazywamy taki stan systemu x, w ktérym po-
zostaje on dowolnie dtugo przy zerowym impulsie wejSciowym (sterowa-
niu). W systemach, ktorych funkcjonowanie opisuja réwnania rézniczko-
we typu (1) oznacza to, ze w stanie réwnowagi powinien by¢ speiniony
warunek:

f(x,0,1)=0 dla dowolnego t>1,. ®)

Warunek ten spetniaja najczesciej tylko systemy stacjonarne (kté-
rych funkcjonowanie opisuja réwnania typu (1) z prawa strona jawnie
niezalezna od zmiennej czasu t). W pozostatych przypadkach (systeméw
stacjonarnych, ktorych funkcjonowanie opisuja réwnania typu (1) z prawa
strona jawnie zalezna od zmiennej czasu ?) warunek (8) jest z reguty
sprzeczny.

W ekonomii matematycznej idea takiej rownowagi ,,statycznej" prze-
wija sie¢ m.in. w teorii rdbwnowagi ogdlnej L. Walrasa i oparta jest na hi-
potezie, ze istnieja gospodarki (a) speiniajace sformutowany wyzej po-
stulat stacjonarnosci, (b) mogace funkcjonowaé w catkowitej izolacji od
otaczajacego je $wiata, nie wymagajace jakichkolwiek zewnetrznych do-
plywdéw energetyczno-informacyjnych (zerowy impuls wejsciowy).

Realne gospodarki nie sa ani stacjonarne, ani bezwzglednie odosobnio-
ne. Niezbedna jest zatem taka definicja, ktdra

— relatywizowataby pojecie rownowagi nie utozsamiajac jej z po-
jedynczym ,,stanem spoczynku" systemu i nie wykluczajac mozliwosci
oddziatywania ,,z zewnatrz" w celu zainicjowania okreslonej réwnowagi,

— stosowataby sie w rownej mierze do systemOow obu typdw (stacjo-
narnych i niestacjonarnych).

Przyjmujac, ze przejawem réwnowagi — tak czy inaczej rozumia-
nej — powinna by¢ niezmienno$¢ pewnych charakterystyk systemu, nie
wymagamy jednak, by charakterystyke te tworzyt bezwarunkowo jego

16 Ruch Prawniczy 4/84
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stan  odpowiadajacy zerowemu sterowaniu, a wigc stan rownowagi tak
rozumiany, jak pojecia tego uzywa si¢ w technice. ,,Niezmiennikami"
moga by¢ — ogdlnie ujmujac — wartosci pewnych funkcji okreslone na
zbiorach standw i sterowan i opisujace okreslone wtasno$ci systemu. Nie
musi by¢ nim bezpo$rednio stan systemu, lecz np. jego pochodna (wtedy
trajektoria stanéw w réwnowadze bedzie funkcja liniowa) lub suma war-
tosci jego wspotrzednych (jezeli np. wspotrzedne wektora stanu systemu
x(t)=(x,(t), ..., xx(t)) charakteryzuja jego mase roztozona w n réznych
punktach w momencie 7, to réwno$¢ . x;(t)=const™>0 oznacza, ze wa-
i=1

runkiem réwnowagi systemu jest zachowanie masy bez wzgledu na jej
rozktad). Jest pozadane, by system w réwnowadze charakteryzowat ,re-
gularny" przebieg jego trajektorii, co oznacza ich ciagto$¢ i odpowiednia
gtadkos¢ (w klasycznej definicji rownowagi postulat ten jest spetniony).
Myél te zawrzemy w ponizszej definicji.

Definicja. Bedziemy mowié, ze system, ktdorego funkcjonowanie
opisuje réwnanie (!) z trajektoria sterowan #r i trajektoria standw Ir
znajduje si¢ w horyzoncie 7 w o-rOGwnowadze, gdzie ¢ — funkcja,
o: UXR">RE g(u, x) 5 const na UXR®, jezeli: (i) EeCi[T], .\—'EC: [T1, (i)
a(u(t), 2(t))=consgt w kazdym momencie t e T

Funkcja o : UXR»—RFE jest ,,miara" tych charakterystyk systemu, kt6-
rych utrzymanie na okre$§lonym poziomie uznaje si¢ za szczegdlnie po-
zadane objawy jego rownowagi. W praktyce zalezy ona od specyfiki
problemu, celu badan itp.

III. OPTYMALNY PODZIAL DOCHODU W ZAGREGOWANYM MODELU
WZROSTU

Wazniejsze oznaczenia: /1), z(t) — ludnos¢ i zatrudnienie
w momencie ¢ (zaséb, np. w mln oséb — L); m(?#) — majatek produkcyjny
w momoncie ¢ (zasdb, wymiar: zt); i(?), y(1), c¢(t) — inwestycje (brutto), do-
chéd narodowy i konsumpcja w momencie ¢ (strumienie, wymiar: zt/R,
R — ustalona jednostka czasu, np. R=1 rok); u(t)=m(t)/z(t) — technicz-
ne uzbrojenie pracy w momencie ¢t (wymiar: zt/L); n(t)=c(t)/l(t) — kon-
sumpcja przypadajaca $rednio na osobe w momencie ¢ (wymiar: zi/R-L);
k(t)=m(t)/y(t) — kapitatochtonno$¢ produkcji w momencie ¢ (wymiar: R);
s(Y)=i(t)/y(t) — udziat inwestycji w dochodzie w momencie ¢ (stopa in-
westycji, wielko$¢ niemianowana); 2>>0 — stopa wzrostu ludno$ci (wymiar:
1/R); o (0, 1) — wskaznik aktywnos$ci zawodowej ludnosci (wielko$¢ nie-
mianowana); u=>0 — wskaznik deprecjacji majatku (wymiar: 1/R); ee
e(0, 1) — elastyczno$¢ dochodu wzgledem majatku (wielko$¢ niemianowa-
na); 1—¢ — elastyczno$¢ dochodu wzgledem pracy (zatrudnienia); »>0
— wskaznik (czystego) postepu techniczno-organizacyjnego.
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1. MODEL WZROSTU. PODSTAWOWE ZALOZENIA

Zaktadamy, ze w horyzoncie T:
(i) Ludnos$¢ oraz zatrudnienie rosna ze stopa i:

I(t =1%"¢"", )
z()=pl(1). (10)
(ii) Wzrost majatku produkcyjnego opisuje rownanie
m(t)=i(t)—pm(t) an
z funkcja ie C°[T] i warunkiem poczatkowym
m(ty)=m’>0. (12)

(iii) Strumien dochodu w momencie ¢ zalezy od zasobu majatku i za-
trudnienia w tym momencie. Zalezno$¢ te opisuje dynamiczna (stopnia 1)
funkcja produkcji Gobba-Douglasa

y()=am(t)z' (1) (13)

(a — stata dodatnia).
(iv) Strumien spozycia (konsumpcji) tworzy cze$¢ dochodu pozostajaca
po odliczeniu inwestycji

cH=y(M—i() (i(0), e(1)>0). (14)

Przy przyjetych oznaczeniach uktad warunkow (11)-(14) jest réwno-
wazny z nastepujacym:

u(t)=as()u’{t)e’" " —(u+Au(t),
s(H)e[0,1], seC°[T],

u(ty)=u’ (=m°/pl°®>0),
y(O=ap(1—s(®)u(1)e"™™ .

Réwnowazno$¢é rozumiemy w tym sensie, ze czworka (i, m, y, c), wte-
dy i tylko wtedy spetni warunki (11)-(14), gdy uktad (15) spetni trdjka
(s, m, p)r : S(A)=1Ut)/Y(t), w(t)=myt)/z(t), y{t)=c(t)/t).

(15)

2. PIERWSZE (,KLASYCZNE") ZADANIE STEROWANIA OPTYMALNEGO

1°. Sformutowanie zadania. Rozpatrzmy nastepujace zada-
nie maksymalizacji konsumpcji na osobe w ustalonym horyzoncie 7+

’ Rozwiazanie otrzymujemy stosujac zespét warunkéw optymalnoéci znany pod
nazwa zasady maksimum Pontriagina. Por. W. G. Bottianski, Mefody matematyczne
sterowania optymalnego, Warszawa 1970, rozdziat 1V, twierdzenie 4.10. Podobne
zadanie rozpatruje K. Shell, Optimal programs of -capital accumulation for an
economy in which there is exogenous technical change, w: FEsseys on the theory
of optimal economic growth, Cambridge (Mass.), 1967; zob. takze L. Stoleru, Rawno-
wiesije [ ekonomiczeskij rost, Moskwa 1974, rozdziat 12.

16*
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max | ap(1—s(2))u’(t) e~ "dt, (16)
d(t):as(t)ue(t)e”"*“”—(u+A)u(t),

s(H)e[0,1], seC°[T], (17)
u(ty)=u">0. |

Pare (s, u), spetniajaca warunki (17) nazywamy dopuszczalnym
procesem wzrostu (w zadaniu (16) - (17)). Proces dopuszczalny
(s*, u*), maksymalizujacy warto$§¢ funkcjonatu (16) nazywamy proce-
sem optymalnym. Funkcje s;nazywamy sterowaniem opty-
malnym, funkcjg u;— optymalng trajektoria technicz-
nego uzbrojenia pracy, a odpowiadajace im funkcje y;, m; itd.
— optymalnymi trajektoriami konsumpcji na osobg,
majatku itd. Zatézmy, ze elastyczno$¢ dochodu wzgledem majatku
spetnia warunek

1>e>v[(p+2), (18)
a poczatkowe techniczne uzbrojenie pracy jest niskie
u®<[ag/(p+ )77, (19)

wowczas rozwiazanie zadania (16) - (17) jest nastepujace ’.
Istnieja takie liczby 8, 64, 05 >0, ze:
(i) jezeli t;—tq > 0,+0,, to rozwiazaniem zadania jest proces (s* u*);

1 dla te[(o, T),
s*)={5 dla te[t,, 15),
0 dla tefr,,t],

[{[(uo)l—a—ad] e—(u+i~)(1-—a)(t—to)+ade»‘(t-fo)}ll(l—z)dla telto, 741,

v
. Ve
wWO={u¥(r)e-"""  dla te[ry, 1,1,

u*(r,) e WP (dla telr,, t,],

gdzie: 1,=1,+0;, To=t,—0, Ss=¢l+v/(1—e)(u+A)]e(0,1), d=(1-2¢)/[v+(1—¢)
(ux )]

(ii) jezeli 0, +6,>t,—1,>0, ,to t,<7,=7,=7<t; i rozwiazaniem zadania
jest (proces (s*, u*):

. 3 1 dla te[to,r)a
S (t)—{() dla te[r, t,],

 Objetoéé pracy nie pozwala na przedstawienie rozwiazania w przypadku,
gdy nie sa spetnione wymienione zatozenia. Ograniczamy si¢ tutaj do takiej prak-
tycznie ciekawej sytuacji, w ktorej gospodarka nie osiagneta jeszcze zbyt wysokie-
go poziomu technicznego uzbrojenia pracy, a poza tym jest ,czulsza" na zmiany
zasobow pracy niz majatku.
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0y1-= —(= (-t V=t 1/(1—
u*(t):y{[(u )_(e:zag;]e k=D(A=)E=t0) 4 gge¥¢-toN 1= 1 te[t,, 1),
¥ (@ e “* P dla te[x, 1],

gdzie z=t,—0;
(iii) jezeli t;—tp <0,, to optymalny proces wzrostu redukuje si¢ do
postaci:

S*(t)=0, u*(z)=u°e—<u+m(:—,o>

w kazdym momencie teT.

Postaé¢ rozwiazania zalezy od dlugosci horyzontu T. Jezeli jest on
krotki, to optymalny proces wzrostu charakteryzuje si¢ zerowymi in-
westycjami i ujemnymi stopami wzrostu wszystkich pozostatych trajek-
torii. Jezeli horyzont jest $redniej diugosci, to pojawiaja si¢ dwie fazy
wzrostu. W fazie poczatkowej (inwestycyjnej) caly dochdd zostaje prze-
znaczony na inwestycje (zerowa konsumpcja), szybko rod$nie majatek, do-
chdéd i techniczne uzbrojenie pracy. W fazie drugiej (konsumpcyjnej) cat-
kowicie zostaja wstrzymane inwestycje, caty dochdd idzie na spozycie,
wskutek czego majatek i dochdd kurcza sie. Wreszcie, jezeli horyzont
jest diugi, to pojawiaja si¢ trzy fazy wzrostu: poczatkowa — inwestycyj-
na, Srodkowa — réwnomiernego wzrostu i koncowa — konsumpcyjna.
W fazie $rodkowej obserwujemy umiarkowany wzrost majatku, dochodu,
konsumpcji i technicznego uzbrojenia pracy. Faza ta jest tym dtuzsza, im
dtuzszy jest horyzont T.

2°. Réwnowaga i stabilno$§¢ optymalnych procesow
wzrostu. Jezeli gospodarka, w ktdrej wzrost technicznego uzbrojenia
pracy opisuje rownanie rézniczkowe w (17), miataby znajdowaé si¢ w sta-
nie rownowagi w jej klasycznym rozumieniu, to powinna osiagnaé taki po-
ziom technicznego uzbrojenia pracy i, by spetniony byl warunek: —(u+
+2)74=0 (zob. pkt 2). Warunek ten zachodzi — oczywiscie — tylko wte-
dy, gdy u=0 (zerowe techniczne uzbrojenie pracy, a tym samym zerowy
majatek, dochdd, konsumpcja itd.). Rownowaga taka nie moze mieé¢ miej-
sca, praktycznie bowiem oznaczataby unicestwienie gospodarki.

Rozpatrzmy zatem procesy w o-réwnowadze (w sensie definicji réw-
nowagi sformutowanej w pkt 2) ze stalymi stopami wzrostu technicznego
uzbrojenia pracy i konsumpcji na osobg, a wigc procesy dla ktérych:

o(s(t), u(®))=(u(t)/u(t), (t)/y(t))=const>0,

gdzie yp(t)y=ap(1—s{t))u’(t)exp{(vti—1,)}. Beda to procesy (s, u), speinia-
jace rownanie rozniczkowe w uktadzie (17) z dowolnym warunkiem po-
czatkowym u°>>0 i sterowaniem seC'[T] z warto$ciami w [0, 1], w kt4-
rych w(t)=u’exp{a(t—ty)} i odpowiada im trajektoria konsumpcji na
osobg y(t)=y%exp{B(t—to)}, gdzie »°, ¢, f sa pewnymi liczbami dodatni-
mi. Procesow takich jest nieskonczenie wiele, przy czym okazuje si¢, ze:
(a) w kazdym takim procesie stopa wzrostu technicznego uzbrojenia pra-
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cy i konsumpcji na osobe e=pg=v»/(1—¢), (b) trajektorie zwiazane sa wa-
runkami:

0 —ap ) —p| —— +pt+ |, s(t)=2
Y =aplu 1Y m+# u 55( — ~(u%) >

gdzie
Taoy=a '[v/(1—&)+u+2](u°)' ~*=const (0, 1).

Procesy speiniajace warunki (a), (b) nazywamy procesami row-
nomiernego wzrostu. Widzimy, ze rdézne strategie akumulacji
prowadza do rownomiernego wzrostu technicznego uzbrojenia pracy
i konsumpcji na osobe ze stata stopa »/(1—e) (lecz na réznych poziomach).
Majatek produkcyjny, dochdd i konsumpcja rosna w procesie réwnomier-
nego wzrostu odpowiednio szybciej (ze stopa »/(1—e)+1). Z ta sama stopa
ro$nie takze cze$¢ dochodu pozostajaca po odliczeniu inwestycji na od-
tworzenie zuzywajacego sie¢ majatku i jego wzrost ma stope réowna stopie
wzrostu ludno$ci: y(t)—(u+2) m(t) (innymi stowy — czeé¢ dochodu po
odliczeniu inwestycji, ktére sa niezbedne dla przeciwdziatania spadkowi
technicznego uzbrojenia pracy).

Wséréd proceséw rownomiernego wzrostu istnieje jednak tylko jeden
proces, ktéremu w kazdym momencie teT odpowiada maksymalna wiel-
kos$¢ owej ,,nadwyzki”, tzn. taki proces (s, @#)r, ze kazda trajektoria ma-
jatku i odpowiadajaca jej trajektoria dochodu m, y, w procesie réwno-
miernego wzrostu w dowolnym momencie teT spetniaja warunek:

y()—(u+)m(t)=y()—(u+2A) m(t),

gdzie m(t)=z(0)u(t), y(1)=am(t)z'*(t)exp{v(t— t,)}
Proces ten i odpowiadajaca mu trajektoria konsumpcji na osob¢ maja
nastepujaca postaé:

s()=e[1+v/(1-e)(u+A]e(0, 1),

¥ (t-t0)
b

u(t)=ue""*

—(t—to)
T =%

w kazdym momencie teT, gdzie u° =[ae/(u+2)]"?, 3°=ap(1—5)(u°)°. Nazy-
wamy go procesem maksymalnego rownomiernego WZzro-
stu. Interesujaca interpretacje ma proces maksymalnego rownomiernego
wzrostu w przypadku statycznej funkcji produkcji Cobba-Douglasa (ze
wskaznikiem postgpu techniczno-organizacyjnego »=0). Techniczne uzbro-
jenie pracy i konsumpcja na osobg ,rosna" w takim procesie z zerowa
stopa:  §(r)=e, u(t)=u’ (=[ae/(u+A)]"""?), §(t)=y"=ap(1—¢e)(@’)*, w kazdym
momencie t € T (majatek, dochdd i konsumpcja rosna ze stopa 1), a cala
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nadwyzka dochodu ponad tg jego czed$é, ktéra skierowana zostaje na in-
westycje utrzymujace techniczne uzbrojenie pracy na statym poziomie #@°
przeznaczona zostaje na konsumpcj¢. Reguta akumulacji w procesie ma-
ksymalnego réwnomiernego wzrostu prowadzi zatem do maksymalizacji
konsumpcji (tym samym takze konsumpcji na osobg) w kazdym momen-
cie teT na wiazce wszystkich procesdw réwnomiernego wzrostu *.

Siedzac optymalny proces wzrostu (rozwiazanie zadania (16) - (17))
W dtugim horyzoncie T stwierdzamy, ze w procesie tym trajektoria tech-
nicznego uzbrojenia pracy najpierw (w fazie poczatkowej) ,,dochodzi" do
trajektorii %z w procesie maksymalnego réwnomiernego wzrostu, ,lezy"
na tej trajektorii w fazie srodkowej, a nastgpnie ,, wychodzi" z niej w kon-
cowej fazie wzrostu. Innymi stowy, obserwujemy lokalna zbiezno$¢ opty-
malnej trajektorii technicznego uzbrojenia pracy z trajektoria iz w pro-
cesie maksymalnego réwnomiernego wzrostu. Trajektoria @ jest jak gdy-
by swoistna ,,magistrala”, po ktérej w $rodkowej fazie wzrostu rozwija
si¢ gospodarka. Im dtuzszy jest horyzont T, tym diuzszy jest pobyt go-
spodarki na ,,magistrali". Doktadniej: istnieje taka liczba 0 >0, ze jezeli
t1—t>>20, to

w*(t)=ii (1)

w kazdym momencie re[zt,+0, t;—0] (ryc. 1). Podobne wtasnodci maja, tak-
ze pozostate optymalne trajektorie wzrostu.

Ryc. 1. Optymalna trajektoria technicznego
uzbrajania pracy ur (rozwiazanie zadania (16) -
- (17)) i , magistrala" @,

3. DRUGIE ZADANIE STEROWANIA OPTYMALNEGO

1°. Sformutowanie zadania. W realnej gospodarce niemozli-
we jest ani calkowite wstrzymanie konsumpcji, ani inwestycji. Tymcza-
sem W rozwiazaniu poprzedniego zadania przynajmniej jedna z tych
ewentualno$ci zachodzita zawsze, niezaleznie od diugosci horyzontu T.

* Por. E, Phelps, Golden rules of economic growth, Amsterdam 1967. Phelps
nazywa t¢ regule zfotq regutq akumulacji. Stopa § =& bywa nazywana zfolq stopq
akumulacji.



248 Emil Panek

Obserwujemy poza tym spadek technicznego uzbrojenia pracy w kon-
sumpcyjnej fazie wzrostu, ktory — choé mozliwy — w praktyce jest nie-
pozadany. Wykluczymy obecnie te zjawiska i przesledzimy procesy wzro-
stu, w ktorych (a) udzial konsumpcji w dochodzie nie spada ponizej pew-
nego ustalonego poziomu ¢°>>0, (b) techniczne uzbrojenie pracy nie ma-
leje, (c) zmaksymalizowana zastaje ,,nadwyzka" konsumpcji na osobe
ponad jej minimalny udziat w dochodzie. Warunek (a) oznacza, ze c(t)=
=8"y(t), a tym samym p(t)=8"0au’(t)exp{»(t-——t;)} w kazdym momencie
teT. Warunek (b) oznacza, ze u(t)>0 w kazdym momencie teT. ,Nad-
wyzka", o ktérej mowa w ((c), wynosi p(t)—d%cau’ (t)exp{»(t—to)}
Uwzgledniajac warunki (17) otrzymujemy zadanie nastepujace:

max | [y(t)—8°pau’(t) e’ "™ ]dt, (20)
3

u(t)=as(t)u’(t)e’ """ —(u+)u(t),
s()el0,1], seC°[T],

u()=0, - y(1)=8°pau(t)e’ ™",

21

u(to):u0>0,

gdzie y(t)=ao(1—s(t))u’(t)exp{»(t—to)}. Aby uprosci¢ dalsze wywody, za-
Yozymy, podobnie jak w punkcie 3.2, ze poczatkowe techniczne uzbroje-
nie pracy jest niskie:

u<a®=[ae(1-8%/(u+ 1)1 ~2 (22)
(warunek ten przy 6°=0 jest réwnowazny z (18)). Mozna wykazaé, ze

przy zatozeniach (19), (22) zadanie (20) - (21) jest réwnowazne z naste-
pujacym:

max [ p(1—a(6))[(1—3°) au’(t)e’* " —(u+A)u(r)]dt, (20"
T

() =a(t) [(1—8%) au’() ™= (u+ D u(n)],
a(t)e[0,1], «eC°[T], (21"

u(ty)=u’>0.

Réwnowazno$¢ rozumiemy w tym sensie, ze proces (c*, u*)r wtedy
i tylko wtedy bedzie rozwiazaniem zadania (20')-(21'), gdy rozwiazaniem
zadania (20)-(21) bedzie proces (s*,u*)r, gdzie s*(t)=(1—a*(t)) (u+2)*" X
X(u*(t))—cexp{ —»(t—to)} +a*(t) (1—08". Przy zatozeniu, ze spetlnione sa
warunki (19), (22) rozwiazanie zadania (20')-(21') jest nastepujace °

° Rozwiazanie tego zadania, podobnie jak rozwiazanie zadania (16) - (17), mo-
zemy otrzymaé korzystajac z pracy: W, G. Bofltianski, Metody matematyczne,
twierdzenie 4.10.
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istnieja takie liczby@,, 0,, 0,0, ze (i) jezeli t;—te>>01+ 05, to rozwiaza-
niem zadania jest proces (o*, u*)r :

dla te[1y,7,),
0 dla te[r,,1t]

i 1/{1—8)
{(1 5% [<(__)___ c>e'(#+/‘~)(1~s)(t—ro) +Cev(r—to)]} '
0
1-90 I

(1) = dia | telty, 70).

= a(t )
u*(t)e dla tel[ry,1,),

u*(z;) dla  telr,, 1],

1 dla te[ty, 1),
o™ (1) {~

gdzie t,=to+0,,7,=t;—0,, c=a(l—&)/[v+(u+A)(1—¢)], a=ve/(u+A)(1—¢)’ €
€(0,1)

(i) jezeli 0;+0,>t;—1,>0,, to ty<7,=1,=7<t; 1 rozwiazaniem zadania
jest proces nastepujacej postaci:

dla  telty, ),
(1)= {0 dla  te[r,t,],

0 ( )1 ¢ —(ut+2)(1—¢)(t—to) v (t—to) M
(1-9%) —59 —cle +ce"

dla te[ty,7),

u¥(t)=
[u*(f) dia telr,t,],

gdzie t=t,—6,;

(iii) jezeli t;—t<<0p, to optymalny proces wzrostu redukuje sie do po-
staci:

H(1)=0, u*@t)=u°
w kazdym momencie teT

Podobnie, jak w poprzednim zadaniu, réwniez obecnie postaé rozwia-
zania zalezy od dtugosci horyzontu T. Jezeli on kroétki, to w catlym
okresie na inwestycje kieruje sie¢ tylko czes¢ dochodu niezbedna dla
utrzymania wyjSciowego technicznego uzbrojenia pracy. Pozostata czesé
dochodu kieruje si¢ na spozycie. Majatek ro$nie ze stopa A réwna sto-
pie wzrostu ludnosci (konsumpcja i dochdd rosna odpowiednio ze stopa
A+wv). Jezeli horyzont jest $redniej dtugo$ci, to pojawiaja sic dwie fazy
wzrostu. W pierwszej (inwestycyjnej) caty dochdd, po odliczeniu jego 96°
— czedci na konsumpcje, przeznacza si¢ na inwestycje. Szybko rosnie
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techniczne uzbrojenie pracy, majatek, dochdd i konsumpcja (konsumpcja
,startuje” jednak z niskiego poziomu). W fazie drugiej (konsumpcyjnej)
mamy sytuacje podobna do tej, ktdéra obserwowalismy w krétkim okresie,
tzn. utrzymywanie si¢ technicznego uzbrojenia pracy na poziomie u*(z)
osiagnietym pod koniec pierwszej fazy wzrostu, wzrost majatku ze stopa
1, takze powolny (choé¢ nieco szybszy — ze stopa A+w») wzrost dochodu
i konsumpcji (konsumpcja ,startuje” jednak z poziomu wyzszego od po-
ziomu osiagnictego pod koniec pierwszej fazy wzrostu). Wreszcie, jezeli
horyzont jest ditugi, to obserwujemy trzy fazy wzrostu: poczatkowa — in-
westycyjna, Srodkowa — rownomiernego wzrostu i koncowa — konsump-
cyjna. W fazie $rodkowej techniczne uzbrojenie pracy i konsumpcja na
osobe rosna ze stopa »/(1—e), pozostate trajektorie (majatku, dochodu,
konsumpcji) — ze stopa »/(1—e¢)+4i. Faza ta jest tym dtuzsza, im dtuzszy
jest horyzont T.

Otrzymane rozwiazanie, aczkolwiek przypomina rozwiazanie poprzed-
niego zadania, jest pod jednym wzgledem ,poprawniejsze": konsumpcja
w procesie optymalnym nigdy obecnie nie spada do zera, a wszystkie
trajektorie — z wyjatkiem trajektorii konsumpcji i inwestycji — sa nie-
malejacymi funkcjami czasu (trajektorie konsumpcji i inwestycji sa funk-
cjami przedziatami ciaglymi).

2°. Ro6wnowaga i stabilno§¢é optymalnych procesow
wzrostu. Rozumujac jak poprzednio (punkt 3.2.2°), tzn. rozpatrujac
procesy w o-rOwnowadze ze statymi stopami wzrostu technicznego uzbro-
jenia pracy i konsumpcji na osobe dochodzimy do procesu (&, @)r:

2 _-t0)
Lt

a(t)=a=ve/(u+2)(i—e)?, u(t)=u’e'

odpowiadajacego takiej regule akumulacji, przy ktérej w kazdym momen-
cie teT otrzymujemy maksymalna wielko$¢ ,,nadwyzki" dochodu po od-
liczeniu ,,minimum konsumpcyjneg(6®y(t)) i inwestycji zapobiegajacych
spadkowi technicznego uzbrojenia pracy (u+2i)m(t), gdzie @’=[as(1—
— 6% /(u+ )] 79, Odpowiada mu trajektoria konsumpcji na osobg 7,

F(H=§%
z warunkiem  poczatkowym = 7°= pu°{e(u®)* T [1 =21 —8°)]—(1—a) (T 2)}
Podobnie jak poprzednio, nazywamy go procesem maksymal-
nego rownomiernego wzrostu. Proces ten znowu przypomi-
na swoista , magistrale”, do ktérej w Srodkowym okresie przybliza sie
optymalna trajektoria technicznego uzbrojenia pracy uj (ryc. 2). Ana-
logiczna wtasno$¢ maja pozostate optymalne trajektorie.
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T T t

fo b 72 ¥

Ryc. 2. Optymalna trajektoria technicznego
uzbrojenia pracy uy (rozwiazanie zadania (20') -
-(21)) i , magistrala" @

4. CIAGLOSC TRAJEKTORII INWESTYCJI I KONSUMPCJI. TRZECIE ZADANIE
STEROWANIA OPTYMALNEGO

1°. Sformutowanie zadania. W rozwiazaniach obu poprzed-
nich zadan optymalne trajektorie inwestycji i konsumpcji byty nieciagte,
pomijajac nieciekawy przypadek krétkiego horyzontu T. Zjawiska takie
sa niezgodne z procesami zachodzacymi w realnej gospodarce. Inercyjno$é
procesOw inwestycyjnych oraz naturalna sktonno$¢ kazdego spoteczenstwa
do dawania pierwszenstwa wczesniej utrwalonym wzorcom konsumpcyj-
nym powoduja, ze za realne mozna uznacé tylko te procesy wzrostu, w kto-
rych trajektorie inwestycji i konsumpcji beda funkcjami dostatecznie
gtadkimi

W obu omawianych zadaniach warunek ten zajdzie wtedy i tylko
wtedy, gdy analogiczne wtasnosci bgeda miaty funkcje s, (udzialu inwes-
tycji w dochodzie) oraz c«r (udziatu inwestycji w ,,nadwyzce" dochodu
pozostajacej po odliczeniu ,,minimum konsumpcyjnego" i naktadow za-
bezpieczajacych osiagnigty poziom technicznego uzbrojenia pracy). Nie
beda one, wowczas mogty spetniaé¢ roli ,,sterow”, o ktérych zakltadamy
automatycznie, ze naleza do klasy funkcji przedziatami ciagtych. Jezeli
jest pozadane, by funkcja udziatu inwestycji w dochodzie byta dostatecz-
nie, gtadka, np. ciagla i przedziatami rézniczkowalna, to nalezy ja potrak-
towaé¢ jako kolejna wspdirzedna trajektorii standéw systemu, powierzajac
role ,,steru” innej funkcji (ewentualnie wprowadzonej dodatkowo) z okre-
Slona interpretacja ekonomiczna, ktérej ewentualna nieciagto$¢ nie budzi-
taby zastrzezen. Mozna tego dokonaé wieloma sposobami. Ponizej przed-
stawiamy jeden z nich.

Chcac sformutowaé zadanie sterowania optymalnego wzrostem z ciag-
tymi trajektoriami inwestycji i konsumpcji rozpatrzymy dwuwymiarowy
system (opisywany dwoma réwnaniami rézniczkowymi), w ktérym jedna
wspbirzedna trajektorii standéw bedzie kapitatochtonno$¢ produkcji, dru-
ga — udzial inwestycji w dochodzie (stopa inwestycji). Zalbézmy, ze
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wzrost majatku opisuje rownanie (11) z warunkiem poczatkowym (12),
natomiast wspdtdziatanie majatku i zatrudnienia w tworzeniu dochodu —
statyczna funkcja produkcji Cobba-Douglasa (13) ze wskaznikiem postepu
techniczno-organizacyjnego »=0. Wodwczas przy przyjetych oznaczeniach
z rownania wzrostu majatku otrzymujemy nastepujace réwnanie wzrostu
kapitatochtonnosci:

K(£)=(e— 1) (u+ ) k(t)+(1—e)s(t). (23)

Oznaczmy przez >0 — minimalny, a przez f1>f° — maksymalny
dopuszczalny udziat inwestycji w dochodzie ([f°, '] €(0, 1)). Niech funk-
cja s, udziatu inwestycji w dochodzie bgdzie rozwigzaniom rdéwnania

s()=w(B)—s(1) (24)

(w=>0) z warunkiem poczatkowym s(to)=s%[g% g1 i funkcja ﬁef’o[]’]
z wartosciami w [, f'1 w kazdym momencie teT. Woéwczas seC[T]
(seC°[T)), s(t)e[p°, B'] na T. Oznaczmy przez yI=>p0= p(1—s0)q'/1 =9 (k0)s/(1 =)
docelowa wielko$¢ konsumpcji na osobe. Interesuje nas proces wzrostu
spetniajacy warunki (23), (24) i prowadzacy w najkrétszym czasie do
poziomu konsumpcji !, tzn. rozwiazanie zadania minimalnoczasowego:

min ¢, (25)
k(t)=(e—1)(u+A) k() +(1—e)s(t)

s(=o(B(1)~s())

Bl °, 11,peCT] (26)
(k(to), s(to))=(k°, s°) (k°>0,s° e [B°, B'T)

(k(t), s(t))e X={(k,5): p(1—s)a"/ 7 kI =p1}.

Ze wzgledu na rédwnomierna ograniczono$¢ wszystkich trajektorii
kapitatochtonno$ci produkcji w uktadzie (26) (w okresie dowolnej diugos-
ci), a tym samym takze réwnomierna ograniczono$¢ trajektorii kon-
sumpcji na osobg, zadanie to moze okazaé si¢ sprzeczne, jezeli zatozymy
zbyt ambitny, docelowy poziom konsumpcji. Zatézmy, ze poziom ten

ustalono w ten sposdb, ze zadanie jest niesprzeczne, a jego parametry
spetniaja warunek

B<e, w>1—e)(u+i). (27)

Woéwczas rozwiazaniem zadania (25)-(26) jest nastepujacy proces

6.
(B*, s*, k*)r

® Rozwiazanie otrzymujemy korzystajac z twierdzenia 4.1. Ibidem. Zadanie ma
rozwiazanie takze woéwczas, gdy nie sa spetnione warunki (27), z tym, ze naleza-
toby wéwczas kolejno rozpatrywaé przypadki: f'=e, w>(1—e&)l(uti); f0>: o>
>(1—e)(u-+7) itd.
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BH(e)= (Bt dla te[ty, 1),
1B° dla tefr, t],

G @ —phe gt dla telt, 7).
PR @) 040 dla telr, 1],

K1) = (k‘?—dl—arz)e"“”"“*”“"’f”+dle"‘°""°>+d2 dla te[t,,1),
(K*(x)—day(0)—dy) e TP U0 dy(7)e 7 T4 d, dla te[1, 1],

edzie «5,=(s°~/3‘)/</t+2—£;>, dy=F"J(u+4), ds(f)=(8*(r)~ﬁ°)/<u+it—

w \ 4 . " . .
= } dy=p%(u+1), T*=[to, 1], t7 — wartoé¢ kryterium (25) (naj-

</
/s

wczesniejszy moment osiagniecia poziomu konsumpcji 7).

Istnieje taka liczba 0>>0, ze t,<<lz<<t;, jezeli ti—te>>0. Jezeli ti—
—tpy<< 0, to optymalny proces redukuje si¢ do postaci:

ﬁ*(t)':ﬂoa S*(t)=(50-——/jo)e““’(t“fo)_i_ﬁ()’
i(=k(t)=(k°_(lg——(l4)e'(l—a)(u+i)(t——/(,)+d(3) e_w(,_,u)+d4

w kazdym momencie teT, gdzie dS=d,(r) dla t=t;. Im diuzszy jest czas
niezbedny dla osiagniecia docelowego poziomu konsumpcji !, tym dtuz-
szy jest; przedziat [to, 7)

Posta¢ rozwiazania zalezy m. in. od poczatkowej kapitatochtonnosci
produkcji k9 poczatkowego udziatu inwestycji w dochodzie i docelowego
poziomu konsumpcji y*. Dla przyktadu przesledzimy przebieg optymalnych
trajektorii w przypadku, gdy poczatkowa kapitatochtonnos¢ produkcji jest
niska (k%<p%(u+1), udziat inwestycji w dochodzie maksymalny (s®=pg"),
a docelowy poziom konsumpcji y* na tyle wysoki, ze mozna go osiagnaé
dopiero po uptywie dtuzszego czasu, w dwoéch fazach wzrostu: podtrzy-
mujac maksymalny udziat inwestycji w dochodzie w fazie pierwszej,
a nastgpnie ograniczajac go w fazie drugiej (tym samym zwickszajac
udziat konsumpcji).

Maksymalnemu udziatowi inwestycji w dochodzie w fazie pierwszej
(inwestycyjnej) towarzyszy gasnacy wzrost kapitalochtonnosci produkciji,
ktéra w tym okresie zbliza si¢ do poziomu pgY/{u-+12) (jednak go nie
osiaga). Powoli ros$nie konsumpcja w przeliczeniu na osobg. Przebieg
optymalnych trajektorii majatku, dochodu, inwestycji i konsumpcji jest
poctabny, z tym, Zze rosna odpowiednio szybciej. W fazie drugiej (kon-
sumpcyjnej) zmniejsza si¢ udziatl inwestycji w dochodzie. Kapitatochton-
no$¢ produkcji, a takze majatek, dochdd i inwestycje rosna coraz wolniej.
W rezultacie zmniejszania si¢ udziatu inwestycji w dochodzie obserwuje-
my szybszy niz w fazie pierwszej wzrost konsumpcji. Optymalne trajek-
torie kapitatochtonnosci produkcji, majatku, dochodu sa funkcjami gtad-
kimi na T, trajektorie inwestycji i konsumpcji — ktére w rozwiazaniach
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zadann (16)-(17), (20")-(21') byty funkcjami nieciagtymi — obecnie sg
funkcjami przedziatami gtadkimi.

2°. Réwnowaga i stabilnos§é¢ optymalnych proce-
sOw wzrostu. Rozpatrzmy procesy w o-rownowadze ze stalymi sto-
pami wzrostu udziatu (inwestycji w dochodzie, kapitalochtonnosci pro-
dukcji i konsumpcji, tzn. procesy dla ktérych:

a(B@®), s(), k(1)=(5()/s(D), k()/k(1), (1) [y(1))=const=>0,
gdzie p(t)=p(1—s(t))a'! =2k =9(r). Procesy te maja bardzo prosta postaé:
s(t)=s=const, k(t)=k=const=s/(u+1)

(y(t)=p(1 —5)a" " ~[s/(u+ )" =9) w kazdym momencie teT, gdzie s — do-
wolny udziat inwestycji w dochodzie, se[f?, 1]

Oznaczajac przez (Nﬁ, s, /\N')T, yr proces wzrostu i odpowiadajaca mu
trajektori¢ konsumpcji w o-réwnowadze z maksymalna kapitatochton-
no$cia mamy:

Fo=s=p",  kW="+2).
y(H=p( _/))1) al/(l_8)[[}1/([.1-{-).)]8/“—5)

w kazdym momencie teT. Siedzac rozwiazanie zadania (25) - (26) stwier-
dzamy, ze im dtuzszy jest horyzont T, tym dtuzej optymalna trajektoria
kapitatochtonno$ci produkcji (zawsze — 2z wyjatkiem pewnego okresu
poczatkowego i koncowego) przebiega w bliskim otoczeniu trajektorii
k, w o-réwnowadze z maksymalnym poziomem kapitatochtonnosci (,,ma-
gistrali"). Doktadniej: dla dowolnej liczby ¢ >0 istnieje taka liczba
0, >0, ze jes$li najkrdtszy okres, w ktérym mozliwe jest osiagnigcie po-
ziomu konsumpcji ! spetnia warunek t}—t,>20, , to

[K*(t)—k()|<e

w kazdym momencie feft,+6, ¢, —0,] (ryc. 3). Podobna wlasno$¢ maja
optymalne trajektorie technicznego uzbrojenia pracy i konsumpcji na
osobe.

B/ (u*r)

K°

Ryc. 3. Optymalna trajektoria kapitatochtonnos-
ci produkcji kp i ,magistrala" k,
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W rozwiazaniu zadania (25) - (26) nie pojawia sie $rodkowa faza réw-
nomiernego wzrostu, ktdéra wystapita w rozwiazaniach dwéch poprzed-
nich zadan. Jest to zrozumiate zwazywszy, ze w poprzednich rozwiaza-
niach techniczne uzbrojenie pracy oraz konsumpcja na osobeg rosty w fa-
zie $rodkowej ze stopa v/(1—e), a zatem teraz rostyby one z zerowa stopa
(przyjeliSmy bowiem statyczna funkcje produkcji ze wskaznikiem po-
stgpu techniczno-organizacyjnego »=0). Faza S$rodkowa bylaby zatem
,martwa" z punktu widzenia wzrostu konsumpcji na osob¢ i wobec tego
niekorzystna w $wietle kryterium minimalizacji czasu dojécia do jej
ustalonego, docelowego poziomu.

IV, UWAGI KONCOWE

Teoria sterowania bada zjawiska fizyczne, znacznie prostsze i ftat-
wiejsze do opisu matematycznego niz zjawiska ekonomiczno-spoteczne.
StaraliSmy si¢ pokazaé, ze teori¢ t¢ mozna z pozytkiem stosowaé takze do
badania zjawisk ekonomicznych pod warunkiem ich poprawnego (z cko-
nomicznego punktu widzenia) opisania w jezyku matematycznym. Zarzuty
co do nierealnoSci rozwiazan dotycza zatozen modeli, a nie teorii ste-
rowania. Wyjasnimy to blizej. W kazdym =zadaniu sterowania optymal-
nego wyodrebnia si¢ 'zmienne charakteryzujace ,stan wewnetrzny" sy-
stemu oraz zmienne wystepujace w charakterze ,steréw". Funkcje war-
todci tych zmiennych w pewnym okresie nazywamy trajektoriami Postaé
trajektorii stanéw (po ustaleniu stanu poczatkowego) zalezy od postaci
trajektorii sterowan. Formutujac zadanie sterowania optymalnego, mu-
simy rozstrzygnaé za pomoca jakich zmiennych opiszemy system, jakie
beda zalezno$ci matematyczne miedzy tymi zmiennymi oraz ktére zmien-
ne beda w takim zadaniu sterowaniami. Trajektorie sterowan maja bo-
wiem bardzo wazna — ze wzgledu na zastosowania — wtasno$¢é: moga
by¢ zaréwno ciaglymi, jak i przedziatami ciagtymi funkcjami czasu,
w szczegodlnosci funkcjami typu ,wlacz-wylacz". Zjawisk takich, czesto
dopuszczalnych w procesie sterowania obiektami fizycznymi, nie mozna
przyja¢ za najlepsze rozwiazania w sferze sterowania procesami ekono-
micznymi.

Jezeli role ,steré6w" w zadaniu sterowania wzrostem powierzymy
funkcjom opisujacym przebieg proceséw, ktére w praktyce powinny
charakteryzowaé si¢ znaczna regularnos$cia (w jezyku matematycznym
wyraza si¢ to np. w ich odpowiedniej gtadkosci), wdéwczas otrzymamy
najcze¢sdciej rozwiazania nierealne z ekonomicznego punktu widzenia, jak
na to wskazuja rozwiazania zadan (16)-(17) i (20")-(21"). Role ,steréw"
moga bowiem odgrywaé tylko takie funkcje, ktorych nieciagto$é nie
bedzie budzita zastrzezen z punktu widzenia ich interpretacji ekono-
micznej. Zabieg, ktéry przeprowadziliémy w zadaniu (25)-(26), dopro-
wadzit do tego, ze otrzymalidmy rozwiazanie realne w S$wietle naszej
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wiedzy o wzroscie, cho¢ ze wzgledu na daleko idace uproszczenia mo-
delu mozna tutaj — oczywiscie — mowié¢ tylko o pewnej ,,jakos$ciowej"
zbieznodci otrzymanego rozwiazania z przebiegiem podobnego procesu
w realnej gospodarce.

Srodki przedsigwziete do wyeliminowania nieregularnych proceséw
wzrostu nie zmienity przy tym jednej podstawowej wlasnosci tych pro-
cesOw. W rozwiazaniach wszystkich trzech zadan w dtugich okresach
ujawnit si¢ tzw. efekt magistrali. Jego odkrycie nie byloby mozliwe, gdy-
by$my pozostali przy tradycyjnym rozumieniu rownowagi, jakie po-
wszechnie przyjeto m. in. w technice. We wszystkich rozwiazaniach,
w praktycznie ciekawych sytuacjach, jako poczatkowa w optymalnych
procesach wzrostu wystepuje faza inwestycyjna, w ktdérej ogranicza sie
strumienn konsumpcji (w granicach, ktére okreslaja zatozenia modeli) na
rzecz zwigkszonych inwestycji. We wszystkich rozwiazaniach optymalne
procesy wzrostu koncza sie faza konsumpcyjna, w ktdrej rosnie strumien
konsumpcji, ograniczony za$ zostaje strumien inwestycji.

Dlaczego w rozwiazaniach zadan optymalne procesy wzrostu rozpo-
czynaja sic faza inwestycyjna i koncza faza konsumpcyjna (pomijajmy
na razie spraw¢ ewentualnego pojawienia sie w miedzyczasie jakichs
innych fa;z wzrostu)? Gdyby kryterium wzrostu byta nie maksyma-
lizacja konsumpcji czy minimalizacja czasu doj$cia do jej zalozonego,
docelowego poziomu, lecz np. maksymalizacja dochodu lub minimalizacja
czasu dojécia do jego zatozonego, docelowego poziomu, wtedy w zadnym
procesie optymalnym nie pojawitaby sie w ogdle faza konsumpcyjna.
Nienaleznie od dtugosci horyzontu i zaktadanego docelowego poziomu
dochodu zawsze mieliby$my tylko inwestycyjna faze wzrostu. Samo wy-
stepowanie fazy konsumpcyjnej zwiazane jest z , konsumpcyjnymi"
kryteriami wzrostu, co oczywiécie nie wyjasnia jeszcze, dlaczego faza
ta zamyka horyzont T. Zatézmy, ze faza konsumpcyjna nie konczy pro-
cesu wzrostu, lecz pojawia sie¢ wczesniej. Po fazie konsumpcyjnej wy-
stapi wtedy jeszcze inna, nie konsumpcyjna, faza wzrostu, w Kktérej
mozna by zwigkszyé produkcje débr konsumpcyjnych, ale nie czyni sie
tego — mniejsza o to z jakich powoddéw. W Swietle , konsumpcyjnych"
kryteriow wzrostu faza ta nie bedzie w petni wykorzystana, a proces
taki nie bedzie najkorzystniejszy. Z kolei brak w ogdle fazy inwesty-
cyjnej oznacza na diluzsza met¢ kurczenie si¢ majatku, a w konsekwencji
spadek dochodu i konsumpcji. Nicoptacalne jest réwniez , przesuniccie”
tej fazy, a wiec poprzedzenie jej jakakolwiek inna faza wzrostu. ,,Anty-
inwestycyjna" polityka w fazie poczatkowej ograniczataby mozliwosci
wzrostu w przyszto$ci, oznaczalaby bowiem rezygnacje¢ z szans szyb-
kiego doinwestowania gospodarki w okresie poczatkowym i stworzenia
odpowiednio wysokiego potencjatu wytworczego pozwalajacego na zwick-
szenie produkcji dobr konsumpcyjnych w okresie nast¢epnym.
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W rozwiazaniach dwoch pierwszych zadan w $rodkowym etapie dtu-
giego horyzontu T pojawia si¢ $§rodkowa faza, rownomiernego, umiarko-
wanego wzrostu majatku, dochodu i konsumpcji odpowiadajaca tzw. ztotej
regule akumulacji Phelpsa ($cisSlej rzecz biorac — jej zmodyfikowanym
wariantom). Przyczyny niewystapienia tej fazy w rozwiazaniu zadania
minimalnoczasowego wyjasniliSmy w punkcie 3.2.2°. Natomiast jej wy-
stepowanie w rozwiazaniach dwoch pierwszych zadan wiaze si¢ z zato-
zonym ksztattem funkcji produkcji. Faza ta pojawia si¢ tylko w rozwia-
zaniach zadan sterowania optymalnego wzrostem, w ktérych funkcje pro-
dukcji charakteryzuja si¢ malejacymi krancowymi efektywnos$ciami
czynnikow produkcji (taka jest m. in. funkcja Cobba-Douglasa). Nie
obserwujemy natomiast jej nigdy w rozwiazaniach zadan z funkcjami
produkcji charakteryzujacymi si¢ statymi lub rosnacymi krancowymi
efektywnosdciami czynnikdw. Wzrost majatku w takich przypadkach wy-
woluje bowiem co najmniej proporcjonalny wzrost dochodu. W $wietle
,konsumpcyjnych" Kkryteriow wzrostu zawsze bedzie optacalny podziat
ewentualnej fazy powolnego, rownomiernego wzrostu majatku, dochodu
i konsumpcji na dwie: pierwsza — inwestycyjna, w ktérej szybko wzros-
nie majatek i dochdd i druga — konsumpcyjna, w ktérej wzro$nie kon-
sumpcja. Przy niemalejacej krancowej efektywnosci majatku kazde ogra-
niczenie strumienia konsumpcji (zwigkszenie strumienia inwestycji) w ja-
kim$§ okresie ,procentuje” w przysztosci, dajac taki wzrost strumienia
produkcji doébr konsumpcyjnych, ktérego nie udatoby si¢ w zadnym
razie osiagna¢ wczesniej.

MACROECONOMIC PROBLEMS OF OPTIMUM CONTROL IN THE MATHEMA-
TICAL THEORY OF GROWTH

Summary

The work presents three tasks of optimum control of growth in a one-sector
economy with a two-factor function of production of Cobb and Douglas, differing
in assumptions on national income growth and consumption. Maximalization of
consumption in a fixed period of time serves as a growth criterion in the first
two tasks. In the third one the growth criterion being time necessary for the
economy to reach a target level of consumption goods production. A certain
group of conditions eliminating discontinuities (,leaps”) in the national income
distribution revealed in the solutions of the preceding tasks was introduced here.
On the marigin of the reached solutions, the author touches on certain general,
as it seems, regularities, which are ruling optimum processes of growth in the
long run.



