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Abstrakt

W rozdziale tym przedstawiono tradycyjne metody ksztattowania kompetencji mate-
matycznych dzieci, takie jak metoda samodzielnych doswiadczen, kierowania aktyw-
noscig, zadan i éwiczen; metody oparte na pokazie, przykladzie, udostepnianiu sztuki,
rozmowie, opowiadaniu, zagadce, objasnieniu, instrukcji, wierszu i piosence, czy tez
metody zywego stowa. Omoéwiono takze alternatywne strategie, takie jak: metody ba-
zujace na koncepcji pedagogicznej Montessori, Froebla, Steinera, Domana czy Friedri-
cha, de Galgoczy-Mécher i Schindelhauer, a takze Naglaka, Rokity i Rzepy. Pokazano
réwniez nowe, oparte na technologiach informacyjno-komunikacyjnych, przestrzenie
aktywnosci matematycznych: srodowisko rzeczywistosci wirtualnej i cyberparkéw.
Odniesiono sie ponadto do uczniéw ze specjalnymi potrzebami matematycznymi,
ktérzy wymagaja jeszcze innych metod pracy. W tym kontekscie wyjasniono réznice
miedzy takimi problemami z matematyka, jak akalkulia, dyskalkulia czy specyficz-
ne trudnosci matematyczne. Wreszcie ukazano to, jak rozpoznaé¢ w klasie uczniow
uzdolnionych matematycznie, jak z nimi pracowac oraz wyrézniono kompetencje za-
wodowe, ktére powinien posiada¢ nauczyciel takich uczniéw. Rozdzial kornczy krot-
kie podsumowanie zachecajace do refleksji nad procesem nauczania matematyki.

Wprowadzenie

Ludzkos¢ uprawia matematyke od kiedy nauczyla si¢ Swiadomie liczy¢,
co prawdopodobnie mialo miejsce w okresie neolitu. Jednak rola matematyki
znaczaco wzrosta dopiero wtedy, gdy ludzie zaczeli organizowac sie¢ w co-
raz wieksze spoleczenistwa i gdy powstawaly pierwsze cywilizacje. W jednej
z nich, w starozytnym Egipcie, matematyka miata charakter algorytmicz-
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ny - istnialy tu wypracowane przez lata, raczej w sposéb doswiadczalny
niz dedukcyjny, przepisy na rozwigzanie konkretnych probleméw (gltéwnie
praktycznych, zwigzanych z rolnictwem czy budownictwem; nie brakowato
jednak réwniez matematycznych rozrywek). Inaczej do matematyki podcho-
dzili starozytni Grecy, ktérym nie wystarczala oparta na doswiadczeniu zna-
jomos¢ matematycznych praw. Grecy probowali dociec, dlaczego te prawa
sa zachowane. W ten spos6b matematyka stata sie nauka dedukcyjna i taka
jest do dzis. Jednak pomimo tego, ze fundamentem wspoélczesnej matema-
tyki sa aksjomaty, a zatem pewniki, ktére zazwyczaj maja swoje korzenie
w otaczajgcej nas rzeczywistosci (np. dowolne dwa punkty mozna potaczy¢
odcinkiem), matematyka nie opisuje namacalnej rzeczywistosci, lecz pewien
jej wyidealizowany obraz. Dla przyktadu, w rzeczywistosci nie ma czegos ta-
kiego jak prosta - nieskoniczenie cienka, nieskoriczenie dtuga i idealnie prosta
linia. Jest to cena, ktora sie ptaci za to, ze twierdzenia matematyczne pozostaja
prawdziwe niezaleznie od towarzyszacych im okolicznoéci. Jednak matema-
tyka od zawsze byla nauka niezwykle uzyteczna. W czasach prehistorycz-
nych lepsze opanowanie arytmetyki dawalo plemieniu oczywista przewage
nad konkurencjg. Gdy czlowiek zaczal uprawia¢ ziemie i wznosi¢ wieksze
budowle, niezwykle wazna okazala si¢ geometria. Dla potrzeb fizyki i astro-
nomii stworzono w XVII w. podstawy analizy matematycznej. Mniej wiecej
w tym samym czasie powstaly rachunek prawdopodobienstwa i statystyka,
dzieki ktérym mozemy opisac zjawiska losowe. Teoria liczb od dwoch tysie-
cy lat dostarcza narzedzi do szyfrowania. Matematyka dyskretna wspoma-
ga informatyke, bez ktorej w dzisiejszych czasach nie sposéb funkcjonowac
(Bondecka-Krzykowska, 2006, 2013; Davis, Hersh, Marchisotto, 2001; Kordos,
2010; Murawski, 2017).

Matematyke warto wiec znaé. Co ciekawe, ludzie potrafia wykonywac
proste obliczenia - takie jak poréwnywanie liczebnosci zbioréw - od urodze-
nia (Christodoulou, Lac, Moore, 2017; Kowalska, Klichowski, 2018; Nieder,
2005; Walerzak-Wieckowska, Lipowska, Jurek, 2018). Jednak, aby zacza¢
naprawde mysle¢ matematycznie potrzebujemy dobrej matematycznej edu-
kacji (Houde, Tzourio-Mazoyer, 2003). W przypadku dzieci, chodzi o do-
brze przemyslane i przeprowadzone matematyczne zabawy, eksperymenty
i praktyczne ¢wiczenia (Rosciszewska-Wozniak, 2010). Wedlug Briana But-
terwortha (1999, 2005a), o tym, czy dziecko odniesie sukces czy tez porazke
w nauce matematyki, w znacznej mierze decyduja te wczesne matematyczne
doswiadczenia. Jezeli polubi i zrozumie ono matematyke na poczatku swojej
edukacyjnej drogi, to kolejne, nabywane stopniowo do$wiadczenia, dopro-
wadza do osiggnie¢, ktoére wzmocnig samo zainteresowanie matematyka, po-
budza dziecko do dzialania, dadzg mu radosci z wykonywanych czynnosci
i spowodujg, ze coraz lepiej bedzie rozumiato sens matematyki i jej zwiazek
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z zyciem. Jezeli jednak droga ta nie bedzie jawi¢ mu sie jako co$ zrozumiate-
go i przyjemnego, to ma niewielkie szanse na to, by zrozumie¢ jej podstawy,
a wowczas osiggac bedzie gorsze wyniki w szkole i przestanie podejmowac
kolejne proby rozwigzywania probleméw matematycznych.

Proces rozwoju umiejetnosci arytmetycznych dziecka przebiega, w najo-
golniejszym ujeciu, dwuetapowo. Poczatkowo (pomiedzy 2. a 5. rokiem zy-
cia) dziecko przechodzi przez etap konkretnych doswiadczeni liczbowych,
takich jak przeliczanie niewielkich zbioréw, okreslanie liczebnosci zbioréw,
przyporzadkowywanie 1:1, czy spontaniczne uzywanie palcéw, a nastepnie
(pomiedzy 3. a 9. rokiem zZycia) przez etap liczbowych doswiadczen arytme-
tycznych - tu na przyktad sprawne liczenie w pamieci i wydobywanie z niej
faktow oraz zaleznosci matematycznych (Butterworth, 2005b). W polskiej
literaturze tak ujeta sekwencja rozwojowa, nazywana Modelem Rozwoju
Kompetencji Matematycznych, zostala opisana (a takze graficznie zwizuali-
zowana) w ostatnim czasie przez Walerzak-Wieckowska, Lipowska, Jurek
(2018). Na obu etapach, co nalezy raz jeszcze mocno podkresli¢, dziecko nie
nabywa kompetencji matematycznych, ale sa one u niego ksztaltowane.

Jak zatem efektywnie ksztaltowa¢ kompetencje matematyczne dzieci?
W rozdziale tym przedstawimy tradycyjne metody dzieciecej edukacji ma-
tematycznej, a takze metody wzgledem nich alternatywne. Pokazemy takze
innowacyjne, oparte na nowych technologiach, techniki dydaktyki zaje¢ ma-
tematycznych. Odniesiemy sie takze do uczniéw ze specjalnymi potrzebami
matematycznymi, ktérzy wymagaja jeszcze innych metod pracy. Rozdzial
zakonczy krotkie podsumowanie zachecajace do dalszych studiéw i pogte-
biania wiedzy z zakresu ksztaltowania kompetencji matematycznych dzieci.

1. Tradycyjne metody ksztaltowania
kompetencji matematycznych dziecka

Termin ,ksztalttowanie kompetencji matematycznych” nalezy rozumiec¢
szeroko. W zadnym wypadku nie mozna ogranicza¢ si¢ w tym kontekscie
jedynie do ksztaltowania kompetencji szczegétowych, wymienionych w pod-
stawie programowej. Zwigzany jest on bowiem takze z nabywaniem przez
dziecko doswiadczeri niezbednych do uksztaltowania sie odpowiednich po-
je¢ matematycznych, rozwijaniem umiejetnosci stosowania nabytej wiedzy
w konkretnych sytuacjach, stymulowaniem rozumowan matematycznych
oraz samodzielnosci myslenia i krytycyzmu. Kompetencje matematyczne sg
ponadto ksztaltowane w powiazaniu z innymi obszarami edukacji. Ksztalce-
nie zintegrowane umozliwia (co jest zgodne z naturalng dynamika rozwoju
umystowego dziecka - Semadeni, 2014) splatanie procesu rozwijania kom-
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petencji matematycznych zaréwno z innymi wymiarami poznawczymi na-
uczania (np. jezykowym czy przyrodniczym), jak i tymi spotecznymi, emo-
cjonalnymi (Stariko, Sptawska-Murmyto, 2017) oraz twérczymi i ruchowymi
(Woodfield, 2004). Olena Hrybiuk (2014) dodaje ponadto, ze ksztalcenie ma-
tematyczne, to proces ksztalcgco-wychowawczy - w jego trakcie nastepuje
nie tylko przyswojenie okreslonego zakresu wiedzy, umiejetnosci i nawy-
kéw, ale réwniez formowanie zasad moralnych i kultury duchowej. Praca
nauczyciela dzieci w wieku wczesnoszkolnym wymaga zatem zastosowania
przemyslanych i sprawdzonych metod nauczania, rozumianych, za Francisz-
kiem Bereznickim (2011), jako pewien okreslony sposéb wspotpracy nauczy-
ciela z uczniem, prowadzacy do osiggniecia zalozonych celéw ksztalcenia.
Do tradycyjnych metod ksztaltowania kompetencji matematycznych dziecka
naleza:

1. Metody czynne - oparte na dziataniu. Te metody powinny by¢ domi-
nujacymi metodami w ksztaltowaniu poje¢ matematycznych u dzie-
ci. Cho¢ bowiem wielu wychowawcéw uwaza, ze dobrym sposobem
uczenia jest wyjasnianie i ttumaczenie poprzez opowiadanie, w edu-
kacji matematycznej najmlodszych uczniéw najwazniejsze sa osobi-
ste dziatania. To one stanowig budulec, z ktérego dziecko tworzy
pojecia i umiejetnosci (Gruszczyk-Kolczynska, Zielifiska, 1997). Wy-
mieni¢ mozna cztery bardzo efektywne w tym kontekscie metody
czynne:

a. Metoda samodzielnych doswiadczen. Rola nauczyciela jest tu stwa-
rzanie warunkéw do samodzielnej zabawy oraz ulatwianie nawig-
zywania kontaktéw z otoczeniem spotecznym, przyroda i sztuka.
Przykladem moze by¢ zabawa klockami szesciennymi lub stomkami
konstrukcyjnymi. W przypadku tych pierwszych, poczatkowo dzie-
ci uktadaja dowolne wieze. Licza, poréwnuja, dokladaja z kazdej
strony, aby bylo po réwno. Niektére dzieci zaczynajg nasladowac
inne i prébuja uktadaé podobne wieze. W tym momencie zauwazaja
rézne zaleznosci. Czy liczba klockéw potrzebnych do zbudowania
takiej samej budowli jest rowna liczbie klockéw, z ktérych zbudowat
ja kolega? Czy dziecko, siedzgce naprzeciw kolegi, wybuduje taki
sam obiekt? Jakie jest potozenie przedmiotu w stosunku do innego
przedmiotu lub uktadu odniesienia? Po wstepnych samodzielnych
zabawach i wyczerpaniu swoich pomystéw na dang liczbe klockéw,
zwykle dzieci dobrowolnie dobieraja si¢ w pary lub w podgrupy
(cho¢ tutaj bardzo wazny jest rozw6j poziomu kompetencji spotecz-
nych, szczegodlnie umiejetnosci pracy w grupie). £acza swoje klocki
i prébuja wybudowac nowe, wieksze budowle. Sprawdzajg, jak wy-
soka moze by¢ wieza. Szacujg, czy wystarczy im klockéw do zbudo-
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wania kolejnych podobnych budowli. Jedli dochodza do wniosku,
ze potrzebne beda kolejne klocki, natychmiast nawiazuja kontakt
z innym uczniem, wlaczajac go do swoich doswiadczeri. Podobnych
dziatan i odkry¢ dzieci dokonujg ze stomkami konstrukcyjnymi.
Nie widzac instrukcji, natychmiast wiedzg, co maja robi¢. Ucznio-
wie tacza poczatkowo kilka stomek albo w jedna diuga prosta, albo
tworza krawedzie szescianu. I znéw odkrywaja zaleznosci zwigza-
ne z matematyka. Powstaja pytania typu: Ile stomek potrzebuje, aby
utworzy¢ jeden szeScian? Czy jak zlacze ze sobag dwa szesciany, to
zuzyje tyle samo slomek, co w przypadku dwéch osobnych kon-
strukcji? Po kilku samodzielnych do$wiadczeniach, uczniowie do-
browolnie 1acza sie¢ w pary i podgrupy, aby skonstruowac coraz to
wieksze budowle, az do wyczerpania stomek. Uwzgledniajq przy
tym takze wiele praw fizyki (cho¢ robia to jeszcze raczej intuicyjnie),
o ktérych mozna réwniez porozmawiaé, po zakoriczonej zabawie.

. Metoda kierowania aktywnoscig. W tej metodzie nauczyciel inspi-
ruje spontaniczng dziatalnos¢ dziecka przez zachete, sugestie, rade,
czy podsuniecie pomystu. Przykladem moze tu by¢ kontynuacja
zabawy z klockami i stfomkami. Znakomitym narzedziem do na-
bywania umiejetnosci matematycznych sa klocki Lego. Umiejetne
kierowanie aktywnoscia ucznia poprzez sugestie czy podsuniecie
pomystu, pozwoli dziecku lepiej zrozumie¢ $wiat matematyki na
wczesnym etapie ksztalcenia.

. Metoda zadan. Rola nauczyciela jest inspirowanie do odkrywania
przez dzieci nowych zjawisk, przyswajania i stosowania okreslonych
umiejetnosci. Nauczyciel podsuwa zadania, a nie sposoby ich rozwig-
zania. Pobudza to dodatkowo dziecieca wyobraznie i kreatywnosc.
Przykladem moze by¢ tu zabawa z kartka w kratke. Dyktanda graficz-
ne (czasem nazywane kraciakami), dzieci zaczynajg od najprostszych
poleceni nauczyciela typu: 1 w prawo, 2 w dot, 1 w lewo, 2 w gore. To
dziatanie nie tylko wymaga koncentracji ucznia, ale przede wszyst-
kim znajomosci lub utrwalania i ksztalcenia orientacji przestrzenne;.
Po tak zainspirowanej zabawie, nauczyciel przekazuje ,dowodzenie”
uczniom. Kolejne etapy, to réznego typu dzialania arytmetyczne,
dzieki ktérym mozna w szybki sposéb policzy¢ lub podzieli¢ kratki
w danej figurze.

. Metoda ¢wiczen. Polega ona na tym, ze dzieci powtarzaja czynno-
Sci systematycznie w celu ich rozwoju. Utrwalaja wiadomosci lub
postawy, a takze ¢wicza mieénie. Anna Klim-Klimaszewska (2005)
podkresla, ze wszystkie tego typu ¢wiczenia powinny by¢ wplecio-
ne do codziennych dzieciecych zabaw.
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2. Metody ogladowe - oparte na obserwacji. Nalezy je potraktowac jedy-

nie jako dodatkowe, uzupelniajace dzialania oparte na metodach czyn-
nych. Wyré6zni¢ mozna tu np. klasyczny pokaz i przyklad, ale takze
udostepnianie sztuki. Ten ostatni - nie czesto wigzany z edukacja ma-
tematyczng - element odnosi sie¢ do przekazywania uczniom wiedzy
o tym, ze matematyke mozna latwo zaobserwowac w sztuce. I tak np.
w architekturze dostrzec mozna matematyczne zaleznosci: kostka bru-
kowa (parkietaz, symetria), rozeta (koto, symetria), piramidy (ostrostu-
py), bloki mieszkalne (prostopadiodciany), wieza (walec); w malarstwie
nurtu Op-Art obserwowad mozna figury geometryczne, nie wspomina-
jac o iluzjonizmie, fraktalach czy abstrakcjach geometrycznych; takze
na przykladzie rzeZbiarstwa poznawac¢ mozna matematyczne zasady.
Eugeniusz Rogalski (1992) zwraca szczeg6lng uwage w tym kontekscie
na muzyke. Dostrzega on, zZe poprzez dzialania muzyczne rozwija sie
u dzieci zdolnoé¢ spostrzegania, uwaga dowolna, pamie¢ i wyobraz-
nia, a takze ksztaltujg sie procesy myslowe takie jak umiejetnos¢ anali-
zy i syntezy, indukgji i dedukcji, wyciggania wnioskéw, abstrahowania
i porownywania. I tak dla przyktadu, podczas wprowadzania przez
nauczyciela pojecia zegara oraz odczytywania potozenia wskazéwek
na jego tarczy, rownorzednie moze by¢ prowadzona edukacja mu-
zyczna, poprzez zwrécenie uwagi na rytm, ruch i tempo. Wyklaskujac
tempo ruchu wskazéwek zegara, uczniowie moga zaobserwowag, jak
dltugo trwa minuta. Podobnie cechy wielkoSciowe w matematyce, to
mierzenie i poréwnywanie rozmaitych wielkoéci odcinkéw, natomiast
w muzyce, to czasowe ujmowanie wartosci rytmicznych nut i podpo-
rzadkowanie danemu metrum. Istote utamka mozna réwniez pokazaé
za pomocg podzialu rytmicznego od calej nuty do szesnastki.

. Metody stowne - oparte na stowie. Je takze nalezy potraktowac jako

dodatkowe, uzupetniajgce dziatania oparte na metodach czynnych. Za-

liczy¢ do nich mozna:

a. rozmowy, opowiadania, zagadki. Wykorzystujac je nauczyciel
wzbogaca stownictwo matematyczne dzieci. Zagadki sa doskona-
tym sposobem na rozpoczecie lekgji i zainspirowanie uczniéw da-
nym tematem dnia. Wykorzystujagc matematyczng zagadke stowna
mozna wples¢ ja w opowiadanie powigzane z tematem lekcji.

b. objasnienia i instrukcje. To réwniez dokladne podanie i objasnianie
instrukcji, aby przyswojenie nowych terminéw i/lub dzialan bylo
tatwiejsze i bardziej zrozumiate. Przykladem mogga tu by¢ nowe dla
dzieci gry i zabawy edukacyjne, czy instrukcje i objasnienia do wy-
konywania ustalonych przez nauczyciela dziatari logicznych i ma-
tematycznych.
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c. wiersze i piosenki. Dzieci moga uczy¢ sie wierszy i piosenek zwiga-
zanych z terminami matematycznymi, ktére péZniej bardzo chetnie
powtarzaja oraz wykorzystuja w praktyce. Warto tutaj wspomnie¢
o wierszach Wandy Chotomskiej Dziesie¢ batwankow, Umiem liczy¢ do
dziesigciu, 10 palcow i Misie.

d. metody zywego stowa. Pobudzaja one uczucia i procesy poznaw-
cze, dzialajac na wyobraznie i wewnetrzng motywacje dziecka.

Nalezy mocno podkresli¢, iz warto$¢ zastosowanej metody zalezy w naj-
wiekszym stopniu od wiedzy, kompetencji i osobowosci nauczyciela, a takze
od jego przekonania co do skutecznosci danej metody (oraz oczywiscie od
dynamiki grupy i mozliwosci ucznia). Jak twierdzi bowiem Ken Robinson
(2015), znajomos¢ tematu jest co prawda niezbedna w nauczaniu, ale nie jest
wystarczajaca. Kluczem jest umiejetnosc zainspirowania uczniéw tematem.

2. Nietradycyjne metody ksztaltowania
kompetencji matematycznych dziecka

Na calym $wiece od wielu lat méwi sie o nieefektywnosci nauczania ma-
tematyki i zauwaza sie wcigz wzrastajaca nieche¢ uczniow do tego przedmio-
tu (Klus-Stariska, Kalinowska, 2004; Wood, 2006). Z tego tez powodu coraz
popularniejsze staje si¢ poszukiwanie nietradycyjnych (alternatywnych) me-
tod ksztaltowania kompetencji matematycznych. Do najwazniejszych z nich
mozna zaliczy¢:

1. metody bazujace na koncepcji pedagogicznej Marii Montessori. Uwa-
zala ona, ze w kazdym czlowieku tkwi zmyst matematyczny, dzieki
ktéremu jest on ,jedyna istotg, ktéra potrafi mysle¢ matematycznie,
wyciagaé wnioski, bada¢, ksztaltowac wlasng wyobraznie i mozliwosci
uogolniania” (Skjold Wennerstrom, Broderman Smeds, 2007, s. 145).
Wedlug niej, ludzki umyst jest z natury matematyczny, dlatego tez
kazde dziecko ma zadatki na matematyka. Wzorujac si¢ na metodach
liczenia stosowanych przez naszych przodkéw, Montessori opracowa-
ta unikatowe materiaty dla dzieci, stuzace nauce matematyki poprzez
dziatanie. Sa to np."

a. patyki liczbowe, cyfry dotykowe, wrzeciona i Zetony (nauka licze-
nia w zakresie 10).

b. tablice Sequina, krétkie taricuchy kolorowych liczb, zlote taricuchy
setki i tysigca, tablica setki (nauka liczenia w zakresie 1000).

! W literaturze mozna spotkac¢ czasem odmienne nazwy poszczegélnych materialow.
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c. tablica kropek, ztote liczydlo, tablica mnozenia, zestaw do dziele-
nia liczb wielocyfrowych (nauka wykonywania dziatan arytmetycz-
nych w dziesigtkowym uklfadzie pozycyjnym).

d. weze dodawania i odejmowania, paskowe tablice dodawania
i odejmowania, zestawy tablic dodawania, odejmowania, mnoze-
nia i dzielenia, paciorkowe tablice mnozenia i dzielenia (nauka do-
dawania, odejmowania, mnozenia i dzielenia matych liczb od 1 do
100).

e. niebieskie trojkaty konstrukcyjne, patyki geometryczne i zestaw
metalowych kwadratéw (nauka geometrii ptaskiej).

Montessori zachecala takze do potozenia duzego nacisku na posrednie
przygotowywanie matych dzieci do rozumienia poje¢ matematycznych, a za-
tem do wykonywania z nimi réznych ¢wiczen przed rozpoczeciem edukacji
matematycznej. Wykorzystac¢ tu mozna czerwone patyki i tabliczki dotyko-
we. Podczas tych ¢wiczent dzieci wykonuja proste kalkulacje, oszacowania
czy logiczne rozumowania, przygotowujace do przysztych zadar matema-
tycznych.

2. Metody bazujace na koncepcji pedagogicznej Friedricha Froebla.

W pomysle Froebla dzieci ucza si¢ matematyki z wykorzystaniem
tzw. daréw. Sa to zabawki edukacyjne, ktére majg posta¢ matych
piteczek (kul) oraz drewnianych klockéw w ksztalcie szeScianow,
walcow i graniastostupow; sa tu takze mozaiki, pierScienie, patyczki
o réznej wielkosci i koteczki. Wedtug Froebla wykorzystanie daréw
w codziennosci dziecka rozwija kompetencje w zakresie dostrzegania
i okreslania cech jakosciowych i ilosciowych, wnioskowania, rozpo-
znawania rytmow i regularnosci, a takze samego liczenia; ponadto
stymuluje rozw6j orientacji przestrzennej, przygotowuje do mnoze-
nia i dzielenia oraz doskonali intuicje geometryczne i utrwala nazwy
ksztaltow. Ponadto poprzez dary mozna ksztaltowac u matych dzieci
takze wiedze o trudniejszych zagadnieniach matematycznych (wy-
kraczajgcych poza ramy podstawy programowej), takich jak utamki
czy pojecia geometryczne.

3. Metody bazujace na koncepcji pedagogicznej Rudolfa Steinera. Ste-
iner zachecal do uczenia matematyki poprzez ruch, jako, iz jest on
niezwykle pomocny przy tworzeniu i utrwalaniu w pamieci no-
wych poje¢ (Schuberth, 2013). Dzieci maja wiec uczy¢ sie liczenia
poprzez rytmiczne klaskanie, tupanie, chodzenie, skakanie czy rzu-
canie i lapanie (pileczek albo woreczkow), a takze odliczanie na gtos.
Uczniowie maja takze mierzy¢ dlugosci z wykorzystaniem ciata: po-
mieszczenie mierza stopami, male przedmioty palcami, a te wiek-
sze fokciami. Wiasnymi cialami ,rysuja” takze figury geometryczne,
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czesto w ukladach tanecznych. W tej koncepcji wazne jest ponadto
u$wiadamianie dzieciom, ze w matematyce jest wiele drog do wy-
niku - nalezy wiec poszukiwaé¢ wlasnych strategii rozwigzywania
danego zadania.

4. Metoda bazujgca na koncepcji Glenna Domana. Polega ona na wie-
lokrotnym pokazywaniu dziecku zestawéw kart z nadrukowanymi
kropkami o érednicy 19 mm. Na odwrocie kart (widzianych tylko
przez nauczyciela) zapisana jest liczba kropek danej karty oraz 20
dzialan o wzrastajqcej trudnosci, ktorych wynik odpowiada liczbie
kropek. Kazdy zestaw nalezy prezentowac dziecku 3 razy dzien-
nie w odstepach 30. minutowych. Zestawy sa codziennie modyfi-
kowane. Metoda ta wykorzystuje tzw. efekt wizualnego wrazenia -
dziecko widzac kropki poznaje pojecie iloéci. Dopiero potem uczy
sie liczb.

5. Metoda bazujaca na koncepcji Gerharda Friedricha, Violi de Galgo6czy-
-Mécher i Barbary Schindelhauer. W metodzie tej proponuje sie dzie-
ciom podréz do krainy liczb i figur geometrycznych. W krainie tej znaj-
duja si¢ miasta liczb, a w nich liczbowe domy, ogrody i drogi (tzw.
liczbosciezki). Opowiada si¢ w niej liczbowe bajki i §piewa liczbowe
piosenki. Kazda liczba (od 1 do 10) ma tu stale miejsce zamieszkania -
jest nim jakas figura, np. koto, elipsa, tréjkat, czworokat, dziesieciokat
itd. Charakterystyka liczby wyrazona jest natomiast przyporzadkowa-
ng jej liczbowa kukietka lub liczbowym zwierzakiem. W krainie liczb
dzieci nie ucza si¢ matematyki, ale ucza si¢ myslenia matematycznego,
co sprawia, ze odkrywaja one realne piekno matematyki i rozwijaja
matematyczne zainteresowania.

6. Metoda bazujaca na koncepcji Zbigniewa Naglaka, Andrzeja Roki-
ty i Tadeusza Rzepy. Metoda ta odwoluje sie¢ do teorii ukazujacej, ze
stymulowanie rozwoju motorycznego przyczynia sie nie tylko do po-
prawy zdrowia dzieci, ale takze do ich rozwoju intelektualnego, spo-
tecznego i emocjonalnego. Wykorzystuje sie w niej zestaw 100 pitek
do minigier zespolowych w pieciu kolorach (z6tty, zielony, niebieski,
czerwony, pomaranczowy) z namalowanymi (czarnymi) literami alfa-
betu (duze i male litery), cyframi od 1 do 9 oraz 0, znakami dziatar
matematycznych (+, -, =, %, ;, (, ), >, <) oraz ze znakami obstugi poczty
internetowej (@), o nazwie EDUball (ryc. 1)

2 Czasem uzywa sie zapisu: edubal, Eduball, a takze - ze wzgledu na sprzedaz licencji na
wylacznosé firmie Palos INC. z USA - BRAINbDall.
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Rycina 1. Pitki edukacyjne EDUball

Trwajace ponad szesnascie lat badania naukowe (Wawrzyniak, Cichy, Ro-
kita, 2018) potwierdzity, iz wzbogacanie zaje¢ szkolnych zadaniami wykony-
wanymi z wykorzystaniem tego zestawu pitek istotnie polepsza efektywnos¢
edukacji matematycznej, szczegdlnie w kontekscie dodawania i odejmowa-
nia, liczenia pieniedzy, mierzenia czasu, zadan na zbiorach, a takze w zakre-
sie poje¢ zwigzanych z liczbami naturalnymi i systemami pozycyjnymi.

Oprocz alternatywnych metod ksztaltowania kompetencji matematycz-
nych dziecka wyrézni¢ mozna takze nietradycyjne (technologiczne) prze-
strzenie realizacji tego procesu (Amuko, Miheso, Ndeuthi, 2015; Kandzia,
2016; Klichowski, Przybyta, 2017; Kwiecieni, 2016; Przybyla, Basiniska, Kli-
chowski, 2014). Sa to np.:

1. rzeczywisto$¢ wirtualna. Narzedzia oparte na technologii rzeczywi-
stosci wirtualnej majg bardzo duzy potencjal w kontekscie procesu
ksztaltowania kompetencji matematycznych ucznia. Sa one bowiem
nie tylko ciekawym nos$nikiem matematycznych tresci, ale takze - sty-
mulujac dzieci do specyficznych typéw czynnosci - rozwijaja matema-
tyczne odrodki mézgu (Przybyla, Klichowski, 2018). I tak uczniowie
w okularach VR lub podiaczeni do Kinecta tworza i modyfikuja w cza-
sie rzeczywistym réznego typu wykresy i figury geometryczne niejako
w powietrzu, ruszajgc koficzynami, rozwijajagc zaawansowane pojecia
geometryczne, takie jak wektory 3D (Hsu, 2011).

2. cyberparki, to tereny zielone w miastach wyposazone w réznorakie na-
rzedzia technologiczne (lub infrastrukture do korzystania z wlasnych,
mobilnych urzadzen), umozliwiajace wykonywanie w nich ré6znorod-
nych zadan zaréwno ruchowych, jak i poznawczych (Klichowski et
al., 2015). Prowadzone przez kilka lat badania wykazaly, iz uczenie
sie w cyberparkach jest bardzo efektywne (Klichowski, 2017). Mozna
w nich uczy¢ sie takze matematyki, np. przy pomocy smartfonoéw i r6z-
nego typu aplikacji w nich zainstalowanych (Ludwig, Jesberg, 2015;
Peng, Sollervall, 2014). Takie dzialania pokazuja uczniom, ze zadania
matematyczne mozna rozwigzywaé poprzez nowoczesne technologie,
oraz ze problemy te moga by¢ SciSle powigzane z realnym, codzien-
nym zyciem (Bonanno, Klichowski, Lister, 2019).
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Poszukujac alternatywnych metod ksztaltowania kompetencji matema-
tycznych dziecka nalezy zawsze pamieta¢, Zze priorytetem jest tu dziecko, jego
dobro i rozw¢j. Niewlasciwe jest podporzadkowywanie pracy edukacyjnej
logice mody i stosowanie wcigz nowych rozwigzan bez glebszej analizy ma-
tematycznej rzeczywistosci dziecka. W kontekscie nowych technologii nalezy
takze pamietaé, jak wazny w matematycznym rozwoju dziecka jest kontakt
z matematycznymi pomocami z realnego Zycia - narzedzia technologiczne sg
wiec uzupelnieniem tradycyjnych narzedzi, a nie ich substytutem.

3. Specjalne potrzeby matematyczne dziecka

Do grupy dzieci o specjalnych potrzebach matematycznych zaliczyé moz-
na zaréwno uczniow z trudnosciami w uczeniu si¢ matematyki, jak i uczniow
uzdolnionych matematycznie.

Trudnosci w uczeniu si¢ matematyki to bardzo szeroki termin odnosza-
cy sie do niejednorodnej grupy zaburzen przejawiajacych sie znaczacymi
problemami w rozwijaniu kompetencji matematycznych. Zaburzenia te sa
uwarunkowane wewnetrznie (maja podloze genetyczne) i sa konsekwencja
dysfunkcji mézgu (malformacji tych jego obszaréw, ktére sa organicznym
podiozem zdolnosci operowania liczbami). Tego typu trudnosci moga wspot-
wystepowaé z innymi zaburzeniami i deficytami (np. sensorycznymi, spo-
tecznymi i emocjonalnymi czy niepetnosprawnoscia umystowq) oraz moga
by¢ powigzane z pewnymi czynnikami zewnetrznymi, jak np. réznice kultu-
rowe, niewystarczajace/niewlasciwe uczenie sie, bodzce psychogenne, jed-
nak nie sa one rezultatem tych zaburzen, deficytéw i czynnikéw. Trudnosci
W uczeniu sie¢ matematyki sa wiec inng grupa zaburzen, niz nabyte problemy
z liczeniem (np. akalkulia), ktére ujawniaja sie nagle wskutek uszkodzenia
moézgu, np. w wyniku udaru czy wypadku (Babtie, Emerson, 2015; Kos¢,
1974; Oszwa, 2006a, 2006b, 2009).

I cho¢ od wielu lat problem trudnosci w uczeniu si¢ matematyki jest sze-
roko omawiany i badany, zaréwno na gruncie medycyny, psychologii jak
i nauk o edukacji, nie mozna uzna¢ go jednak za gruntownie poznany (Nel-
son, Powell, 2017). Ponadto, liczni autorzy uzywaja w jego kontekscie takze
innych - niekoniecznie synonimicznych - terminéw, takich jak:

- niezdolnoé¢ do matematyki,

- niezdolnoé¢ do postugiwania sie liczbami,

- niezdolnoé¢ matematyczna,

- specyficzne trudnosci arytmetyczne,

- specyficzne uposledzenie arytmetyczne,

- specyficzne uposledzenie w uczeniu si¢ arytmetyki,
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- trudnosci matematyczne,

- uposledzenie arytmetyczne,

- uposledzenie matematyczne,

- uposledzenie w zakresie matematyki,

- uposledzenie zdolnosci liczenia,

- zaburzenia matematyczne,

- zaburzenie zdolnosci liczenia,

- dyskalkulia rozwojowa,

- ciezka dyskalkulia rozwojowa (Landerl, Kaufmann, 2015; Oszwa, 2006a).

Taka sytuacja wynika prawdopodobnie z interdyscyplinarnosci tego pro-
blemu oraz z faktu, iz do jego analizy przyjmuje sie perspektywy réznych
dziedzin i dyscyplin naukowych (Oszwa, 2006a, 2008, 2009). Rodzi to liczne
pytania o charakterze diagnostycznym. Czy, na przyklad, dyskalkulia to to
samo, co trudnosci w uczeniu si¢ matematyki? Albo czym réznig sie specy-
ficzne trudnosci od tych niespecyficznych?

Dyskalkulia odnosi sie do tych dzieci z trudno$ciami w uczeniu si¢ mate-
matyki, ktére rozwijaja sie umystowo w sposéb normalny i ich rozwdj prze-
biega w sprzyjajacych warunkach edukacyjnych, a zatem do tych uczniéw,
ktérzy maja znaczace problemy z liczeniem, a jednoczeénie nie przejawiajq
zadnych zaburzen og6lnych funkcji umystowych i nie doswiadczaja zad-
nych edukacyjnych dyskomfortéw - ich matematyczne trudnosci sa wiec
rozwojowym zaskoczeniem (Babtie i Emerson, 2015; Ciechalska, Gut, 2018;
Kos¢, 1974; Landerl, Kaufmann, 2015; Mareschal, Butterworth, Tolmie, 2013;
Oszwa, 2008). Tacy uczniowie stanowig érednio 3-8,4% populacji szkolnej
(Landerl, Kaufmann, 2015). Tabela 1 ukazuje r6zne typy dyskalkulii (nalezy
miec¢ jednak Swiadomos¢, ze tak jak trudno jednoznacznie zdefiniowa¢ poje-
cie dyskalkulii, tak tez trudno wyré6znic jej jednoznaczna typologie).

Tabela 1. Typy dyskalkulii

Dyskalkulia werbalna | Przejawia sie zaburzeniem umiejetnosci stownego wyrazania
(stowna) pojec i zaleznosci matematycznych (oznaczanie liczby i kolejno-
Sci przedmiotéw, nazywanie cyfr i liczebnikéw, symboli dziatan
i dokonar matematycznych).

Dyskalkulia leksykalna | Zaburzona jest umiejetnosé czytania symboli matematycznych
(dysleksja liczbowa) (cyfr, liczb, znakéw dzialart matematycznych i zapisanych opera-
¢ji matematycznych). Uczen nie potrafi odczytywac np. pojedyn-
czych cyfr badz myli cyfry o zblizonym ksztalcie graficznym np.
619,318, ma problemy w kojarzeniu symboli matematycznych
z ich nazwami, odczytuje w odwrotnym kierunku liczby dwucy-
frowe (14 jako czterdziesci jeden).
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Dyskalkulia graficzna Trudnoé¢ z zapisywaniem liczb i symboli matematycznych
(dysgrafia liczbowa) (wspolwystepuje czesto z dysgrafia i dysleksja) - w przypadku
glebokich zaburzen uczeri nie jest w stanie napisa¢ dyktowanych
mu liczb, napisa¢ nazw liczb ani ich skopiowaé, a w tagodniejszej
postaci zaburzenia dziecko ma problemy np. z zapisem liczb przy
pisemnym dodawaniu, odejmowaniu, zapisaniem liczb wielocy-
frowych, np. izoluje pojedyncze elementy (np. 2340 jako 2000, 300,
40), pomija zera albo wymysla wlasne sposoby zapisu.

Dyskalkulia praktogno- | Zaburzenie manipulowania obiektami w celu obliczania liczeb-
styczna (wykonawcza) | nosci, szeregowania przedmiotow wg. kolejnosci malejacej badz
rosnacej, czy porownywania wielkosci i ilosci.

Dyskalkulia ideogno- Niezdolno$¢ rozumienia pojec i zaleznosci matematycznych oraz
styczna (pojeciowo-po- | niezdolno$¢é wykonywania obliczeri w pamieci (uczeni ma trud-
zZnawcza) nosci w dostrzeganiu zaleznosci liczbowych np. 5 to potowa 10, 9

jest 0 1 wieksze od 8).

Dyskalkulia operacyjna | Zaburzenie zdolnosci wykonywania operacji matematycznych
(czynnosciowa) (uczen czesto zamienia operacje np. wykonuje dodawanie zamiast
mnozenia, odejmowanie zamiast dzielenia, zastepuje skomplikowa-
ne operacje prostszymi, np. preferuje pisemne wykonywanie obli-
czeni - nawet wowczas, gdy tatwo moze wykonac je w pamieci).

Zrodto: opracowanie wtasne na podstawie: Ferraz, Neves, Alves, Vicente, 2017; Kumar, 2015; Oszwa, 2006a.

Termin specyficzne trudnosci odnosi si¢ natomiast do uczniéw z proble-
mami matematycznymi, ktore nie sa wrodzone - wynikaja z niewlasciwego
sposobu nauczania (czego konsekwencja moga by¢ na przyklad po prostu
braki w matematycznej wiedzy ucznia) i moga by¢ skutecznie eliminowane,
gdy metoda ksztaltowania kompetencji matematycznych zostanie zmieniona
(Gruszczyk-Kolczyniska, 1994).

Kwestia uczniéw uzdolnionych matematycznie jest podobnie skomplikowa-
na: Nie istnieja bowiem jasno okreslone kryteria diagnozowania uczniéw zdol-
nych. Ponadto, sa oni w wiekszosci przypadkéw wychowawczo i dydaktycznie
zaniedbywana grupa uczniow (Giza, 2006), cho¢ érednio co czwarte dziecko
wykazuje sie wysokimi uzdolnieniami matematycznymi (Gruszczyk-Kolczyn-
ska, 2014). Analizy literatury pozwalaja jednak na stworzenie pewnej roboczej
definicji uzdolnienia matematycznego: Jest to rozbudowana struktura mentalna
skladajaca sie z szeregu uzdolnierh wzajemnie ze soba powigzanych, takich jak:

- zdolnos¢ do pamietania i rozumienia wzoréw, twierdzer oraz dowodow,

- umiejetnoé¢ odkrywania stosunkéw oraz zaleznosci,

- umiejetnoé¢ wykorzystania zdobytej wiedzy w trakcie rozwigzywania

zadan,

- zdolnos¢ do wyciagania wnioskéw (Ebby, Smutny, 1998; Pankiewicz,

2007; Szmidt, 2018).
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Uzdolnione matematycznie sa wiec te dzieci, ktére potrafig radzi¢ sobie
z nowymi pojeciami i widza zalezno$ci pomiedzy nimi - np. uczen, ktory
poznat jakie$ nowe twierdzenie, potrafi rozwigzywac zadania bez uprzednie-
go rozwigzania podobnych zadan. Warto podkresli¢, iz uzdolnienie matema-
tyczne nie polega na znajomosci ogromnej liczby poje¢ matematycznych ani
tez rozumieniu tych pojeé. Geniusz matematyczny polega na znajdowaniu
zalezno$ci pomiedzy pojeciami, znajac nawet ich niewielka ilos¢.

Najlepszym i najmniej zawodnym sposobem wykrycia takich uczniéw
jest obserwacja prowadzona podczas wykonywania przez nich specjalnie do-
branych zadan. Nalezy takze z takimi uczniami dyskutowac na temat rozwia-
zania, aby w ten spos6b moc sie przekonad, na jakim poziomie pojecia zostaty
zrozumiane przez ucznia. Istotne jest rowniez odpowiednie stawianie pytari
na uczniowskiej drodze do rozwigzania problemu. Dopiero to daje w miare
wiarygodny obraz wiedzy i zdolnosci ucznia.

Rozwijanie zdolnosci matematycznych uczniow moze da¢ nauczycielowi
ogromna satysfakcje, ale jednoczesnie stawia go przed wielkimi wyzwaniami
i wymaga ogromnego wysitku. Wéréd kompetencji zawodowych, ktére powi-
nien posiadac nauczyciel ucznia uzdolnionego matematycznie nalezy wymienic:

1. Kompetencje merytoryczne. Zaliczy¢ do nich nalezy przede wszystkim

rozlegla wiedze matematyczng, umiejetnos¢ inspirowania ucznia do

wszechstronnego patrzenia na matematyke, tzn. nie tylko nalezy po-
kazywac uczniowi, jak rozwigzywac zadanie, ale rowniez, jak je uogol-
nia¢ i jak korzysta¢ z rozwigzanych wczesniej zadan; takze umiejetnosé
wskazania odpowiedniej literatury. Jesli nauczyciel ucznia zdolnego
nie potrafi sam poméc w rozwinieciu talentu swojego podopiecznego
powinien wskaza¢ osoby lub osrodki, ktore takiego wsparcia udziela-
ja (np. niektére szkoly oferuja zajecia otwarte kola matematycznego,

a osrodki akademickie zajecia kota olimpijskiego).

2. Kompetencje dydaktyczne. To przede wszystkim znajomos¢ dydakty-

ki pracy z uczniem zdolnym, ale takze wtasciwy dobér metod, form

i strategii pracy. Zgodnie z przepisami odwiatowymi obowiazujacymi

w naszym kraju uczniowi zdolnemu mozna pomoéc w rozwijaniu talen-

tu m.in. poprzez:

- prowadzenie indywidulanego toku nauczania,

- napisanie indywidualnego programu nauczania,

- wdrozenie innowacji badZz eksperymentéw pedagogicznych (np.
tworzac klasy autorskie prowadzone wedtug wlasnych programow
nauczania),

- prowadzenie zajec¢ kota zainteresowan itp.

3. Kompetencje psychologiczne. To przede wszystkim umiejetnos¢ ucze-

nia ucznia uzdolnionego samodzielnosci w rozwoju. Nauczyciel takie-
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go ucznia musi by¢ takze bardzo otwarty i kreatywny oraz mie¢ do-
bre poczucie humoru i umie¢ zadbac nie tylko o rozw¢j intelektualny
ucznia, ale réwniez o jego sfere emocjonalng i spoteczna.

Podsumowanie

Kazde dziecko ma potencjal do opanowania matematyki w stopniu
umozliwiajagcym mu efektywne wykorzystywanie jej w codziennym zy-
ciu. W kazdej szkole sa dzieci uzdolnione matematycznie i jeéli nauczyciel
dostrzeze je i bedzie odpowiednio je ksztalci¢, to z pewnoscig osiagna one
sukces nie tylko w szkolnej matematyce, ale takze w konkursach matema-
tycznych i olimpiadach, a by¢ moze nawet stworza wlasng koncepcje mate-
matyczng lub opublikujg matematyczny artykul. To wszystko jest mozliwe,
potrzebny jest jednak nauczyciel niebojacy sie matematyki i potrafiacy nie
zrazi¢ do niej uczniéw. Oczywiscie, potrzebne sa takze ,zmiany w organi-
zacji edukacji wczesnoszkolnej, w doborze tresci matematycznego ksztal-
cenia uczniéw oraz metod prowadzenia edukacji matematycznej” (Grusz-
czyk-Kolczynska, 2014, s. 13). Potrzebne jest takze, by kazdy z nauczycieli
rozumial, iz ,powinien stale uzupetnia¢ swoja wiedze i doskonali¢ stoso-
wane metody” (Semadeni, 1981, s. 11). W takiej rzeczywistosci edukacyj-
nej matematyka przestaje by¢ ,zbiorem tematéw w dzienniku” i staje sie
przygoda poznawcza i sposobem myslenia o rzeczywistoéci” (Klus-Stariska,
Kalinowska, 2004, s. 16).

Zapamietaj!

1. Kazde dziecko moze nauczy¢ sie podstaw matematyki.

2. Co czwarte dziecko w szkole jest tak uzdolnione matematycznie, ze mo-
gtoby odnosi¢ sukcesy w konkursach matematycznych i olimpiadach,
a nawet tworzy¢ matematyczne koncepcje i publikacje.

3. Wczesne matematyczne doswiadczenia decydujg o tym czy cztowiek
w catym zyciu bedzie dobry z matematyki, czy tez nie.

4. Nauczyciele dzieci musza stale uzupetnia¢ swoja matematyczna wiedze
i doskonali¢ stosowane w nauczaniu matematyki metody.

Pytania do samodzielnej nauki

1. Jakie metody wykorzystywali Twoi nauczyciele, gdy uczyli Cie matema-
tyki? Sprébuj je wypisaé, a nastepnie ocen, ktére z nich byty najlepsze,
a ktére najgorsze.




134 Czes$¢ | Edukacyjny $wiat dziecka

2. Wypisz wszystkie poznane metody ksztattowania kompetencji matema-
tycznych. Ktdére z nich uznajesz za najlepsze? A ktére uwazasz za zupet-
nie bezsensowne?

3. Obejrzyj filmy umieszczone na stronie: https:/www.virtualiteach.com/
single-post/2018/06/04/Maths-in-VR. Co sadzisz o takiej strategii wy-
korzystania nowych technologii?

4. Znajdz w Internecie jakie$ forum dla rodzicéw dzieci z trudnosciami
W uczeniu sie matematyki. Poczytaj wpisy i komentarze. Czy znajdujesz
tam jakies$ niescistosci, opinie pozbawione uzasadnienia czy sensu? Wy-
pisz kilka z nich i sprébuj napisac¢ - tylko dla siebie - odpowiedz, wyja-
$niajaca, dlaczego ktos sie myli lub postepuje btednie. Mozesz potem
umiesci¢ swoj komentarz na tym forum lub napisa¢ artykut o stereoty-
powym mysleniu o trudnosciach matematycznych.
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